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Cette  deuxième  Édition  du  Tome  II  du  Cours  de  Ma- 
thématiques a  beaucoup  tardé  à  paraître.  Nous  nous 
croyons  obligé  de  donner  sur  ce  point  quelques  explica- 
tions aux  lecteurs  qui  auront  bien  voulu  nous  rester 
fidèles,  comme  à  ceux  qui  se  seront  lassés  d'attendre. 

Nous  allions  commencer  la  révision  de  ce  deuxième 
Volume,  lorsque  l'Exposition  universelle,  qui  devait 
marquer  comme  un  réveil  de  la  France,  fut  décidée. 
Appelé  à  faire  partie,  dès  1877,  des  Comités  d'admission 
et  d'installation,  puis  plus  tard  du  Jury  des  récom- 
penses, ces  fonctions  ont  absorbé  pendant  deux  ans  tout 
le  temps  dont  nous  pouvions  disposer  en  dehors  de  nos 
devoirs  professionnels.  En  1879,  l'anniversaire  de  la 
fondation  de  l'École  Centrale  nous  a  imposé  une  nouvelle 
tâche,  qu'il  nous  était  impossible  de  remettre  :  nous 
avons  publié  VHistoire  de  cette  grande  école,  à  laquelle 
nous  appartenions  alors  depuis  vingt-sept  ans,  et  dont 
les  progrès  ont  si  puissamment  aidé  au  développement 
de  l'industrie  nationale. 

Nous  espérons  qu'on  voudra  bien  nous  excuser  d'avoir 
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interrompu  notre  œuvre  personnelle  et  de  nous  être  en 
quelque  sorte  oublié,  au  profit  d'intérêts  plus  généraux 
et  plus  élevés. 

Dès  qu'un  peu  de  liberté  nous  a  été  rendue,  nous 
avons  pensé  à  nos  engagements;  et  nous  nous  félicitons 
de  pouvoir  faire  paraître  aujourd'hui,  après  V Arithmé- 
tique et  V Algèbre  élémentaire  (Tome  T*^),  le  deuxième 
Volume  de  notre  Cours^  renfermant  la  Géométrie  élémen- 
taire,  plane  et  dans  F  espace,  et  la  Trigonométrie  rectiligne 
et  sphérique. 

Les  deux  premiers  Volumes  (2*^ édition), ainsi  publiés, 
forment  un  tout  complet  et  constituent  le  domaine  prin- 
cipal des  Mathématiques  élémentaires.  Les  Volumes  sui- 
vants traiteront  des  Mathématiques  spéciales.  Le  Tome  III, 
tout  entier  consacré  à  V Algèbre  supérieure 9  est  en  grande 
partie  terminé  et  paraîtra  dans  un  délai  rapproché.  Les 
autres  Tomes  suivront  sans  interruption,  jusqu'à  l'achè- 
vement de  l'Ouvrage  complet. 

Nous  demandons  maintenant  la  permission  d'ajouter 
quelques  détails  sur  ce  deuxième  Volume. 

Nous  avons  refondu  la  Géométrie  élémentaire^  en  con- 
servant le  même  point  de  vue  que  dans  notre  première 
édition,  où  nous  avions  peut-être  appliqué  la  méthode 
des  limites  plus  franchement  et  plus  nettement  que  nos 
prédécesseurs.  Nous  avons  fait  de  nombreuses  additions 
et  amélioré  beaucoup  de  démonstrations  délicates.  Colla- 
borateur de  notre  excellent  collègue  Eugène  Rouché 
pour  le  Traité  de  Géométrie  et  les  Éléments  de  Géométrie^ 
que  le  public  savant  a  bien  voulu  accueillir  avec  faveur 
depuis  i865,  nous  avons  pu,  grâce  à  son  autorisation. 
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puiser  dans  ces  deux  Ouvrages  et  enrichir  notre  Cours 
des  fruits  d'un  travail  qui  nous  est  commun,  mais  où  il 
a  pris  une  si  large  part.  Nous  le  remercions  ici  de  sa 
cordiale  amitié,  heureux  de  lui  témoigner  nos  senti- 
ments et  notre  gratitude. 

A  l'égard  de  la  Géométrie^  nous  sommes  resté  dans 
les  limites  du  programme  d'admission  de  l'École  Poly- 
technique, nous  bornant  à  peu  près,  comme  complément, 
à  exposer  les  propriétés  générales  des  polyèdres  quel- 
conques et  la  théorie  des  polyèdres  réguliers. 

Nous  avons  laissé  de  côté  les  éléments  de  Géométrie 
supérieure  que  renfermait  notre  première  édition.  On 
pourra  étudier  plus  tard  ces  éléments  si  importants 
dans  le  dernier  Volume  de  ce  Cours,  en  même  temps  que 
les  notions  relatives  a  la  résolution  des  problèmes.  Nous 
voulons,  en  effet,  pour  les  présenter  d'une  manière  dif- 
férente, pouvoir  nous  servir  des  connaissances  que  nous 
fourniront  ultérieurement,  dans  les  Tomes  III,  IV  et  V, 
\ Algèbre  supérieure  et  la  Géométrie  analytique.  En  atten- 
dant, le  lecteur  trouvera,  s'il  le  désire,  les  méthodes  et  les 
théories  si  fécondes  de  la  Géométrie  supérieure,  traitées 
avec  le  plus  grand  soin  et  la  plus  grande  abondance,  au 
point  de  vue  de  la  Géométrie  pure,  surtout  dans  le  pre- 
mier des  deux  Ouvrages  dont  nous  parlions  tout  à  l'heure 
en  associant  notre  nom  à  celui  de  M.  Eugène  Rouché. 

Nous  sommes  demeuré  fidèle  à  la  marche  adoptée  dans 
notre  première  édition,  en  établissant  les  formules  trigo- 
nométriques  fondamentales  à  l'aide  de  la  Théorie  des  pro- 
jections. La  première  idée  de  cette  amélioration,  qui 
offre  l'avantage  d'une  grande  généralité  dans  les  dé- 
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monstrations,  débarrassées  ainsi  de  fastidieuses  discus- 
sions, est  due  à  Goriolis. 

Comme  dans  notre  première  édition,  après  la  Trigo^ 
nométrie  rectiligne^  nous  avons  donné  la  Trigonométrie 
sphériqucy  bien  qu'elle  ne  soit  pas  exigée  dans  les  exa- 
mens. Mais  c'est  une  annexe  si  naturelle  de  la  géomé- 
trie de  la  sphère,  et  les  sciences  physiques  et  astrono- 
miques y  ont  recours  si  souvent,  que  nous  ne  pouvions 
nous  dispenser  de  cette  extension. 

Quant  aux  questions  comprises  habituellement  sous 
le  titre  de  Complément  de  la  théorie  des  fonctions  circu- 
laires (formule  de  Moivre,  résolution  trigonométrique de 
l'équation  du  troisième  degré,  équations  binômes,  séries 
circulaires),  elles  appartiennent  en  réalité  à  V Algèbre 
supérieure^  et  sont  exposées  dans  notre  Tome  III. 

Nous  avons  cherché,  dans  le  courant  du  texte,  à  inté- 
resser le  lecteur  par  des  questions  et  des  problèmes 
complémentaires  choisis  avec  soin.  Les  énoncés  de  nomr 
hvenx  Exercices  y  à^xw  Notes  (dont  l'une  relative  aux  ap- 
plications géométriques  et  trigonométriques  de  la  règle 
à  calcul)^  enfin  d'utiles  Tables  numériques ^  terminent  ce 
deuxième  Volume,  que  nous  souhaitons  de  voir  accueillir 
par  nos  collègues  avec  la  même  bienveillance  que  le 
premier. 

Octobre  1881. 
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rayon  du  cercle  circonscrit  ;  construire  les  racines  dune  équation  du  second 
degré;  construire  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points  donnés  et  qui 
soit  tangente  à  une  droite  ou  à  une  circonférence  donnée;  p.  ii4. 


CHAPITRE  IV. 

MESURE  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  DE  CERCLE. 

I.  —  Des  polygones  réguliers  :  polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits; 
tout poljrgone  régulier  est  inscriptible et  circonscriptible,  conséquences;  deux 
polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  cOtés  sont  semblables,  rapport 
de  similitude  de  ces  polygones  ; /»o(;^^/}ei  réguliers  étoiles;  p.  119. 

II.  —  Problèmes  sur  les  polygones  réguliers  :  Inscription  du  carré,  de 
l'hexagone  régulier  et  du  triangle  équilatéral,  du  décagone  régulier  et  du 
pentagone  régulier,  du  pentédécagone  régulier  ;  propriétés  et  relations  cor- 
respondantes ;  étant  donnés  le  rajron  d'un  cercle  et  le  côté  et  un  polygone  ré~ 
guUer  inscrit,  calculer  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  dun  nombre  de 
côtés  double  ou  le  côté  du  poljrgone  régulier  circonscrit  semblable;  consé- 
quences ;  étant  donnés  le  rajron  et  Vapothème  d^un  poljrgone  régulier,  caJcU'" 
1er  le  rajron  et  Vapothème  du  poljrgone  régulier  de  même  périmètre,  mais  d'un 
nombre  de  côtés  double;  conséquences  ;  p.  124. 

HI.  —  Méthode  des  limites  :  définitions  et  propriétés  fondamentales;  p»  i36. 

IV.  —  Mesure  de  la  circonférence  :  définition  de  la  longueur  d'une  courbe, 
justification  de  la  définition  adoptée  ;  conséquences  :  deux  circonférences 
quelconques  sont  proportionnelles  à  leurs  rayons  ou  à  leurs  diamètres,  le 
rapport  d^une  circonférence  à  son  diamètre  est  un  nombre  constant;  consé- 
quences relatÎTes  à  la  mesure  de  la  circonférence,  aux  arcs  semblables,  à  la 
mesure  des  angles;  p.  iSg. 

V.  —  Calcul  de  ir  :  méthode  des  isopérimètres,  théorème  fondamental  ;  mé- 
thode des  périmètres,  expression  remarquable  de  n\  Taleurs  approchées  de 
ce  rapport;  p.  146. 


LIVRE  DEUXIÈME. 

LES  SURFACES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DÉTERMINATION    DES    AIRES. 

I.  —  Aires  polygonales  :  Définitions;  mesure  de  Vaire  du  rectangle;  aire  du 
parallélogramme;  expressions  diverses  de  Taire  du  triangle;  aire  du  tra- 
pèze; aire  d'un  polygone  quelconque;  p.  i53. 

II.  —  Aires  circulaires  :  aire  d'un  polygone  régulier;  aire  du  cercle;  aires 
d'un  secteur  et  d'un  segment  circulaire;  p.  161. 
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ill.  —  Aire  approchée  d'une  figure  plane  terminée  par  une  courbe  quel- 
conque :  formule  de  Simpson;  formule  de  Poncetet^  limite  fiupérieure  de 
l'erreur  correspondante;  p.  ]65. 


CHAPITRE  IL 

COMPARAISON   DBS   AIRES. 

I.  —  Rapport  des  aires  semblables  :  rapport  des  aires  de  deux  triangles  qui 
ont  un  €ingle  égal  ou  supplémentaire ^  de  deux  triangles  semblables,  de  deux 
polygones  semblabUs;  rapport  de  deux  cercles  quelconques  ;  secteurs  et  seg- 
ments circulaires  semblables;  théorème  du  carré  de  rhypoténuse,  consé- 
quences, remarque  à  ce  sujet;  p.  170. 

II.—  Problèmes  relatifs  aux  aires  :  construire  un  triangle  équivalent  à  un 
polygone  donné;  quadrature  d'une  figure  ;  trouTcr  doux  droites  proportion- 
nelles aux  aires  de  deux  polygones  donnés  ;  construire  un  polygone  équiva- 
lait à  un  polygone  donné  et  semblable  à  un  autre  polygone  donné;  deux  figures 
semblables  étant  données,  construire  une  figure  semblable  égale  à  leur 
somme  ou  à  leur  difierence  ;  construire  un  polygone  semblable  à  un  poly^ 
gone  donné  et  dont  l'aire  soit  à  celle  de  ce  polygone  dans  un  rapport 
donné;  p.  176. 

III.  —  Exercices  et  questions  complémentaires  :  diviser  un  triangle  en  deux 
parties  équivalentes  par  une  parallèle  à  sa  base;  diviser  un  trapèze  en  par- 
ties proportionnelles  à  deux  droites  données  par  une  parallèle  à  ses  bases; 
étant  donné  un  point  et  un  angle,  mener  par  le  point  une  droite  qui  limite 
avec  les  côtés  de  l'angle  un  ti'iangle  d'aire  donnée;  p.  i8a. 


GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE. 


UVRE  TROISIÈME. 

LE  PLAN. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PROPBIÊTÉS    FONDAMENTALES. 

I.  —  Premières  notions  sur  le  plan  considéré  en  lui-môme  et  relative- 
ment à  la  droite  :  deux  plans  qui  contiennent  tous  deux  une  même  droite  et 
un  point  extérieur  à  cette  droite  coïncident  dans  toute  leur  étendue,  consé- 
quences; un  plan  et  une  droite  ne  peuvent  présenter  que  trois  positions  rela^ 
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tives;  intersection  de  deux  plans;  deux  pians  distineis  ne  peuvent  présenter 
que  deux  positions  relatives;  deux  droites  distinctes  peuvent  présenter  dans 
V espace  trois  positions  relatives,  conséquence  ;  modes  de  génération  du  plan  ; 
p.  187. 
II. —  Droite  et  plan  perpendiculaires:  définition;  condition  pour  qu'une 
droite  soie  perpendiculaire  à  un  plan;  lieu  des  perpendiculaires  menées  à 
une  droite  donnée  par  un  point  de  cette  droite,  conséquence;  relations 
entre  la  perpendiculaire  et  les  obliques  menées  à  un  plan  par  un  point  ex-> 
térieur,  conséquences;  lieu  géométrique  des  points  de  V espace  à  égale  dis^ 
tance  des  extrémités  dune  droite  donnée;  théorème  des  trois  perpendicu" 
laires;'p,  192. 

III.  —  Droites  et  plans  parallèles  :  droite  et  plan  parallèles,  droites  paral- 
lèles, plans  parallèles,  propriétés  correspondantes  ;  deux  angles  qui  ont  leurs 
côtés  respectivement  parallèles  sont  égaux  ou  supplémentaires,  et  leurs  plans 
sont  parallèles  ;  définition  de  l'angle  de  deux  droites  dans  t espace,  consé- 
quences de  cette  définition;  deux  droites  parallèles  ont  les  mêmes 
plans  perpendiculaires,  deux  plans  parallèles  ont  les  mêmes  droites  perpea- 
diculaires;  réciproque  de  la  définition  de  la  perpendicularité  entre  une 
droite  et  un  plan  ;  perpendiculaire  menée  par  un  point  donné  à  un  plan 
donné,  conséquence  ;  parallèles  comprises  entre  une  droite  et  un  plan  paral- 
lèles, entre  deux  plans  parallèles  ;  deux  droites  quelconques  sont  coupées  en 
parties  proportionnelles  par  trois  plans  parallèles  ;  p.  196. 

IV.  —  Projection  d'une  droite  sur  un  plan,  angle  d'une  droite  et  d'un 
plan,  plus  courte  distance  de  deux  droites  :  la  projection  d'une  droite 
sur  un  plan  est  une  droite;  la  projection  d'un  a/igle  droit  sur  un  plan  pa- 
rallèle à  l'un  de  ses  côtés  est  un  angle  droit,  réciproque,  conséquence  ;  angle 
d'une  droite  et  d'un  plan  ;  plus  courte  distance  de  deux  droites  non  situées 
dans  un  même  plan;  p.  3o5. 

V.  —  Angles  dièdres  :  définitions,  angle  plan  d'un  angle  dièdre,  propriétés 
et  mesure  des  angles  dièdres;  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan;  p.  20g. 

VI.  —  Plans  perpendiculaires  :  lorsque  deux  plans  sont  perpendiculaires  l'un 
à  l'autre,  toute  droite  menée  dans  le  premier  perpendiculairement  à  l'inter- 
section des  deux  plans  est  perpendiculaire  à  l'autre  plan;  si  une  droite  est 
perpendiculaire  à  un  plan,  tout  plan  conduit  suivant  celte  droite  ou  parallèle 
à  cette  droite  est  perpendiculaire  au  plan  donné,  réciproque,  conséquence; 
intersection  de  deux  plans  perpendiculaires  à  un  troisième;  p.  2i5. 

CHAPITRE  IL 

ANGLES    POLTÈDKES. 

I.  —  Propriétés  fondamentales  des  angles  polyèdres  et,  en  particulier, 
des  angles  trièdres  :  définitions,  angles  polyèdres  symétriques,  application 
aux  angles  trièdres  ;  €lans  tout  angle  polyèdre  convexe;,  une  face  quelconque 
est  moindre  que  la  somme  de  toutes  les  autres,  et  la  somme  de  toutes  les  faces 
est  moindre  que  quatre  angles  droits;  conséquences;  p.  218. 

II.  —  Angles  trièdres  supplémentaires  et  cas  d'égalité  des  angles  trièdres  : 
définition  et  remarque  fondamentale  ;  lorsque  deux  trièdres  sont  supplément 
taires^  chaque  angle  dièdre  de  l'un  est  le  supplément  de  la  face  qui  lui  est 
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i>pposée  dans  l'autre;  conséquences;  cas  éT égalité  des  angles  trièdres;  condi- 
tions d'égalité  de  deux  angles  polyèdres  de  même  espèce;  p.  aa4. 

m.  —  Exercices  et  questions  complémentaires  :  lieu  des  points  également 
distants  des  trois  faces  d'un  angle  trièdre;  lieu  des  points  également  dis- 
tants des  trois  arêtes  d'un  angle  trièdre  ;  les  plans  menés  perpendiculaire- 
ment aux  faces  d'un  angle  trièdre  par  les  arêtes  opposées  à  ces  faces  se 
croisent  suirant  une  même  droite;  il  en  est  de  même  des  plans  menés  par 
les  arêtes  d*un  angle  trièdre  et  les  bissectrices  des  faces  opposées  à  ces 
arêtes;  p.  a3a. 


LIVRE  QUATRIÈME. 

LES  AIRES  ET  LES  VOLUMES  DES  CORPS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

LES   PRISMES   ET   LES   CYLINDRES. 

I.  —  Définitions  préliminaires  :  Tolume  d'un  corps^  polyèdres,  polyèdres 
conTexes;  prisme,  parallélipipède  ;  p.  337, 

II.  —  Théorèmes  généraux  relatifs  au  prisme  :  faces  opposées  d'un  parallé- 
lipipède, plan  diagonal  ;  construire  un  parallélipipède  sur  trois  droites  don- 
nées; diagonales  d'un  parallélipipède  ;  égalité  des  sections  faites  dans  un 
prisme  par  des  plans  parallèles;  p.  a4i. 

m. —  Aire  et  YOlume  du  prisme  :  aire  latérale  d'un  prisme;  tout  prisme 
oblique  est  équivalent  au  prisme  droit  ayant  pour  base  la  section  droite  du 
prisme  oblique  et  pour  hauteur  son  arête  latérale;  tout  plan  diagonal  dun 
paraUélipipède  le  partage  en  deux  prismes  triangulaires  équivalents;  mesure 
du  tmlume  d'un  parallélipipède  rectangle;  volume  d'un  parallélipipède  quel- 
conque, volume  d'un  prisme  quelconque;,  conditions  d'égalité  de  deux 
prismes  quelconques  de  même  espèce  ;  p.  a44* 

IV.  ^  Rotions  relatives  au  cylindre  :  définitions,  plan  tangent,  cylindre  de 
rérolution  ;  aire  latérale  et  volume  d'un  cylindre  de  révolution,  rapport  des 
aires  on  des  volumes  de  deux  cylindres  de  révolution  semblables;  développe- 
ment de  l'aire  latérale  d'un  cylindre  de  révolution  ;  surface  cylindrique  en 
général,  égalité  des  sections  faites  par  des  plans  parallèles;  aire  latérale  et 
volume  d'un  cylindre  quelconque;  p.  a53. 

CHAPITRE  IL 

LES  PTRAHIDE9  ET  LES   CÔNES. 

I.  —  Théorèmes  généraux  relatifs  à  la  pyramide  :  définitions;  quand  on 
coupe  une  pyramide  par  un  plan  parallèle  à  sa  base,  ses  arêtes  latérales  et  sa 
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hauteur  sont  divisées  en  peir des  proportionnelles  ;  la  section  obtenue  est  un  po^ 
Ijrgone  semblable  à  la  base;  conséquences;  p.  261. 

11.  ^  Aire  et  YOliinie  de  la  pyramide  :  aire  latérale  d'une  pyramide  régu- 
lière; deux  pyramides  triangulaires  de  bases  équivalentes  et  de  hauteurs 
égales  sont  équivalentes;  volume  d'une  pyramide;  volume  d'un  polyèdre 
quelconque;  conditions  d'égalité  de  deux  pyramides;  p.  265. 

in.  —  Notions  relatives  au  cône  :  définitions, /y/o/t  tangent,  cône  de  révolu- 
tion ;  aire  latérale  et  volume  d'un  cOno  de  révolution  ;  cônes  de  révolution 
semblables;  développement  de  Taire  latérale  d'un  cône  de  révolution;  sur- 
face conique  en  général,  homothétie  des  sections  faites  par  des  plans  paral- 
lèles; volume  d'un  cône  quelconque;  p.  271. 


CHAPITRE  III. 

LES    GOEPS    TEONQUÉS. 

I.  —  Aires  et  volumes  des  corps  tronqués  :  aire  latérale  d'un  tronc  de 
pyramide  régulier;  volume  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles;  troncs 
de  première  et  de  seconde  espèce;  volume  d'un  tronc  de  prisme  triangulaire, 
volume  d'un  parallélipipède  tronqué  quelconque;  aire  latérale  d'un  tronc 
de  cône  de  révolution  à  bases  parallèles  ;  volume  d'un  pareil  tronc  de  cône  ; 
troncs  de  cône  de  première  et  de  seconde  espèce  ;  jaugeage  des  tonneaux  ; 
p.  279- 

II.  —  Exercices  et  questions  complémentaires  :  volume  d'un  polyèdre 
ayant  pour  bases  deux  polygones  quelconques,  situés  dans  des  plans  paral- 
lèles, et  pour  faces  latérales  des  trapèzes  ou  des  triangles;  application  à  la 
mesure  du  volume  des  amas  de  pierre,  de  la  capacité  des  fossés  ou  cuvettes, 
des  tombereaux,  etc.;  p.  290. 

CHAPITRE  IV. 

LA    SPHfeEE. 

I.  —  Théorèmes  généraux  relatifs  à  la  sphère  :  définitions,  sections  planes 
de  la  sphère,  grands  cercles  et  petits  cercles;  deux  grands  cercles  se  divisent 
mutuellement  en  deux  parties  égales;  la  sphère  est  de  révolution  autour  d'un 
di€unètre  quelconque;  pâles  dun  cercle  de  la  sphère,  propriétés  correspon- 
dantes, emploi  du  compas  sphérique;  trouver  le  rayon  d'une  sphère  solide  ; 
plan  tangent  à  la  sphère;  intersection  de  deux  sphères;  quatre  points  non 
situés  dans  un  même  plan  déterminent  une  surface  sphérique;  angle  de  deux 
arcs  de  grand  cercle,  lieu  géométrique  des  pôles  des  grands  cercles  inclinés 
(Cun  angle  donné  sur  un  grand  cercle  donné;  p.  293. 

II.  —Des  triangles  et  des  polygones  sphériqnes  :  définitions,  rapproche- 
ment avec  les  angles  trièdres  et  polyèdres,  polygones  sphériques  symétriques; 
propriétés  fondamentales  des  triangles  et  des  polygones  sphériqnes;  triangles 
polaires  ou  supplémentaires;  cas  d'égalité  des  triangles  sphériques  ;  le  plus 
court  chemin  d'un  point  à  un  autre  sur   la  surface  de  la  sphère  est  Varc  de 
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grand  cercle ,  moindre  qu'une  demi-circonférence,  qui  joint  ces  deux  points; 
condition  de  perpendicularité  d'un  grand  cercle  et  d'un  petit  cercle;  rela- 
tions entre  les  arcs  de  grand  cercle  normaux  et  obliques,  menés  d'un  point 
de  la  sphère  sur  un  cercle  donné,  conséquences;  arc  de  grand  cercle  tan- 
gent à  un  petit  cercle,  conséquences;  p.  3o2. 

m.  —  Problèmes  graphiques  relatifs  à  la  sphère  :  grand  cercle  passant  par 
deux  points;  mener,  par  un  point  donné  sur  la  sphère,  un  arc  de  grand  cercle 
perpendiculaire  à  un  grand  cercle  donné;  pôle  d'un  petit  cercle  ;  par  un 
point  donné  sur  la  sphère,  mener  un  grand  cercle  faisant  un  angle  donné 
arec  un  grand  cercle  donné  ;  construire  un  triangle  sphérique,  connaissant 
trois  quelconques  de  ses  six  éléments;  par  un  point  donné  sur  la  sphère, 
mener  un  arc  de  grand  cercle  tangent  à  un  petit  cercle  donné;  décrire  un 
grand  cercle  tangent  à  deux  petits  cercles  donnés;  p.  3i8. 

IV.  —  Aire  de  la  sphère  :  aire  engendrée  par  une  droite  qui  tourne  autour 
dua  axe  situé  dans  son  plan;  aire  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière; 
aire  d'une  zone  sphérique,  aire  de  la  sphère;  deux  triangles  sphériques  sjr- 
métriques  sont  équivalents;  mesure  de  l'aire  d'un  fuseau,  mesure  de  l'aire 
d'un  triangle  sphérique,  mesure  de  l'aire  d'un  polygone  sphérique;  p.  328. 

V. —  Tolmne  de  la  sphère  :  'volume  engendré  par  un  trioftgle  tournant  au- 
tour  dun  axe  situé  dans  son  plan  et  passant  par  F  un  de  ses  sommets  sans 
traverser  sa  surface;  volume  engendré  par  un  secteur  polygonal  régulier; 
Tolume  d'un  secteur  sphérique,  volume  de  la  sphère  ;  comparaison  entre  la 
sphère,  le  cylindre  droit  et  le  cène  équilatéral  circonscrits;  les  volumes  des 
polyèdres  circonscrits  à  une  même  sphère  on  à  des  sphères  égales  sont  propor» 
tionnels  aux  aires  de  ces  mêmes  polyèdres;  volume  engendré  par  un  seg* 
ment  circulaire;  volume  d'un  segment  sphérique;  mesure  du  volume  d'un 
onglet,  mesure  du  volume  d'une  pyramide  sphérique;  p.  387. 

VI.— Exercices  et  questions  complémentaires  :  théorème  de  Lexell;  exemples 
de  problèmes  de  Géométrie  résolus  par  l'Algèbre  ;  théorème  do  Guldin  ;  p.  34B. 


CHAPITRE  V. 

SIMILITUDE   ET   SYMÉTRIE    DANS   L'eSPACB. 

I.  —  Des  polyèdres  semblables  :  pyramides  triangulaires  semblables  ;  po- 
lyèdres semblables;  rapport  des  volumes  de  deux  tétraèdres  qui  ont  un  angle 
trièdre  égal  ;  rapport  des  volumes  de  deux  tétraèdres  ou  de  deux  polyèdres 
semblables  ;  p.  356. 

II.  —  Des  figures  homothétiques  :  polyèdres  homothétiques,  systèmes  homo- 
tbétiqnes,  axes  d'homothétie,  plan  d'homothétie;  application  à  des  systèmes 
de  sphère»  ;  figures  semblables  à  une  figure  donnée;  p.  364. 

III.—  Des  figures  symétriques  :  définitions;  théorèmes  de  Bravais;  deux 
figures  symétriques  par  rapport  à  un  centre  constituent,  par  rapport  à  ce 
ceatre,  deux  figures  homothétiques  inverses  dont  le  rapport  d'homothétie 
est  égal  à  —  i;  conséquences;  deux  polyèdres  symétriques  sont  équivalents  ; 
p.  369. 
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CHAPITRE  VI- 

PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES   DBS   POLYÈDRES. 

I.  —  Des  polyèdres  convexes  quelconques  :  théorème  â'Euhr,  consé* 
quences;  il  ne  peut  exister  que  cinq  espèces  de  polyèdres  convexes  dont 
toutes  les  faces  aient  le  même  nombre  de  côtés,  et  dont  tous  les  angles  po- 
lyèdres aient  le  même  nombre  d'arêtes;  conditions  de  détermination  d'un 
polyèdre  convexe;  p.  875. 

II.  —  Des  polyèdres  réguliers  convexes  :  il  ne  petit  exister  que  cinq  po- 
Jjrèdres  réguliers  convexes;  construire  un  polyèdre  régulier,  connaissant  son 
arête;  tout  polyèdre  régulier  convexe  est  inscriptible  et  circonscriptible  à 
la  sphère,  conséquences;  un  polyèdre  régulier  convexe  étant  donné,  trouver 
l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes  et  les  rayons  des  sphères  inscrite  et 
circonscrite;  p.  38i. 


UVRE  CINQUIÈME, 

ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DE  QUELQUES  COURBES  USUELLES. 


I.  —  Propriétés  fondamentales  de  l'ellipse  :  déliniiions;  point  extérieur  ou 
intérieur  ;  la  tangente  à  Vellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons  vec^ 
leurs  des  points  de  contact,  extérieurement  à  leur  angle  ;  normale;  lieu  de» 
points  symétriques  des  foyers  par  rapport  aux  tangentes,  cercles  directeurs 
de  l'ellipse;  lieu  des  projections  des  foyers  sur  les  tangentes,  cercle princi- 
pal;  mener  une  tangente  à  l'ellipse  par  un  point  donné  ou  parallèlement  à 
une  droite  donnée  ;  propriétés  des  tangentes  menées  par  un  point  donné  ; 
étant  donnés  les  foyers  et  le  grand  axe  d'une  ellipse,  déterminer  ses  point» 
de  rencontre  avec  une  droite  donnée;  p.  893. 

II.  —  De  l'ellipse  considérée  comme  projection  orthogonale  du  cercle  : 
la  projection  d'une  circonférence  de  cercle  sur  un  plan  est  une  ellipse,  consé- 
quences, autres  solutions  des  problèmes  relatifs  aux  tangentes  ;  diamètres  de 

.  l'ellipse;  aire  de  l'ellipse;  ellipse  décrite  par  un  point  quelconque  d'une  droite 
de  longueur  constante  glissant  entre  deux  axes  rectangulaires,  conséquences  ; 
étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, construire  les  axes  de  la  courbe;  ellipse  décrite  par  un  point  invaria» 
blement  lié  à  une  droite  de  longueur  constante  qui  glisse  entre  deux  axes 
quelconques,  conséquences;  p.  4o8. 

III.  —  Propriétés  fondamentales  de  l'hyperbole  :  définitions;  point  extérieur 
ou  intérieur;  la  tangente  à  t  hyperbole  est  la  bissectrice  de  F  angle  formé  par 
les  rayons  ifccteurs  du  point  de  contact;  normiïe;  cercles  directeurs,  cercle 
principal;  asymptotes;  hyperbole  équilatère;  hyperboles  conjuguées;  mener 
une  tangente  à  l'hyperbole  par  un  point  donné  ou  parallèlement  à  une 
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droite  donnée  ;  étant  donnés  les  foyers  et  Taxe  transverse  d'une  hyperbole, 
déterminer  ses  points  de  rencontre  avec  une  droite  donnée;  p.  418. 

IV .  ~  Propriétés  fondamentales  de  la  parabole  :  définitions  ;  point  exté- 
rieur ou  intérieur;  la  tangente  à  la  parabole  fait  extérieurement  des  angles 
égaux  avec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  et  avec  la  parallèle  menée  à 
taxe  par  le  même  point;  la  droite  qui  joint  le  foyer  d'une  parabole  au  point 
où  une  tangente  quelconque  rencontre  la  directrice  est  perpendiculaire  sur 
le  rayon  vecteur  du  point  de  contact;  conséquence;  normale;  la  directrice 
■est  le  lieu  des  points  Sf  métriques  du  fojer  par  rapport  aux  tangentes,  la 
tangente  au  sommet  est  le  lieu  des  projections  du  foyer  sur  les  tangentes  ; 
dans  la  parabole,  la  sous-tangente  sur  taxe  est  double  de  V abscisse  du  point 
de  contact,  et  la  sous-normale  est  égale  au  paramètre;  mener  une  tangente 
à  la  parabole  par  un  point  donné  ou  parallèlement  à  une  droite  donnée; 
propriétés  des  tangentes  menées  par  un  point  donné;  connaissant  le  foyer 
et  la  directrice  d'une  parabole,  déterminer  ses  points  de  rencontre  avec  une 
droite  donnée;  p.  43o. 

V.  —  De  la  parabole  considérée  comme  limite  de  Tellipse  :  la  limite  d'une 
ellipse  dont  un  sommet  et  le  foyer  voisin  restent  fixes,  tandis  que  l'autre 
foy^  s'en  éloigne  indéfiniment  dans  la  direction  du  grand  axe,  est  une  pa- 
rabole qui  a  pour  sommet  et  pour  foyer  le  sommet  et  le  foyer  fixes  ;  consé- 
q.uences  ;  diamètres  de  la  parabole  ;  parabole  rapportée  à  un  diamètre  et  à 
la  tangente  à  son  extrémité;  aire  d'un  segment  paraboUque ;  p.  l\(\i, 

VI.  ^  Ellipse,  hyperbole  et  parabole,  considérées  comme  sections  planes 
du  cdn«  de  révolution  :  la  section  d'un  cône  circulaire  droit  par  un  plan 
est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole  (théorème  de  Dandelin)\  dé- 
termination des  directrices  (théorème  de  Quetelet);  placer  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole  sur  un  cOne  de  révolution  donné;  sections 
planes  d'un  cylindre  de  révolution;  p.  t^'^5. 

VII.  —  Propriétés  fondamentales  de  l'hélice  :  définitions  ;  équation  de  l'hé- 
lice; son  développement  suivant  une  ligne  droite;  la  sous-tangente  en  un 
point  de  thélioe  est  égaie  à  l'abscisse  curviligne  de  ce  point,  conséquences  ; 
p.  452. 

VIII.  —  Exercices  et  questions  complémentaires  :  construire  une  ellipse  ou 
une  hyperbole  dont  on  connaît  l'excentricité,  l'un  des  foyers  et  deux  point 
4)»  deux  'tangentes,  ou  une  tangente  et-  son  point  de  contact;  construire 
une  parabole,  connaissant  son  foyer  et  deux  tangentes;  construire  la  pro- 
jection d'une  hélice  et  de  la  tangente  en  un  de  ses  points,  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  la  base  du  cylindre  sur  lequel  l'bélice  est  tracée;  p.  467. 
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TRIGONOMÉTRIE. 


LIVRE  PREMIER. 

INTRODUCTION  DES  ANGLES  DANS  LE  CALCUL. 


CHAPITRE  PREMIER. 

fiLÉMBNTS   DE   LA   THÉORIE   DES   RAPPORTS   TRIGONUMÉTKIQUES. 

Notions  préliminaires  :  but  de  la  Trigonométrie,  mesure  des  angles,  arcs  po- 
sitifs et  négatifs,  propriétés  des  arcs  complémentaires  et  supplémentaires; 
p.  /,63. 

Définitions  des  rapports  trigonométriques  :  définitions  générales,  justifica- 
tion des  dénominations  employées,  cercle  trigonométrique ;  p.  467. 

Variations  du  sinus  :  étude  des  variations  du  sinus,  théorèmes  correspondants, 
sinus  de  certains  arcs;  courbe  représentatire,  sinusoïde;  p,  471. 

Variations  du  cosinus  :  études  des  variations  du  cosinus,  théorèmes  corres^ 
pondants;  courbe  représen la tive,  cosinusoîde ;  p.  475. 

Variations  de  la  tangente  :  études  des  variations  de  la  tangente,  théo-^ 
rhmes  correspondants,  tangentes  de  certains  arcs;  courbe  représentative,  tati- 
gentoïde;  p.  478. 

Étude  des  variations  de  la  cosécante,  de  la  sécante  et  de  la  cotangente  : 
Signes  des  rapports  trigonométriques  dans  les  quatre  quadrants;  cosécan- 
toïde,  sécantoide  et  cotcaigentoïde\  p.  482. 

Rapports  trigonométriques  d'un  arc,  lorsqu'il  s'accroît  de  ^^\  p.  48C. 

Réduction  d'un  arc  au  premier  quadrant;  p.  /jS^. 

Relations  entre  les  rapports  trigonométriques  d'un  même  arc  :  il  n'y  a 
que  cinq  relations  fondamentales  et  distinctes;  autres  formules;  expressions 
des  cinq  autres  rapports  trigonométriques  en  fonction  de  la  tangente,  discus- 
sion; p.  ''[87. 

Conditions  pour  que  deux  arcs  admettent  un  même  rapport  trigonomé- 
trique donné  :  conditions  pour  que  deux  arcs  aient  même  sinus  et  même 
cosécante;  conditions  pour  que  deux  arcs  aient  même  cosinus  et  même 
sécante;  conditions  pour  que  deux  arcs  aient  même  tangente  et  même 
cotangente;  définition  des  fonctions  circulaires  inverses  ;  p.  .^91. 
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CHAPITRE  II. 

FOKHULBS  TRlGONOMÉTRIQaBS    RELATIVES   AUX  QUATRE    PREMIÈRES 
OPÉRATIONS   APPLIQUÉES    AUX   ARCS. 

Théorie  des  projections  :  projection  d'une  droite  sur  un  axe,  règle  pour 
tenir  compte  du  sens  dans  lequel  elle  est  parcourue,  somme  des  carrés  des 
cosinus  des  angles  formés  par  une  droite  avec  trois  axes  rectangulaires  ;  théo- 
rème  fondamental  :  étant  donné  un  contour  polygonal  quelconque,  la  somme 
algébrique  des  projections  des  côtés  qui  le  composent  sur  un  axe  quelconque 
est  égale  à  là  projection  sur  le  môme  axe  de  la  droite  qui  ferme  ce  cou- 
tour  ;  conséquences  ;  projection  dune  aire  plane  sur  un  plan,  remarques  à  ce 
sujet;  p.  494. 

Addition  et  soustraction  des  arcs  :  formules  fondamentales  cos(a=b5), 
sin(a±:^),  tang(<i=t:^),  cot(a±^);  formules  se  rapportant  à  la  somme 
d'un  nombre  quelconque  d'arcs;  p.Soo. 

Multiplication  des  arcs  :  formules  sins»,  cosaa,  tangaa;  sinSa,  cos3a, 
tangSa;  extension  à  un  multiple  quelconque  ma;  p.  5o5. 

Division  des  arcs  :  étant  donné  cosa,   trouver  sin-y   cos-i   tang-;   dis- 

2  2  2 

cussîon.    —    Étant  donné  sic  a,  trouver  sin-i   cos-9   tang— ;   discussion. 

2  2  "  2 

—  Étant  donnée  tanga,  trouver  tang-;  discussion.  —  Étant  donné  cosa, 
trouver  cos^;  discussion.  —  Étant  donné  sina,  trouver  sin^;   discussion. 

—  Étant  donnée  tang  a,  trouver  tang^;  discussion.  —  Remarque  générale. 

—  P.  509. 

CHAPITRE  III. 

FORUULBS   RENDUES   CALCULABLES   PAR   LOGARITHMES 
ET    APPLICATIONS   DIVERSES. 

Formules   rendues   calculables    par  logarithmes  :   transformer   en  un 

produit  la  somme  ou  la  différence  de  deux  rapports  trigonométriques  ;  relations 
importantes  qu'on  déduit  par  voie  de  division  des  formules  obtenues  ;  trans- 
former en  un  produit  la  différence  des  carrés  de  deux  sinus  ou  de  deux 
cosinus;  expression  binôme  rendue  calculable  par  logarithmes,  extension  à 
un  polynôme;  p.  524. 

Résolution  trigonométrique  de  l'équation  du  second  degré,  p.  5a8. 

Sommation  des  sinus  ou  des  cosinus  d'une  série  d'arcs  en  progression 
arithmétique  :  conséquences  des  formules  obtenues;  p.  53o. 

Formules  relatives  aux  rapports  trigonométriques  de  trois  arcs  dont  la 
somme  est  égale  à  180^  ;  p.  533. 
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CHAPITRE  IV. 

CONSTRUCTION  ET    USAGE   DBS   TABLES  TRIGONOMÉTRIQUBS. 

Notions  et  théorèmes  préliminaires  :  but  et  limites  des  tables  trigonomé— 
tric[ues;  relation  de  grandeur,  dans  le  premier  quadrant,  entre  un  arc,  son 
sinus  et  sa  tangente;  limite  du  rapport  dun  arc  à  son  sinus  ou  à  sa  tangente^ 
quand  cet  arc  va  en  diminuant  jusqu'à  zéro;  dans  le  premier  quadrant, 
la  difiërence  entre  un  arc  et  son  sinus  est  moindre  que  le  quart  du  cube  do 
Tare,  et  le  cosinus  d'un  arc  est  compris  entre  Texcès  de  l'unité  sur  la 
moitié  du  carré  de  Tare  et  cet  excès  augmenté  du  seizième  de  la 
quatrième  puissance  de  l'arc;  p.  537. 

Calcul  du  sinus  et  du  cosinus  de  l'arc  de  10";  p.  543. 

Formules  de  Th.  Simpson^  p.  544* 

Points  de  repère,  p.  546. 

Disposition  des  tables  trigonométriques,  p.  55 1. 

Usage  des  tables  trigonométriques,  lorsque  l'arc  donné  ou  cherché  est 
compris  entre  3**  et  87<*  :  un  angle  ou  un  arc  quelconque  étant  donné 
dans  les  limites  indiquées,  trouver  les  logarithmes  de  ses  rapports 
trigonométriques,  application  de  la  règle  des  parties  proportionnelles,  règle 
générale  à  suivre;  étant  donné  le  logarithme  d'un  rapport  trigonométrique, 
trouver  l'angle  ou  l'arc  plus  petit  que  90**  auquel  il  appartient,  règle 
générale  à  suivre;  recherche  de  V approximation  obtenue  dans  Vun  et  Vautre 
cas  ;  un  arc  est  toujours  mieux  déterminé  par  sa  tangente;  p.  555. 

Calculs  relatifs  aux  petits  arcs  :  solution  des  questions  précédentes, 
lorsqu'il  s'agit  d'un  arc  compris  entre  o»  et  3";  p.  563. 

Applications  diverses  :  résoudre  l'équation  a  sinx  +  ^  cosâ?  =  c;  condition 
pour  que  le  produit  des  sinus  de  deux  arcs  dont  la  somme  est  constante 
soit  maximum  ou  minimum  ;  chercher  quel  doit  être  le  rayon  dun  cercle 
pour  que  la  différence  entre  un  arc  de  ce  cercle  de  longueur  déterminée  et  sa 
corde  soit  inférieure  à  une  limite  donnée;  p.  569. 


LIVRE  DEUXIÈME. 

TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

FORMULES   FONDAMENTALES    RELATIVES   A    LA    RÉSOLUTION 
DBS   TRIANGLES    KEGTILIGNES. 

Formules  relatives  aux  triangles  rectangles,  p.  575. 

Formules  relatives  aux  triangles  quelconques  :  trois  groupes  de  formules  ; 
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on  des  trois  groupes  étant  pris  pour  point  de  départ,  les  deux  autres  s'en- 
suivent nécessairement;  parmi  Us  dix  relations  obtenue,  il  n'y  en  a  que 
trois  qui  soient  distinctes;  aire  du  triangle;  p.  677. 


CHAPITRE  II. 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  RECTANGLES. 

Premier  cas,  p.  586;  denzième  cas,  p.  587;  troisiôme  cas,  p.  588;  qua- 
trième cas,  p.  589. 

Formules  de  Yérificatioii,  p.  S90. 

Applications  numériques,  p.  591 

CHAPITRE  III. 

RÉSOLUTION  DBS   TRIANGLES    QUELCONQUES. 

Premier  cas,  p.  59a. 

Deuxième  cas  :  formules  à  employer  ;  procédés  différents  à  adopter,  suivant 
que  les  éléments  donnés  le  sont  directement  ou  par  leurs  logarithmes; 
remarque  relative  au  calcul  direct  du  troisième  côté,  angle  auxiliaire;  p.  593. 

Troisième  cas  :  formules  à  employer,  aire  du  triangle,  rayon  du  cercle 
drconserit,  rayons  des  cercles  inscrit  et  ex-inscrits;  seconde  méthode  de 
résolution  fondée  sur  la  considération  du  rayon  du  cercle  inscrit;  p.  698. 

Quatrième  cas  :  formules  k  employer,  discussion  de  ce  cas  douteux,  conditions 
d'une  double  solution;  remarque  relative  au  calcul  direct  du  troisième 
cété,  angle  auxiliaire;  p.  6o5. 

Formules  de  vérification,  p.  609. 

Applications  numériques,  p.  610. 

CHAPITRE  IV. 

EXERCICES   ET   APPLICATIONS. 

Aire  d'un  quadrilatère  quelconque  en  fonction  de  ses  diagonales  et  de  leur 
angle;  expressions  des  aires  des  polygones  réguliers  de  n  et  de  an  côtés, 
inscrits  et  circonscrits  à  un  cercle  donné,  rapports  de  ces  aires  ;  expression 
de  l'aire  d'un  segment  circulaire;  propriétés  du  quadrilatère  inscriptible ; 
p.  612. 

CHAPITRE  V. 

PRORLÉMBS  DE  TRIGONOMÉTRIE   PRATIQUE. 

iMure  des  hauteurs  :  déterminer  la  hauteur  d'un  édifice,  dont  le  pied 
est  accessible  ou  inaccessible;  déterminer  la  hauteur  d'une  montagne; 
p.  619. 
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Mesure  des  distances  inaccessibles  :  distance  d'un  point  donné  à  un  point 
inaccessible  ;  distance  de  deux  points  inaccessibles  ;  axe  et  rayon  d'ane  tour 
circulaire  dont  le  pied  est  inaccessible;  prolonger  un  alignement  au  delà  d'un 
obstacle  qui  arrête  la  vue  ;  p.  633. 

Problème  de  la  carte,  p.  627. 


LIVRE  TROISIÈME. 

TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

FORMULES   FOnDAHENTALBS   RELATIVES   A   LA   RÉSOLUTION 
DBS   TRIANGLES    SPBÉRIQUBS. 

Formules  renfermant  les  trois  côtés  et  un  angle,  p.  63?. 

Formules  renfermant  les  trois  angles  et  un  côté,  p.  635. 

Formules  renfermant  deux  côtés  et  les  deux  angles  opposés,  p.  636. 

Formules  renfermant  deux  côtés,  l'angle  qu'ils  comprennent  et  l'angle 
opposé  à  l'un  d'eux,  p.  637. 

Formules  spéciales  pour  la  résolution  des  triangles  sphériques  rectan- 
gles :  règle  mnémonique  pour  les  retrouver  y  conséquences  qu'elles  entraînent; 
triangles  sphériques  rectilatères  ;  p.  638. 

CHAPITRE  II. 

RÉSOLUTION   DBS   TRIANGLES   SPHÉRIQUES   RECTANGLES. 

Remarques  préliminaires,  p.  642. 

Premier  cas,  p.  643;  deuxième  cas,  p.  645;  troisième  cas,  p.  646; 
quatrième  cas,  p.  646;  cinquième  cas,  p.  65o;  sixième  cas,  p.  65o. 

Triangle  sphérique  rectangle  d'épreuve,  p.  65^. 

CHAPITRE  m. 

RÉSOLUTION  DBS   TRIANGLES   SPHÉRIQUES   QUELCONQUES. 

Remarques  préliminaires,  p.  653. 

Premier  et  deuxième  cas  :  formules  à  employer,  introduction  de  l'angle 
2A=A-hB-*-C  — 180°,  discussion;  p.  654. 
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Troîfidme  et  quatrième  cas  :  formules  de  Deîambre  et  de  Neper;  intro- 
iaeùon  <t angles  auxiliaires,  interprétation  correspondante;  p.  667. 

Cinquième  et  sixième  cas  :  formules  à  employer,  discussion  de  ces  cas 
douteux,  conditions  d'une  double  solution;  autre  méthode  de  résolution ^ 
introduction  d'angles  auxiliaires,  interprétation  correspondante;  p.  661. 

Triangle  sphérique  quelconque  d'épreuve,  p.  668. 

Fonniiles  relatives  à  Taire  d'un  triangle  sphérique  :  cas  où  Ton  donne 
deux  côtés  et  l'angle  compris  ;  cas  où  l'on  donne  les  trois  côtés,  formule  de 
Lkuilier;  expression  de  l'aire  d'un  triangle  sphérique  en  mètres  carrés, 
expression  de  la  longueur  d'un  côté  d'un  triangle  sphérique  en  mètres; 
transformation  de  ces  expressions  au  point  de  vue  des  applications  giodé' 
siques;  relation  entre  t angle  2^  et  texcis  sphérique  d'un  triangle  sphérique; 
p.  668. 

CHAPITRE  IV. 

EXERCICES   ET    APPLICATIONS. 

Ssyons  sphériques  du  cercle  circonscrit  et  des  cercles  inscrit  et 
ex-inscrits  à  un  triangle  sphérique,  p.  673. 

Tdhime  d'un  parallélipipède  oblique  en  fonction  de  ses  arêtes  et  des 
angles  qn^elles  font  entre  elles,  p.  678. 
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ERRATA. 


Page  aJD,  ligne  i8,  ajoutez  (après  la  génératrice  de  contact^)  plan  qui  est  un 
pian  méridien  de  la  surface; 

Page  326,  rétablissez,  dans  la  figure  33o,  la  lettre  A. 

Page  3^*7,  ajoutez  (après  la  ligne  9)  :  ces  deux  arcs  tangents  AB,  AB',  sont 
éTidemment  égaux  entre  eux  et  également  inclinés  sur  l'arc  AP,  en  vertu  de 
l'égalité  des  deux  triangles  rectangles  ABP,  A  B'P  (554).  On  voit  donc  que, 
sur  la  sphère  (et  c'est  une  nouvelle  analogie  avec  la  Géométrie  plane),  les 
arcs  de  grand  cercle  tangents  menés  d'un  même  point  à  un  même  petit  cercle 
sont  és^aux  entre  eux  et  également  inclinés  sur  l'are  de  grand  cercle  déter- 
miné par  le  point  donné  et  le  pôle  du  petit  cercle. 

ERRATA  DU  TOME  PREMIER. 

Page  193,  ligne  24,  au  lieu  des  numéros  235,  237,  lisez  :  258,  259. 

Page  437,  ligne  30,  au  lieu  de  une  série,  lisez  deux  séries. 

Page  472»  ligne  9,  après  termes  entiers,  ajoutez  et  rationnels. 

Page  489*  ligne  24,  après  la  plus  grande  des  deux,  aj'outez  en  valeur  absolue. 

Page  493,  ligne  16,  au  lieu  de  —  -rj  lisez  (dans  le  second   membre  de  Téga- 

0 

a 
Page  533,  ligne  23,  au  lieu  de  problème,  lisez  système. 

Page  559,  ligne  5,  au  lieu  de  sin  x  =  -  »  lisez  sinx  =  -  • 

Page  609,  ligne  4t  après  constante,  ajoutez  et  positive. 

Page  681,  ligne  7  (avant-dernier  terme  du  développement),  au  lieu  de  [C —  6), 

Usez  (i  H-6). 
Page  727,  exercice  187,  au  lieu  de  est  égale  au  carré   de  la  somme  de   leurs 

carrés,  lisez  est  égale  au  carré  de  leur  somme. 


GÉOMÉTRIE. 


COURS 

DE  MATHÉMATIQUES. 

GÉOMÉTRIE. 


GEOMETRIE   PLANE. 


INTRODUCTION. 

1.  En  commençant  la  Géométrie,  on  quitte  le  domaine  de 
rabstraciîon  et  Ton  doit  s'appuyer  sur  des  notions  dont  Tori- 
gioe  est  absolument  expérimentale.  C'est  en  oubliant  cette 
nécessité  qu'on  a  été  quelquefois  conduit  à  compliquer  le 
détail  des  démonstrations  au  delà  de  toute  utilité  réelle.  La 
rigueur  du  raisonnement  est  essentielle,  mais  seulement 
dans  les  limites  qui  sont  imposées  à  l'esprit  humain  par  la 
natare  même  des  choses.  Nous  croyons  donc  qu'il  importe^de 
savoir  accepter  franchement,  au  début  d'une  Science,  les  vé- 
rités primordiales  ou  les  idées  intuitives  qui  lui  servent  de 
fondement,  et  qu'il  ne  faut  pas  s'efforcer  d'en  diminuer  le 
nombre  à  l'aide  de  déductions  péniblement  échafaudées.  C'est 
ce  point  de  vue  qui  nous  guidera  dans  l'étude  des  premiers 
principes  géométriques. 

2.  Le  milieu  dans  lequel  nous  sommes  plongés  et  où  la 
Terre  se  meut  avec  les  autres  corps  célestes  a  reçu  le  nom 
d'&poce. 

£q  examinant  les  corps  matériels  qui  nous  environnent, 

D»  C.  —  Cours,  II.  I 


a  GÉOMÉTEIE. 

nous  nous  familiarisons  avec  les  idées  de  situation,  de  forme, 
d'étendue. 

On  appelle  volume  d'un  corps  retendue  du  lieu  qu'il  occupe 
dans  l'espace  supposé  indéfini. 

La  Géométrie  fait  abstraction  de  toutes  les  autres  propriétés 
des  corps  :  elle  ne  considère  que  leur  étendue.  Ils  n'ont  plus 
ni  impénétrabilité,  ni  porosité,  ni  élasticité^  ni  pesanteur,  etc. 
Admettons  que  l'on  puisse  plonger  les  corps  dans  une  atmo- 
sphère assez  dense  pour  en  conserver  l'empreinte  :  la  Géo- 
métrie ne  raisonne  que  sur  cette  empreinte,  à  laquelle  elle 
suppose  une  continuité  et  une  régularité  que  le  corps  corres- 
pondant est,  en  général,  bien  loin  de  présenter.  C'est  ainsi 
qu'une  perfection  idéale  est  toujours  imposée  d'abord,  comme 
moyen  de  simplification,  aux  sujets  de  nos  investigations. 

3.  Pour  fixer  les  idées,  considérons  un  parallélipipède  rec- 
tangle (un  livre  quelconque  a  une  pareille  forme).  Si  sa  Aa£^- 
/ewr  devient  très  petite,  de  manière  à  pouvoir  être  négligée  à 
côté  des  deux  autres  dimensions,  on  passe,  lorsque  la  hauteur 
est  devenue  aussi  petite  qu'on  peut  le  supposer,  de  l'idée  de 
volume  à  l'idée  de  surface. 

On  voit  que  les  volumes  des  corps  sont  séparés  de  l'espace 
environnant  par  des  surfaces. 

De  même,  si  Ton  considère  un  rectangle,  et  si  l'on  suppose 
que  sa  base  devienne  très  petite,  de  manière  à  pouvoir  être 
négligée  à  côté  de  sa  hauteur,  on  passe,  lorsque  la  base  est 
devenue  aussi  petite  qu'on  peut  le  supposer,  de  l'idée  de  sur- 
face à  l'idée  de  ligne. 

On  voit  que  les  surfaces  sont  limitées  par  les  lignes,  comme 
les  volumes  le  sont  par  les  surfaces. 

Enfin,  étant  donnée  une  ligne  quelconque,  si  sa  longueur 
diminue  de  manière  à  devenir  plus  petite  que  tout  ce  qu'on 
voudra,  on  passe  de  l'idée  de  ligne  à  l'idée  de  point.  Un  point 
indique  seulement  une  position  dans  l'espace. 

La  génération  des  éléments  géométriques  a  lieu  en  sens  in- 
verse. Le  point,  dans  son  mouvement,  trace  ou  engendre  une 
ligne;  la  ligne,  dans  son  mouvement,  engendre  une  surface; 
la  surface,  dans  son  mouvement,  engendre  un  volume. 

Deux  lignes  se  coc^p^n^  suivant  un  point,  deux  surfaces  sui- 
vant une  ligne;  deux  volumes  se  coupent  ou  se  pénètrent  sui- 
vant  une  surface. 
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4.  La  plus  simple  de  toutes  les  lignes  est  la  ligne  droite, 
dont  tout  le  inonde  a  le  sentiment.  Elle  est  décrite  par  un 
point  quif  dans  son  mouvement,  tend  constamment  vers  un 
seul  et  même  point  ou  conserve  la  même  direction. 

11  en  résulte  immédiatement  que  deux  points  suffisent  pour 
déterminer  une    droite;  ^. 

Fig.  I. 

dès  lors,  deux  droites  AB 

et  CD   (^g.  i)   qui  ont     c  a  b"         ^d" 

deux    points    communs 

coïncident  dans  toute  leur  étendue,   c'est-à-dire  quelque 

loin  qu'on  les  suppose  prolongées  vers  la  droite  ou  vers  la 

gauche. 

Une  ligne  brisée  est  décrite  par  un  point  qui,  dans  son  mou- 
vement, change  de  temps  en 
temps  de  direction.  Ce  point 
décrit  alors  [Jig.  a)  des  por- 
tions de  lignes  droites  AB,  BC, 
CD,  dont  les  directions  varient 
etqul  ont  pour  points  communs 
successifs  les  points  B,  C,  où  le  changement  de  direction 
s'opère. 

Une  ligne  courbe  est  décrite  par  un  point  qui,  dans  son  mou- 
vement, change  à  chaque  instant  de  direction.  Onpeut  la  regar- 
der alors  comme  une  ligne  brisée  composée  d'une  infinité  d'élé- 
ments rectilignes  infiniment  petits 
(  fig*  ^)-  ^^  <^l^^  définition  est  im- 
portante en  ce  qu'elle  permet  d'é- 
lendre  immédiatement,  avec  Lbib- 
ffm,  toutes  les  propriétés  des  lignes  brisées  aux  lignes  courbes, 
lorsque  ces  propriétés  ne  dépendent  ni  de  la  grandeur  ni  du 
nombre  des  côtés  de  la  ligne  brisée. 

5.  EoGUDB,  dans  ses  Éléments  (285  avant  J.-C.),  définit  la 
ligne  droite  de  la  manière  suivante  : 

La  ligne  droite  est  celle  qui  est  également  placée  entre  ses 
points. 

Cette  définition  a  donné  lieu  à  des  interprétations  diverses. 
Nous  pensons  qu'elle  s'accorde  avec  la  définition  que  nous 
venons  d'adopter  (&>).  Être  placée  également  entre  ses  points, 
n'est-ce  pas,  pour  une  ligne,  ne  dévier  d'aucun  côté  par  rap- 
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porl  à  ses  différentes  pariies?  n'est-ce  pas,  par  conséquent, 
conserver  dans  son  cours  une  direction  invariable? 

Quoi  qu'il  en  soit,  une  pratique  constante  associe  indissolu- 
blement dans  notre  esprit  l'idée  de  droite  ou  d'alignement  et 
l'idée  d'une  direction  unique. 

6.  On  entend  par  surface  plane  ou  plan  une  surface  telle^ 
que,  dès  qu'une  ligne  droite  jr  a  deux  points,  elle  y  est  con- 
tenue tout  entière.  Nous  prouverons  plus  loin  que  deux  plans 
coïncident  dès  qu'ils  ont  trois  points  communs  non  en  ligne 
droite. 

La  définition  précédente  signifie  que  deux  points  quel- 
conques de  la  surface  déterminent  une  direction  qu'on  peut 
suivre  indéfiniment  sans  sortir  de  la  surface.  Le  plan  est  donc, 
en  quelque  sorte,  pour  les  autres  surfaces,  ce  que  la  ligne  droite 
est  pour  les  autres  lignes,  et  tout  le  monde  en  a  le  sentiment. 

On  divise  la  Géométrie  en  Géométrie  plane  et  en  Géo- 
métrie dans  l'espace.  La  Géométrie  plane  traite  des  figures 
qu'on  peut  tracer  sur  un  plan;  la  Géométrie  dans  l'espace 
traite  des  figures  dont  les  éléments  sont  disposés  d'une  ma- 
nière quelconque. 

7.  Deux  figures  qui  peuvent  se  superposer  ou  pénétrer  exac- 
tement l'une  dans  l'autre,  c'est-à-dire  deux  figures  qui  peuvent 
coïncider,  sont  dites  égales. 

Deux  longueurs  qui  renferment  le  même  nombre  d'unités 
de  longueur,  deux  surfaces  qui  renferment  le  même  nombre 
d'unités  superficielles,  deux  volumes  qui  renferment  le  même 
nombre  d'unités  de  volume,  sans  que  leur  coïncidence  soit 
possible,  sont  dits  équivalents. 

8.  Le  but  de  la  Géométrie  est  la  mesure  de  r étendue.  Mais 
il  est  utile  de  préciser  et  d'étendre  cette  définition. 

On  ne  peut  mesurer  directement  que  les  lignes  droites,  en 
portant  sur  celles  que  l'on  considère  l'unité  de  longueur  et  ses 
subdivisions.  Et  encore  cette  mesure  directe  n'est  pas  possible 
dans  un  très  grand  nombre  de  cas  (distance  d'un  point  à  un 
point  inaccessible,  distance  de  deux  points  inaccessibles,  etc.). 
On  ne  peut  pas  mesurer  directement  les  lignes  courbes.  Il  en 
est  de  même  pour  les  surfaces  et  les  volumes:  on  ramène  leur 
évaluation  à  celle  de  certaines  lignes  droites  qui  ont  une  liaison 
déterminée  avec  la  surface  ou  le  volume  considéré. 
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Si  Ton  veut  donner  une  idée  juste  de  la  Géométrie,  il  faut 
donc  dire  que  la  Géométrie  a  pour  but  de  mesurer  l'étendue, 
en  ramenant  toutes  les  mesures  quelconques  à  la  mesure  di- 
recte de  certaines  lignes  droites  choisies  convenablement  dans 
chaque  cas.  Toutes  les  propriétés  démontrées  successivement 
dansuD  Traité  de  Géométrie  concourent  au  but  que  nous  in- 
diquons. 

Mais  cette  définition,  suffisante  lorsqu'on  se  borne  à  écrire 
un  Traité  élémentaire,  est  beaucoup  trop  restreinte  si  Ton  veut 
envisager  la  science  dans  son  véritable  ensemble. 

a  La  Géométrie,  comme  le  dit  très  bien  M.  Duhamel,  com- 
prend tous  les  rapports  résultant  de  la  nature  de  détendue.  La 
mesure  des  grandeurs  comprend  quelques-uns  de  ces  rap- 
ports, mais  il  en  est  une  infinité  d'autres  qui  n'y  ont  pas  trait 
directement  («-.  » 

9.  Toute  proposition  consiste  dans  une  hypothèse  et  une 
conclusion  qui  en  découle.  La  démonstration  de  la  proposition 
est  la  suite  des  raisonnements  qu'il  faut  faire  pour  passer  de 
l'hypothèse  à  la  conclusion,  en  s'appuyant  sur  des  vérités  évi- 
dentes ou  déjà  démontrées. 

Une  proposition  étant  donnée,  si  l'on  adopte  à  la  fois  une 
hypothèse  contraire  et  une  conclusion  contraire,  on  énonce  la 
proposition  contraire.  On  énonce  la  proposition  réciproque 
en  prenant  la  conclusion  de  la  proposition  directe  pour  hypo- 
thèse et  son  hypothèse  pour  conclusion. 

La  proposition  contraire  et  la  proposition  réciproque  sont 
souvent  fausses,  parce  que  la  conclusion  de  la  proposition 
directe  peut  répondre  à  un  plus  grand  nombre  de  cas  que 
l'hypothèse. 


{')  Ils  pourront  s'y  adapter  plus  tard,  ils  pourront  aussi  servir  dans  les 
Applications  de  la  Géométrie  à  d'autres  Sciences.  «  Il  ne  faut  donc,  ajoute 
M.  Duhamel,  négliger  aucnne  vérité  intéressante  par  elle-même,  indépendam- 
ment de  toute  utilité  pratique.  Outre  le  plaisir  que  l'on  éprouve  toujours  à 
apprendre  quelque  chose  de  nouveau,  il  y  a  l'avantage  incontestable  d'ac> 
croître  ses  facultés  intellectuelles  par  l'usage  bien  dirigé  qu'on  en  fait;  et  si 
Ion  pouvait  suivre  l'action  de  toutes  les  influences  sur  le  développement  de 
l'esprit,  on  reconnaîtrait  souvent  la  part  que  les  méditations  de  la  Science 
lUtraite  pourraient  revendiquer  dans  le  talent  du  penseur,  de  l'orateur  ou 
de  l'écrivain.  »  (J.-M.-C.  Dchàmel,  Des  Méthodes  dans  les  Sciences  de  Rai- 
mnementy  a*  Partie,  p.  3o8.) 
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10.  Le  mol  axiome  signifie  une  proposition  évidente  par 
elle-même.  Un  théorème  est  une  proposition  qui  doit  être 
démontrée.  Le  mol  problème  s'explique  de  lui-même.  Un 
lemme  est  une  proposition  préliminaire  facilitant  la  démons- 
tration d'un  théorème.  Un  corollaire  est  une  conséquence 
immédiate  d'un  théorème.  Le  scolie  est  une  remarque  sur  un 
ou  plusieurs  théorèmes. 


LIVRE  PREMIER. 

LES  LIGNES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

LA  LIGNE  DROITE. 


I.  —  Mesure  et  rapport  des  lignes  droites. 

11.  Nous  savons  par  TArllhinélique  ce  qu'on  doit  entendre 
par  le  mol  unité  et  ce  que  c'esl  que  mesurer  une  grandeur. 

Mesurer  la  grandeur  dUine  ligne  droite,  c'est  la  comparer  à 
une  autre  droite  prise  pour  unité. 

Si  la  droite  qu'on  veut  mesurer  surpasse  le  mètre,  on  porte 
le  mètre  sur  sa  direction  autant  de  fois  que  possible  ;  suppo- 
sons qu'il  y  soit  contenu  5  fois,  plus  un  reste  inférieur  au 
raèire.  On  cherche  combien  ce  reste  contient  de  décimètres; 
supposons  qu'il  en  contienne  5,  plus  un  reste  inférieur  au 
décimètre.  On  mesure  ce  nouveau  reste  à  l'aide  du  centi- 
mètre, et,  s'il  en  contient  exactement  9,  on  dit  que  la  droite 
considérée  a  une  longueur  de  5",59. 

Si  la  droite  donnée  est  plus  petite  que  le  mètre,  on  em- 
ploie immédiatement  comme  unité  le  décimètre  ou  le  centi- 
mètre, etc. 

Pour  comparer  deux  grandeurs,  il  faut  former  le  rapport  des 
nombres  qui  les  représentent  :  il  faut  donc  chercher  d'abord 
si  ces  grandeurs  contiennent  exactement  une. même  unité,  si 
elles  ont  une  commune  mesure. 

Deux  lignes  droites  étant  données,  on  trouve  leur  plus 
grande  commune  mesure  en  opérant  sur  ces  droites  absolu- 
ment comme  on  opère  sur  deux  nombres  pour  trouver  leur 
plus  grand  commun  diviseur.  On  porte  donc  la  plus  petite 
droite  sur  la  plus  grande  autant  de  fois  que  possible,  le  reste 
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obtenu  sur  la  plus  petite  droite,  le  second  reste  sur  le  pre- 
mier, etc.  L'opération  est  terminée  lorsqu'on  arrive  à  un  reste 
contenu  exactement  dans  le  reste  précédent.  Ce  dernier  reste 
est  la  plus  grande  commune  mesure  cherchée. 

Désignons,  par  exemple,  par  A  et  B  les  deux  droites  données, 
par  R,  R',  R'^,  les  restes  successivement  trouvés.  Supposons 
que  les  résultats  des  opérations  soient  représentés  par  les 
égalités  suivantes  : 

A=r3B-f-R,     B  =  5R  +  R',    R=2R'-f-R%    R'  =  7R^ 

On  en  déduit  facilement 

R=i5R",     B=:8?.R",     A  =  26IR^ 

On  en  conclut  donc,  pour  le  rapport  de  A  à  B, 

A  _  261 R^^  _  261 
B  ""  82R''  ~  82  ' 

On  peut  remarquer  que  l'expression  fractionnaire  obtenue 
doit  être  irréductible.  Si  261  et  82  admettaient,  par  exemple, 
le  facteur  commun  5,  A  et  B  seraient  divisibles  par  SR'';  R''  ne 
serait  donc  plus  leur  plus  grande  commune  mesure. 

Il  peut  se  faire  que  les  deux  droites  considérées  n'aient  pas 
de  commune  mesure,  qu'elles  soient  incommensurables.  En 
cherchant  leur  plus  grande  commune  mesure,  on  n'arrive  alors 
jamais  à  un  reste  nul,  du  moins  théoriquement;  car  les  restes 
successifs,  formant  une  suite  décroissante,  finissent  bientôt, 
en  vertu  de  leur  petitesse,  par  échapper  à  tous  nos  moyens 
d'appréciation. 

On  peut  néanmoins  trouver  le  rapport  incommensurable  de 
deux  droites  données,  avec  telle  approximation  qu'on  veut. 
Supposons  que  les  droites  A  et  B  n'aient  pas  de  commune  me- 
sure et  qu'on  demande  l'expression  de  leur  rapport  à  0,001 
près.  On  divisera  B  en  1000  parties  égales:  nous  désignerons 
l'une  de  ces  parties  par  a.  On  portera  a  sur  A  autant  de  fois 
que  possible  :  supposons  que  A  tombe  entre  7816^  et  7816/z. 

T  A         ,  ,  ..  78i5a       7816a 

Le  rapport  ^  tombera  évidemment  entre et > 

'         B  loooa        loooa 

c'esi-à-dire  entre  7, 81 5  et  7,816  :  le  premier  nombre  repré- 
sentera le  rapport  cherché  à  0,001  près  par  défaut,  le  second 
à  0,001  près  par  excès. 

12.  Quand  on  prend  un  point  sur  une  droite,  on  peut  con- 
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sidérer  sur  la  droite  deux  côtés  différents  par  rapport  à  ce 
point  :  c'est  ce  qu'on  entend  par  les  sens  ou  les  directions  op^ 
posées  de  la  droite  en  ce  point.  Par  exemple,  un  observateur 
placé  au  point  A  de  la  droite  CB  (  fig.  i  )  peut  distinguer  le  sens 
ou  la  direction  de  droite  AB,  le  sens  ou  la  direction  de 
gauche  AC. 

Il  est  commode  d'appeler  segment  {de  droite)  une  portion 
de  droite  limitée  par  deux  points  déterminés.  Si  ces  deux 
points  sont  A  et  B  {Jig.  i),  on  doit  regarder  les  deux  segments 
AB  et  BA  comme  étant  égaux  en  valeur  absolue,  mais  de  sens 
ou  de  signes  contraires. 

Pour  ajouter  effectivement  plusieurs  portions  de  droites,  on 
les  porte  à  la  suite  les  unes  des  autres,  sur  une  droite  indé- 
Gnie,  de  manière  qu'elles  se  succèdent  bout  à  bout  dans  le 
même  sens.  Leur  somme  est  représentée  par  la  longueur 
comprise  entre  le  point  de  départ  du  premier  segment  et  le 
point  d'arrivée  du  dernier. 

Pour  retrancher  effectivement  deux  portionsde  droites  Tune 
de  l'autre,  on  les  porte  bout  à  bout  sur  une  droite  indéfinie, 
mais  en  leur  donnant  des  sens  contraires.  Si  ces  deux  portions 
de  droites  sont  représentées,  par  exemple,  par  AD  et  BD  en 
valeur  absolue  {Jig.  i],  on  porte  AD  sur  la  droite  indéfinie,  à 
partir  du  point  A  et  à  droite  de  ce  point;  puis  on  compte  BD 
à  partir  du  point  D,  mais  à  gauche  de  ce  point.  Le  segment 
AB  représente  alors  la  différence  AD—  BD. 

IL  —  Des  angles. 

13.  Lorsque  deux  droites  AB  et  AC  partent  d'un  même  point 
A  en  suivant  des  directions  différentes,  elles 
forment  un  angle  {Jig.  ^).Le  point  A  est  le  ^*^*  ^' 

sommet  de  l'angle;  les  droites  AB  et  AC, 
prolongées  aussi  loin  qu'on  voudra,  en  sont 
les  c^/^5. 

Pour  avoir  une  idée  exacte  de  la  grandeur  î^ 

d'an  angle,  il  faut  supposer  que  le  côté  AB, 
par  exemple,  était  d'abord  couché  sur  le  côté  AC,  puis  qu'il 
s'en  est  éloigné  en  tournant  autour  du  sommet  A,  pour  venir 
prendre  la  position  qu'il  occupe.  L'amplitude  de  ce  mou- 
vement de  rotation  correspond  à  la  grandeur  de  l'angle. 

On  désigne  un  angle  par  la  lettre  placée  à  son  sommet  :  on 
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dit  l'angle  À.  Lorsque  plusieurs  angles  ont  même  sommet, 
on  les  dislingue  en  lisant  en  outre  deux  lettres  placées  sur 
leurs  côlés  ;  on  a  soin  d'énoncer  au  milieu  la  lettre  du  sommet  : 
on  dit  l'angle  BAC. 

14.  Deux  angles  sont  adjacents  lorsque,  ayant  un  sommet 
commun  et  un  côté  commun,  les  côtés  non  communs  sont 
situés  de  part  et  d'autre  du  côté  commun.  Les  angles  BAC,  CAD 
[Jig.  5),  sont  adjacents. 

Lorsque  deux  droites  se  coupent,  elles  forment  deux  angles 
adjacents  :  lorsque  ces  angles  adjacents  sont  égaux,  la  première 
droile  esi  dite  perpendiculaire  sur  la  seconde;  elle  est  dite 

Fig.  6.  '  Fig.  7. 


A 


/E 


oblique  dans  le  cas  contraire.  La  droile  AB  {Jig,  6)  est  per- 
pendiculaire sur  la  droite  CD,  parce  que  les  angles  adjacents 
CBA,  DBA,  sont  égaux.  La  droite  EF  (Jig,  7)  est  oblique  sur 
la  droile  GH,  parce  que  les  angles  adjacents  GFE,  HFE,  sont 
inégaux.  Le  point  B  est  \e  pied  de  la  perpendiculaire,  le  point 
F  est  le  pied  de  l'oblique. 

Les  angles  adjacents  égaux  CBA,  DBA,  sont  appelés  droits. 
Un  angle  droit  est  un  angle  dont  l'un  des  côtés  est  perpendi- 
culaire sur  l'autre. 

Pour  ajouier  deux  angles,  on  transporte  le  seconda  la  suite 
du  premier,  de  manière  à  former  deux  angles  adjacents  :  l'angle 
des  côtés  non  communs  est  la  somme  des  angles  proposés. 
La  soustraction  de  deux  angles  s'opère  d'une  manière  ana- 
logue. 

THÉORÈME. 

15.  Par  un  point  pris  sur  une  droite^  on  peut  toujours  lui 
élever  une  perpendiculaire,  mais  une  seule  [fig^  8). 

Par  le  point  A  de  la  droile  DB,  menons  une  droite  quel- 
conque AE.  Si  les  angles  BAE,  DAE,  sont  égaux,  AE  sera  per- 
pendiculaire sur  DB.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  supposons  que 
BAE  soit  le  plus  petit  des  deux  angles.  Faisons  alors  tourner 
la  ligne  AE  autour  du  point  A  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  coin- 


GÉOMÉTILIB.  I  I 

cideravec  AD.  Dans  ce  mouvement,  Tangle  BA£  croit  d'une 
manière  continue,  tandis  que  l'angle  DAE  décroît  d'une  ma- 
nière continue  jusqu'à  devenir  nul.  L'angle  BAE,  d'abord  plus 
petit  que  l'angle  DAE,  doit  donc  devenir  Fîg,  g, 

plus  grand,  comme  l'indique  la  seconde  c 

position  AF  de  AE,  marquée  sur  la  figure.     K^  y\ 

H  y  a  donc  nécessairement  un  instant,  et  \, 

cet  instant  est  unique,  où  les  deux  angles    ^5 

sont  égaux.  Avant  cet  instant,  ils  n'étaient 
pas  encore  égaux;  après,  ils  ne  le  sont  plus.  Si  l'on  suppose 
que  AE  occupe  la  position  AC  lorsque  les  deux  angles  adja- 
cents sont  égaux,  on  voit  que  AC  est  la  seule  perpendiculaire 
qu'on  puisse  élever  au  point  A  sur  DB. 

COROLLAIRES. 

16.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux, sdius  quoi  l'on  pour- 
rait mener  deux  perpendiculaires  en  un  même  point  d'une 
même  droite.  L'angle  droit  est  donc  un  type  invariable  auquel 
on  peut  comparer  ou  rapporter  les  autres  angles. 

Un  angle  aigu  est  un  angle  plus  petit  qu'un  angle  droit,  un 
angle  obtus  est  un  angle  plus  grand  qu'un  angle  droit  : 
l'angle  DAF  est  aigu,  l'angle  BAF  est  obtus. 

17.  Lorsque  la  somme  de  deux  angles  est  égale  à  un  angle 
droit,  ces  angles  sont  appelés  complémentaires  ;  lorsque  la 
somme  de  deux  angles  est  égale  à  deux  angles  droits,  ces 
angles  sont  appelés  supplémentaires. 

Les  angles  adjacents  formés  par  deux  droites  qui  se  coupent 
sont  supplémentaires  (Jig,  9). 

Soient  les  angles  BDE,  EDA.  Élevons  au  point  D  la  perpen- 
diculaire DC  sur  AB.  L'angle  aigu  BDE  est  p. 
inférieur  à  un  angle  droit  de  l'angle  CDE;  ^ 
Tangle  obtus  ADE  est  supérieur  à  un  angle 
droit  du  même  angle  CDE.  La  somme  des 
angles  BDE,  ADE,  est  donc  égale  à  deux     -^ — 
angles  droits. 

H  résulte  de  cette  démonstration  que  la 
tomme  de  tous  les  angles  qu'on  peut  former 
autour  d'un  même  point  D  et  au-dessus  d'une  même  droite 
\B  est  toujours  égale  à  deux  angles  droits. 
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18.  Lorsque  deux  droites  qui  se  coupent  sont  prolongées 
toutes  deux  au  delà  du  point  d'intersection,  elles  forment 
quatre  angles  :  c'est  ce  que  montre  la  figure  lorsque  l'on  consi- 
dère les  droites  AB  et  CF.  Ce  qui  précède  prouve  alors  que, 
l'un  de  ces  quatre  angles  étant  droit,  les  trois  autres  le  sont. 
Par  conséquent,  si  CD  est  perpendiculaire  sur  AB,  AB  l*est  à 
son  tour  sur  CD. 

La  somme  de  tous  les  angles  qu'on  peut  former  autour  d'un 
même  point  est  égale  à  quatre  angles  droits.  On  n'a,  pour  s'en 
assurer,  qu'à  mener  par  le  point  donné  deux  droites  perpen- 
diculaires entre  elles  et  indéflniment  prolongées. 

19.  Lorsque  deux  angles  adjacents  sont  supplémentaires, 
leurs  côtés  extérieurs,  c'est-à-dire  leurs  côtés  non  communs, 
sont  en  ligne  droite.  Cette  réciproque  de  la  proposition  du 
n""  17  est  évidente.  Si  les  deux  angles  ADE,  EDB  [fig.  g),  sont 
supplémentaires,  les  côtés  AD  etDB  sont  en  ligne  droite;  car 
le  prolongement  de  AD  détermine  précisément  le  supplément 
de  l'angle  ADE. 

20.  La  bissectrice  d'un  angle  est  la  ligne  qui,  menée  par  le 
sommet  de  cet  angle,  le  partage  en  deux  angles  égaux. 

Les  bissectrices  de  deux  angles  adjacents  supplémentaires 

sont  à  angle  droit  [fig.  lo).  Soient  les  deux 

^  '  '°"  angles  supplémentaires  ACD,  DCB;  soient 

b       CF  et  CE  les  bissectrices  de  ces  angles. 

B      L'angle  FCD  est  la  moitié  de  l'angle  ACD, 

l'angle  DCE  est  la  moitié  de  l'angle  DCB. 

L'angle  FCE  sera   donc  la  moitié  de    la 

somme  des  angles  ACD  et  DCB  ou  la  moitié  de  deux  angles 

droits. 

THÉORÈME. 

21.  Par  un  point  0  pris  hors  d'une  droite  AB,  on  peut  tou- 
jours abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite,  mais  une 
seule  [fig.  Il), 

Plions  la  figure  autour  de  AB,  le  point  0  viendra  en  0'.  Re- 
mettons la  figure  dans  sa  première  position,  et  joignons  les 
points  0  et  0'  à  un  point  quelconque  C  de  la  droite  AB.  Les 
angles  adjacents  OCB,0'CB,  seront  toujours  ^graw^c,  puisqu'un 
nouveau  rabattement  de  la  figure  autour  de  AB  les  fera  évi- 
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demment  coïncider  (7).  Or,  pour  que  la  droite  OC  soit  per- 
pendiculaire sur  AB,  il  suffit  que  Tangle 
OCfi  soit  droite  c'est-à-dire  que  la  somme 
des  deux  angles  adjacents  égaux  OCB, 
(KCB,  soit  égale  à  deux  angles  droils, 
condition  qui  exige  que  les  côtés  ex- 
térieurs OC  et  O'C  soient  en  ligne 
droite  (19).  Deux  points  déterminant 
une  droite  (4),  la  droite  00'  est  donc  perpendiculaire  à  AB, 
et  c'est  la  seule  qu'on  puisse  mener  du  point  0  sur  AB. 

THÉORÈME. 

22.  Les  angles  opposés  par  le  sommet  sont  égaux. 

Deux  angles  opposés  par  le  sommet  sont  tels,  que  les  côtés 
de  l'un  sont  les  prolongements  des  p.    ^^ 

côtés  de  l'autre. 

Soient  les  deux    droites  BD,    EF 
(/g.  12)  :  les  angles  BAE,  FAD,  sont 
égaux.  En  effet,  ces  deux  angles  ont 
jyour  supplément  le  même  angle  DAE.  On  prouverait  de  même 
que  les  angles  DAE,  FAB,  sont  égaux. 

23.  Réciproquement,  5/  les  angles  BAE,  FAD,  sont  égaux, 
ainsi  que  les  angles  DAE,  FAB,  les  trois  points  B,  A,  D,  sont 
en  ligne  droite,  ainsi  que  les  trois  points  F,  A,  E.  En  effet,  la 
somme  des  angles  formés  autour  du  point  A  étant  toujours 
égale  à  quatre  droits  (18),  la  somme  des  angles  BAE  et  DAE, 
qui  est  la  moitié  de  la  somme  des  angles  considérés,  sera 
égale  à  deux  angles  droits;  ces  angles  étant  adjacents,  leurs 
côtés  extérieurs  BA  et  AD  seront  en  ligne  droite  (19).  On  dé- 
montre de  même  que  FAE  est  une  seule  et  même  ligne  droite. 

II  est  évident  que,  si  deux  angles  égaux  sont  dans  la  posi- 
tion d'opposés  par  le  sommet,  et  que  deux  de  leurs  côtés  soient 
en  ligne  droite,  les  deux  autres  côtés  sont  aussi  en  prolonge- 
ment. 

Il  en  résulte  que  les  bissectrices  des  angles  opposés  par  le  som- 
met sont  en  prolongement  l'une  de  Vautre,  Si  l'on  considère 
deux  droites  formant  quatre  angles  deux  à  deux  opposés  par  le 
sommet,  les  quatre  bissectrices  correspondantes  forment  donc 
deux  droites,  d'ailleurs  perpendiculaires  l'une  sur  l'autre  (20). 
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III.  —  Des  triangles. 

2ï.  On  appelle  triangle  la  6gure  formée  par  trois  droites  qui 
se  coupent  deux  à  deux.  Les  portions  ainsi  limitées  de  ces 
droites  sont  les  côtés  du  triangle,  les  angles  qu'elles  déter- 
minent deux  à  deux  sont  les  angles  du  triangle,  leurs  points 
d'intersection  en  sont  les  sommets. 

Un  triangle  est  isocèle  quand  il  a  deux  côtés  égaux.  La  hase 
d'un  triangle  isocèle  est  le  côté  qui  n'a  pas  d'égal;  le  sommei 
opposé  est  spécialement  le  sommet  du  triangle.  La  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  sur  la  base  (21)  est  la  hauteur  du 
triangle  isocèle. 

Un  triangle  est  équilatéral  quand  il  a  ses  trois  côtés  égaux; 
il  est  équiangle  quand  il  a  ses  trois  angles  égaux. 

Un  triangle  est  rectangle  quand  l'un  de  ses  angles  est  droit  ; 
le  côté  opposé  à  l'angle  droit  est  V hypoténuse  du  triangle. 

THÉORÈME. 

25.  Dans  un  triangle  isocèle^  les  angles  opposés  aux  côtés 
égaux  sont  égaux  [fi g.  i3). 

Soit  le  triangle  isocèle  ABC.  On  a,  par  hypothèse,  AC  =  BC, 
et  il  faut  démontrer  que  l'angle  A  est  égal  à  l'angle  B. 

Pour  cela,  considérons  un  second  triangle  A'B'C,  repro- 
duction  exacte  du  premier,  et  transportons-le  sur  le  triangle 
pj    ,3  ABC  en  le  renversant  de  manière 

que  G  tombe  en  C  et  B'  en  A  : 
celte  coïncidence  est  possible, 
puisqu'on  a  AC  =  BC  =  B'C 
Les  deux  angles  C  et  C  étant 

identiques,  le  côté  C'A'  prendra 

®  ^'  *'    alors  la  direction  CB,  et,  comme 

C'A'=:CA  =  CB,  le  point  A'  tombera  en  B.  Par  suite,  les 
deux  triangles  comparés  coïncident  comme  ayant  mêmes  som- 
mets (4-),  et,  l'angle  B',  égal  à  l'angle  B,  coïncidant  avec 
l'angle  A,  les  angles  A  et  B  sont  égaux. 

26.  Réciproquement,  si  deux  angles  d'un  triangle  sont 
égaux,  les  côtés  opposés  sont  égaux  et  le  triangle  est  isocèle 

[fig-  i3). 
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Dans  le  triangle  ABC,  on  a,  par  hypothèse,  angle  A  =  angle  B, 
et  il  faut  démontrer  que  AC  =  BC. 

Cette  fois,  nous  transporterons  le  triangle  auxiliaire  A'B'C 
sur  le  triangle  ABC,  en  le  renversant  de  manière  queB'  tombe 
en  A  et  A'  en  B.  On  aura  soin  d'ailleurs  de  faire  tomber  les 
deux  triangles  d'un  même  côté  par  rapport  au  côté  rendu 
commun  AB.  Puisqu'on  a  angle  A  =  angleB  =  angleB^  le  côté 
B'C  prendra  alors  la  direction  du  côlé  AC,  et  le  point  C  tom- 
bera quelque  part  sur  la  droite  AC  ou  sur  son  prolongement. 
De  même,  puisqu'on  a  angle  B  =  angle  A  =  angle  A',  le  côté 
A'C  prendra  la  direction  du  côté  BC,  et  le  point  C  tombera 
quelque  part  sur  la  droite  BC  ou  sur  son  prolongement.  Le 
point  C,  devant  se  trouver  à  la  fois  sur  les  deux  droites  AC 
et  BC,  tombera  nécessairementà  leur  intersection  C,  et  les  deux 
triangles  comparés  coïncident  comme  ayant  mêmes  sommets. 
Le  côté  A'C,  égal  au  côté  AC,  coïncidant  avec  le  côlé  BC, 
les  côtés  AC  et  BC  sont  égaux  et  le  triangle  ABC  est  isocèle. 

COROLLAIRES. 

27,  Les  démonstrations  précédentes  prouvent  que  le  triangle 
isocèle  est  superposable  à  lui-même  par  renversement  ou  re- 
tournement. 

D'après  cela,  si  l'on  considère,  dans  le  triangle  isocèle  ABC 
ijig.  i4)»  la  droite  CD  qui  joint  le  sommet  C 
au  milieu  D  de  la  base,  cette  droite  reste  fixe 
quand  on  retourne  le  triangle  de  manière  à 
amener  B  en  A  et  A  en  B.  Par  suite,  après  ce 
mouvement,  les  angles  adjacents  DCB>  DCA, 
coïncident  et  sont  égaux.  De  même,  les 
angles  adjacents  supplémentaires  CDB,  CDA, 
coïncident  et  sont  droits  (17). 

Ainsi,  dans  tout  triangle  isocèle^  la  droite  qui  unit  le  som^ 
met  au  milieu  de  la  base  se  confond  avec  la  hauteur  du 
triangle  et  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet. 

La  droite  CD  remplit  donc  quatre  conditions,  et,  comme 
d'après  ce  qui  précède,  deux  points^déterminent  une  droite, 
qu'un  angle  n'a  qu'une  bissectrice,  que  par  un  point  on  ne 
peut  abaisser  qu'une  perpendiculaire  sur  une  droite,  dès 
qu'une  droite  CD  remplit  deux  des  conditions  indiquées,  elle 
remplit  nécessairement  les  deux  autres. 


l6  GÉOMÉTRIE. 

28.  Tout  triangle  équilatéral  est  équiangle,  et  tout  triangle 
équiangle  est  équilatéral. 

29.  On  a  à  considérer  dans  un  triangle  quelconque  six  élé- 
ments :  trois  côtés  et  trois  angles.  Il  suffit  que  trois  de  ces  élé- 
ments soient  respectivement  égaux  dans  deux  triangles  pour 
que  ces  triangles  soient  égaux  :  il  faut  seulement  que,  parnii 
ces  éléments  égaux,  il  entre  au  moins  un  côté.  Nous  aurons 
donc  à  démontrer  les  trois  cas  d'égalité  suivants. 

THÉORÈME. 

30.  Deux  triangles  ABC,  A'B'C,  sont  égaux  : 

i®  Lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun  ; 

a"  Lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux  chacun  à  chacun; 

3">  Lorsqu'ils  ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 
i<»  Supposons  (Jlg.  i5)  qu'on  ait  AB=:A'B',  et  que  les 
angles  A  et  A',  B  et  B',  soient  égaux.  On  pourra  porter  le 

triangle  A'  B'  C  sur  le  triangle 
Fig.  i5.       ^  ^gç  ^^   manière  que  A'B' 

coïncide  avec  AB  ;  si  les  deux 
triangles  tombent  alors  dans 
le  même  sens  par  rapport  au 
côté  commun,  A'C  prendra 
la  direction  de  AC,  puisque 
l'angle  A  égale  l'angle  A'  ;  B'C  prendra  la  direction  de  BC, 
puisque  l'angle  B  égale  l'angle  B'.  Le  point  d'intersection  C 
des  côtés  A'C  et  B'  C  coïncidera  donc  avec  le  point  d'intersec- 
tion C  des  côtés  AC  ei  BC.  Les  deux  triangles  considérés, 
ayant  alors  mêmes  sommets,  sont  égaux. 

2*>  Supposons  (Jig.  i5)  que  l'angle  C  soit  égal  à  l'angle  C  et 
qu'on  ait  C  A'  =  CA,  C  B'  =  CB.  Les  deux  angles  C  et  C  étant 
égaux,  on  pourra  porter  le  triangle  A'B'C  sur  le  triangle  ABC 
de  manière  que  ces  angles  coïncident.  Les  droites  C'A'  et  CA, 
C'B'  et  CB,  auront  alors  la  même  direction,  et,  comme  on  a 
C'A'=CA  et  C'B'  =  CB,  les  sommets  A  et  A',  B  et  B',  coïn- 
Cideront.  Les  deux  triangles  considérés,  ayant  alors  mêmes 
sommets,  sont  égaux. 

3*»  Supposons  (fig.  i6)  qu'on  ait  AB  =  A'B',  BC  =  B'C', 
CA  =  C  A'.  Nous  allons  ramener  ce  troisième  cas  au  deuxième. 
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Portons  le  triangle  A'B'C  sur  le  triangle  ABC  en  faisant  coïn- 
cider A' B' avec  son  égal  AB;  puis,  rabattons  le  triangle  A'B'C 
autour  de  AB  de  manière 
que  C  vienne  en  C|.  Le  ^*ff-  *^- 

triangle  ABCi  sera  ta  re-  ^  ^'' 

production    du    triangle 
A'B'C.  On  aura  donc 

C'B'=C,B  =  CB, 
en  même  temps  que 

C'A'=C,A=:CA. 

Les  deux  triangles  CBCi,  CACi  étant  isocèles,  les  angles  à  la 
base  sont  égaux  dans  chacun  d'eux  (25).  Les  angles  ACB  el 
ACiB  sont  donc  égaux  comme  formés  de  parties  égales.  Par 
suite,  Tangle  C  du  triangle  ABC  est  égal  à  l'angle  C  du 
triangle  A'B'C,  et  ces  deux  triangles  sont  égaux  (2?). 

31.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que,  dans  les  triangles 
égaux,  les  angles  égaux  sont  toujours  opposés  aux  côtés 
égaux,  et  réciproquement, 

THÉORÈME. 

32.  Dans  un  triangle,  à  un  plus  grand  côté  est  opposé  un 
plus  grand  augle  [fig*^^  1  )  • 

Dans  le  triangle  ABC,  on  a  CB  >  CA,  et  il  faut  démontrer 
que  l'angle  A  est  plus  grand 
que  l'angle  B. 

Sur  CB,  prenons  CD  =  CA, 
et  traçons  la  droite  ADE.  Le 
triangle  ACD  étant  isocèle, 
Taugle  CAD,  nécessairement 
moindre  que  l'angle  A,  est 
égal  à  l'angle  CDA  ou  à  son  opposé  par  le  sommet  EDB.  L'angle 
Q)B  est  donc  lui-même  moindre  que  l'angle  A. 

Mais,  si  Ton  joint  le  sommet  A  au  milieu  F  du  segment  DB 
et  si  l'on  prend  sur  la  droite  ainsi  déterminée  FG  =  AF,  les 
iriangles  AFB,  DFG,  sont  égaux  (30,  2»),  et  l'angle  ABF  égal, 
par  suite,  à  l'angle  GDF  (31).  Mais,  d'après  la  construction 
même,  le  point  G  est  situé  dans  l'angle  £DB.  Donc  l'angle 
EDB,  moindre  que  l'angle  A,  surpasse  l'angle  GDF  ou  son 
égal  B,  et  l'on  a,  a  fortiori,  angle  A  >  angle  B. 

Dg  c.  —  Cours.  II.  a 
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33.  Réciproquement,  dans  un  triangtây  à  un  plus  grand 
angle  est  opposé  un  plus  grand  côté  [fig.  17  ). 

Dans  le  triangle  ABC,  on  a  angle  A>>angleB9  et  il  faut 
démontrer  qu'il  en  résulte  CB  >  CA. 

En  effet,  si  Ton  avait  CB  =  CA,  l'angle  A  serait  égal  à 
l'angle  B  (25),  et,  si  l'on  avait  CB  <CA,  on  aurait 

angle  A  <  angle  B, 

d'après  la  proposition  directe  (32).  11  faut  donc  qu'on  ait 
CB  >CA,  puisque  CB  ne  peut  être,  d'après  les  conditions  de 
l'énoncé,  ni  égal  à  CA  ni  moindre  que  CA. 

34.  La  démonstration  précédente  est  un  premier  exemple 
de  la  méthode  de  réduction  à  l'absurde,  si  employée  par  les 
anciens.  Cette  méthode  consiste  à  prouver  que  la  non-exis- 
tence du  théorème  qu'on  veut  établir  conduirait  à  une  absur- 
dité évidente  ou  à  des  conclusions  contraires  à  l'hypothèse 
admise  comme  point  de  départ. 

La  méthode  de  réduction  à  l'absurde  est  surtout  applicable 
à  la  démonstration  des  réciproques. 

THÉORÈME. 

35.  Bans  tout  triangle,  chaque  côté  est  plus  petit  que  la 
somme  des  deux  autres  et  plus  grand  que  leur  différence 

[fig- 18). 

11  suffit  de  démontrer  la  première  partie  de  l'énoncé  pour  le 

p.     jg  plus  grand  côté  et  la  seconde  pour  le 

,>      plus  petit. 

^.'"7  Soit  le  triangle  ABC,  dont  les  trois 

^V"     /         côtés  rangés  par  ordre  de  grandeur 

/  ^      \    /  sont  AB,  AC,  BC. 

^  :^_  \j  Prolongeons  AC  d'une  longueur  CD 

égale  à  BC  et  joignons  BD.  Le  triangle 
BCD  étant  isocèle,  l'angle  D,  égal  à  l'angle  CBD,  est  moindre 
que  l'angle  ABD.  On  a  donc,  dans  le  triangle  ABD  (33), 

AB  <  AD, 

c'est-à-dire 

AB<AC4-BC. 

Si,  des  deux  membres  de  cette  inégalité,  on  retranche  AC, 

il  vient 

BOAB-AC. 
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Ou  voit  que  trois  longueurs  données  arbitrairement  ne 
peuvent  pas  toujours  former  les  trois  côtés  d'un  triangle.  Il 
faut  que  la  plus  grande  soit  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres. 

COROLLAIRES. 

36.  Une  ligne  droite  limitée  est  moindre  que  toute  ligne 
brisée  terminée  aux  mêmes  extrémités  [Jtg.  19). 

Comparons  la  droite  AB  au  contour  brisé  ÀCDEFB.  La  Qgure 
donne  immédiatement  (35  )  Fîg.  19. 

.AD<AC  +  CD, 

AE  <  AD  -h  DE,  ^  ^  ^'        ^'^ 

AF<AEh-EF, 
AB<AF-i-FB. 

En  ajoutant  ces  inégalités  membre  à  membre  et  en  simpii- 
iiaot,  on  a 

AB  <  AC  -4-  CD  4-  DE  4-  EF  -4-  FB. 

37,  Toute  ligne  polygonale  convexe  est  moindre  que  toute 
ligne  polygonale  enveloppante  terminée  aux  mêmes  extré- 
mités [fig.  20). 

Laissant  de  côté  la  partie  commune,  il  faut  prouver  que  le 
contour  ABCD  est  moindre  que  le 
contour  AEFD. 

Prolongeons  AB  et  BC  jusqu'aux 
points  G  et  H,  où  ils  rencontrent 
le  contour  enveloppant.  Nous  au- 
rons successivement  (36) 

AB-hBG<AE  +  EG, 
BC  -4-  ce  <  BG  +  GF  -+-  FH, 
CD<CH-i-HD. 

En  ajoutant  ces  inégalités  membre  à  membre  et  en  sim- 
plifiant,  il  vient 

AB  4-  BC  4-  CD  <  AE  -f-  EF  -4-  FD. 

On  prouvera  de  même  que  toute  ligne  polygonale  con- 
vexe  est  moindre  que  toute  ligne  polygonale  qui  l'enveloppe 
entièrement. 

2. 
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Le  théorème  n'est  vrai,  d'une  manière  générale,  que  si  la 
ligne  enveloppée  est  convexe. 

THÉORÈME. 

38.  Lorsque  deux  triangles  ont  deux  côtés  égaux  chacun,  à 
chacun  comprenant  des  angles  inégaux,  leurs  troisièmes  côtés 
sont  inégaux  et  le  plus  grand  est  opposé  au  plus  grand  angle 
[fis-  21  ). 

On  peut  toujours  placer  les  deux  triangles  proposés,  comme 
les  triangles  ACB,  ACD,  de  manière  qu'ils  aient  le  côlé  com- 
mun AC  et  que  les  deux  autres  côtés 
AB  =  AD  tombent  de  part  et  d'autre  de  ce 
côté  commun.  Supposons  l'angle  BAC  plus 
grand  que  l'angle  CAD  :  il  faut  prouver  que 
le  côlé  BC  est  plus  grand  que  le  côté  CD. 
Pour  cela,  menons  la  bissectrice  AI  de 
l'angle  total  BAD  :  elle  tombe  dans  le  plus 
grand  angle  BAC  et  coupe  BC  au  point  I.  Joignons  ID.  Les 
deux  triangles  BAI,  lAD,  sont  égaux  d'après  le  deuxième  cas 
d'égalité  (30),  et  l'on  en  conclut  BI  =  ID.  Le  triangle  ICD 
donne  d'ailleurs  (  35)  CD  <  IC  -h  ÏD,  c'est-à-dire  CD  <  IC  -«-  IB 
ou  que  BC. 

39.  Réciproquement,  lorsque  deux  triangles  ont  deux  côtés 
égaux  chacun  à  chacun,  si  leurs  troisièmes  côtés  sont  inégaux,  ^ 
les  angles  opposés  sont  inégaux  et  le  plus  grand  est  opposé  au 
plus  grand  côté  {Jig,  ai  ). 

Considérons  les  deux  triangles  ACB,  ACD,  placés  comme 
il  vient  d'être  dit,  et  supposons  BC>CD.  Il  faut  démontrer  que 
l'angle  BAC  est  plus  grand  que  l'angle  CAD. 

En  effet,  si  les  deux  angles  BAC  et  CAD  étaient  égaux,  les 
deux  triangles  seraient  égaux  (30,  a«)  et  l'on  aurait  BC  =  CD. 

Si  l'angle  BAC  était  moindre  que  l'angle  CAD,  le  côté  BC, 
d'après  la  proposition  directe  (38),  serait  moindre  que  le 
côté  CD. 

L'angle  BAC,  ne  pouvant,  d'après  les  conditions  de  l'énoncé, 
ni  être  égal  à  l'angle  CAD  ni  être  moindre  que  cet  angle,  est 
nécessairement  plus  grand. 

40.  Nous  venons  encore  de  nous  servir  de  la  méthode  de 
réduction  à  l'absurde  (34.).  Ce  procédé  étant  très-fréquent  en 
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Géométrie,  nous  éviterons  des  redites  en  le  résumant  sous  la 
forme  générale  suivante  : 

Lorsqu'en  démontrant  une  ou  plusieurs  propositions  on  a 
fait  toutes  les  hypothèses  admissibles,  et  qu'elles  ont  conduit 
respectivement  à  des  conclusions  essentiellement  distinctes,  les 
réciproques  des  propositions  considérées  sont  toutes  vraies. 

Cesl  ce  qu'on  peut  appeler  la  loi  des  réciproques  (  *  ). 


IV.  —  Des  perpendicnlaires  et  des  obliquefl. 

THÉORÈME. 

(^1.  Si,  d'un  point  0  pris  hors  d'une  droite  AB,  on  mène  à 
cette  droite  la  perpendiculaire  OC  et  diverses  obliques  OD, 
OE,  OF, . . . ,  deux  obliques  dont  les  pieds  sont  situés  de  part 
et  d'autre  et  à  égale  distance  du  pied  de  la  perpendiculaire 
sont  égales,  la  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toute 
oblique,  et  la  longueur  d'une  oblique  crott  à  mesure  que  son 
pied  sur  AB  s'éloigne  de  celui  de  la  perpendiculaire  (Jtg,  22]. 

Sur  le  prolongement  de  OC,  prenons  CO'  =  OC  et  joignons 
te  point  0'  aux  pieds  E  et  F. 

Si  Ton  suppose  CD  =  CE,  les  deux  triangles  OCD,  OCE,  sont 
égaux  (30,  2*>),  et  il  en  résulte  OD  =  OE, 

On  a  donc  aussi  OE=:0'E  et  OF  =  0'F,  comme  obliques 
dont  les  pieds  sont  à  égale  distance 
du  pied  de  la  perpendiculaire  EC  ou 
FCàOO'. 

Si  l'on  compare  maintenant  la 
droite  00'  et  les  contours  OEO'  et 
OFO',  on  a  immédiatement  (36,  37) 

00'<OEO'<OFO', 

c'esi4-dire,  en  divisant  par  2, 

OC<OE<OF. 


(')  En  récriTant  le  §  III,  relatif  aux  triangles,  nous  ayons  adopté  la  marche 
indiquée  dans  un  autre  de  nos  Ourrages  :  Traité  de  Géométrie,  par  Eugène 
Kottché  et  Ch.  de  Comberousse,  4*  édition  (1879).  Cette  marche  a  l'avantage 
de  supprimer  l'axiome  inutile  et  illogique  :  La  ligne  droite  est  le  plus  court 
chemin  d'un  point  à  un  autre,  {^^oir  Dgbahel,  loe,  cit,,  p.  7  et  suiT.) 
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Si  les  deux  obliques  inégales  considérées  n'étaient  pas  du 
même  côté  de  la  perpendiculaire,  comme  OD  et  OF,  on  pren- 
drait CE  =  CD,  et  Ton  remplacerait  OD  par  son  égale  OE. 

COROLLAIBES. 

4.2.  La  perpendiculaire  OC  représente  ce  qu'on  appelle  la 
distance  du  point  0  à  la  droite  AB. 

4.3.  Puisque  Ton  a  OC<OE,  dans  le  triangle  OCE,  Tangle 
OEC,  moindre  que  l'angle  droit  OCE  (32),  est  un  angle  aigu. 
Il  en  résulte  que,  lorsqu'une  perpendiculaire  et  une  oblique 
sont  menées  d* un  même  point  à  une  même  droite^  la  perpendi- 
culaire tombe  toujours  dans  celui  des  deux  angles  formés  par 
l'oblique  avec  la  droite  qui  est  aigu,  à  moins  que  la  perpendi- 
culaire  ne  passe  par  le  pied  même  de  l'oblique. 

On  voit  par  là  que,  dans  tout  triangle  rectangle,  les  deux 
angles  autres  que  Tangle  droit  sont  aigus. 

kk.  D'après  la  loi  générale  des  réciproques  (M),  les  réci- 
proques  des  propositions  qui  constituent  l'énoncé  du  n<»  h\ 
sont  toutes  vraies.  En  particulier,  lorsqu'une  droite  OC  est  la 
plus  courte  distance  rectiligne  du  point  0  àla  droite  AB,  elle 
est  perpendiculaire  sur  AB. 

THÉORÈME. 

k^.  Le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  d'un  plan  à  égale 
distance  des  extrémités  d'une  droite  est  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  cette  droite  IJig.  aS). 

On  entend  par  lieu  géométrique  plan  une  série  de  points 
jouissant  d'une  certaine  propriété  com- 
mune, à  l'exclusion  de  tous  les  autres 
points  du  plan  considéré. 

Soit  la  droite  XY  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  AB.  Prenons  un  point  C  quel- 
conque surXY,  et  joignons-le  aux  points 
A  et  B.  Les  obliques  CA  et  CB  seront 
égales  (&•!). 

Prenons  un  point  D  quelconque  hors  deXY,  et  joignons-le 
aux  points  A  et  B.  DA  coupera  XY  au  point  C,  et  l'on  aura 
CA  =  CB.  Le  triangle  DCB  donne  d'ailleurs  DB<DC-f-CB, 
c'est-à-dire  DB<DC  H-  CA  ou  DB  <DA. 
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Les  points  pris  sur  la  perpendiculaire  sont  également  dis- 
tants des  extrémités  À  et  B  ;  les  points  pris  hors  de  la  perpen- 
diculaire sont  inégalement  distants  des  mêmes  extrémités  :  la 
perpendiculaire  XY  constitue  donc  bien  le  lieu  géométrique 
indiqué. 

W,  Deux  points  suffisant  pour  déterminer  une  droite,  dès 
qu'une  droite  XY  a  deux  de  ses  points  à  égale  distance  des 
extrémités  d'une  droite  AB,  elle  est  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  AB. 

THÉORÈME. 

47.  Deux  triangles  rectangles  sont  égaux  :  i^  lorsqu'ils  ont 
l'hypoténuse  égale  et  un  angle  aigu  égal;  2°  lorsqu'ils  ont 
l'hypoténuse  égale  et  un  côté  de  V angle  droit  égal  [fig.  24). 

I»  Soient  les  deux  triangles  recungles  ABC,  A'B'C,  dans 
lesquels  on  a  BC=rB'C'  et 
l'angle  B  égal  à  l'angle  B'.  For- 
ions les  deux  triangles  l'un  sur 
Tauire  de  manière  que  B'C 
coïncide  avec  BC;  en  vertu  de 
régalité  des  angles  B'  et  B, 
B' A'  prendra  la  direction  BA  et  le  point  A'  tombera  au  point  A  ; 
car  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  C  et  C»  qui  n'en 
font  plus  qu'un  seul,  sur  les  droites  B'A'  etBA  qui  coïncident, 
doivent  se  confondre  (21). 

3^  Supposons  maintenant  BC  =  B'C  et  CA  =  C  A'.  Portons 
les  deux  triangles  l'un  sur  l'autre  de  manière  que  C'A'  coïn- 
cide avec  CA.  L'angle  A'  étant  égal  à  l'angle  A,  A'B'  prendra 
alors  la  direction  AB  et  le  point  B'  tombera  au  point  B;  car 
les  obliques  égales  BC  etB'C  doivent  s'écarter  également  de 
la  perpendiculaire  CA. 

THÉORÈME. 

W.  La  bissectrice  d'un  angle  est  le  lieu  géométrique  des 
points  du  plan  qui  sont  intérieurement  à  égale  distance  des 
côtés  de  fangleifig.  25). 

Soit  l'angle  BAC  et  soit  AD  sa  bissectrice.  Prenons  un  point 
0  quelconque  sur  cette  bissectrice,  et  abaissons  de  ce  point 
Jes  perpendiculaires  OE  et  OF  sur  les  côtés  AB  et  AC.  Les 
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deux  triangles  rectangles  AOE,  AOF,  seront  égaux  (47,  i**), 
et  Ton  en  déduira  OE  =  OF  :  donc  tous  les  points  de  la  bis- 
sectrice sont  également  distants  des  côtés  de 
l'angle. 

Supposons  maintenant  que  le  point  0  soit 
un  point  du  plan  tel  que  les  perpendiculaires 
OE  et  OF  abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés 
de  Tangle  soient  égales.  En  joignant  AO,  on 
formera  deux  triangles  rectangles  AOE»  AOF, 
qui  seront  égaux  (W,  a*).  On  en  déduira  l'é- 
galité des  angles  EAO,  FAQ,  c'est-à-dire  que  AO  se  confondra 
avec  la  bissectrice  de  l'angle  BAC  :  donc  tous  les  points  éga- 
lement distants  des  côtés  de  l'angle  sont  sur  la  bissectrice. 

La  bissectrice  de  l'angle  est  donc  bien  le  lieu  géométrique 
indiqué. 

49.  Quand  on  veut  établir  la  réalité  d'un  lieu  géométrique, 
il  faut  toujours  employer  une  double  démonstration,  composée 
d'une  proposition  directe  et  de  sa  contraire  ou  bien  de  cette 
proposition  directe  et  de  sa  réciproque  (9). 

Ainsi,  on  doit  prouver  que  tout  point  du  lieu  supposé  jouit 
de  la  propriété  énoncée  et  que  tout  point  pris  hors  de  ce  lieu 
n'en  jouit  pas  (c'est  la  marche  que  nous  avons  suivie  au 
n""  45),  ou  bien  on  doit  prouver  que  tout  point  du  lieu  sup- 
posé jouit  de  la  propriété  énoncée  et  que  tout  point  jouissant 
de  cette  propriété  appartient  nécessairement  à  ce  lieu  (c'est 
la  marche  que  nous  avons  suivie  au  n^  48). 

L'équivalence  des  deux  procédés  tient  à  ce  que  la  proposition 
directe,  la  proposition  contraire  et  la  proposition  réciproque 
sont  liées  de  telle  sorte,  que  la  première  et  l'une  des  deux 
autres  entraînent  la  troisième.  De  même,  l'existence  delà  pro- 
position directe  et  de  sa  réciproque  entratne  celle  des  deux 
propositions  contraires. 

V.  —  Des  parallèles. 

50.  Lorsque  deux  droites  situées  dans  un  même  plan  ne  se 
rencontrent  pas,  si  loin  qu'on  les  prolonge,  on  dit  qu'elles 
sont  parallèles. 

Deux  droites  DE,  FG,  perpendiculaires  à  une  même  droite 
LM  [fig.  a6j,  sont  parallèles,  car  d'un  point  pris  hors  d'une 
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droiie  on  ne  peut  abaisser  qu'une  seule  perpendiculaire  sur 
cette  droite  (21). 

Si  l'on  veut,  par  le  point  L,  mener  une  parai-        ^.    ^^ 
lèle  à  la  droite  FG,  on  abaissera  donc  LM  perpen- 
diculaire sur  FG,  et,  par  le  point  h,  on  mènera  D£ 
perpendiculaire  sur  LM. 

iVous  admettrons  comme  évident  que,  par  un 
point  pris  hors  d*une  droite,  on  ne  peut  lui  mener 
qu* une  parallèle.  C'est  en  cela  que  consiste  réel- 
lement le  célèbre  postulatum  (/'Euclidb. 

Il  en  résulte  que,  si  une  droite  en  rencontre  une  autre,  elle 
rencontre  aussi  toutes  les  parallèles  à  cette  autre. 

De  même,  deux  droites  parallèles  à  une  troisième  sont  pa- 
rallèles entre  elles. 

51 .  Lorsque  deux  droites  sont  parallèles,  toute  perpendi- 
culaire à  l'une  est  perpendiculaire  à  l* autre. 

Soient  les  parallèles  DE,  FG  (Jtff.  26).  Soit  LM  perpendicu- 
laire sur  FG.  Si  l'on  menait  au  point  L  une  perpendiculaire  à 
LM,  cette  perpendiculaire  serait  parallèle  à  FG  :  elle  se  con- 
fondra donc  nécessairement  avec  la  parallèle  DE  (50). 

52.  Lorsqu'une  sécante  rencontre  deux  droites  quelconques, 
elle  forme  avec  ces  deux  droites  huit  angles  auxquels  on  a 
donné  des  noms  particuliers. 

Soient  les  deux  droites  AB,  CD,  et  la  sécante  EF  qui  les  ren- 
contre en  G  et  en  H  [Jtg.  27)  :  quatre  angles  seront  formés 
autour  du  point  G,  quatre  autour  du  point  H. 

Les  angles  compris  entre  les  droites  AB 
et  CD  sont  des  angles  internes  ;  les  angles 
extérieurs  à  ces  droites  sont  des  angles 
externes. 

Les  angles  internes  non  adjacents,  situés 
de  part  et  d'autre  de   la  sécante»    sont 
des  angles  alternes-internes,  par  exemple  les  angles  AGH, 
DHG. 

Les  angles  externes  non  adjacents,  situés  de  part  et  d'autre 
de  la  sécante,  sont  des  angles  alternes-externes,  par  exemple 
les  angles  AGE,  DHF. 

Deux  angles  situés  d'un  même  côté  de  la  sécante,  l'un 
interne,  l'autre  externe,  mais  non  adjacents,  sont  des  angles 
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internes-externes  ou  correspondants  y  par  exemple  les  angles 
BGH,  DHF. 

Les  angles  tels  que  BGH,  DHG,  sont  des  angles  internes  d'un 
même  côté;  les  angles  tels  que  BGE,  DHF,  sont  des  angles 
externes  d'un  même  côté. 

Lorsque  les  deux  droites  AB  et  CD  sont  parallèles,  les  angles 
formés  par  ces  droites  avec  la  sécante  EF  jouissent  de  pro- 
priétés importantes. 

THÉOBÈME. 

53.  Lorsque  deux  parallèles  sont  rencontrées  par  une  sé- 
cante y  les  quatre  angles  aigus  formés  sont  égaux  entre  eux:, 
ainsi  que  les  quatre  angles  obtus  [Jtg.  28). 

Soi  ent  L  et  M  les  points  d'intersection  de  la  sécante  IH  avec 
Fig.  28.  les  parallèles  ED  et  GF.  Par  le  point  K, 

milieu  de  LM,  menons  AB  perpendicu- 
laire sur  ED  et  sur  GF  (51).  Les  deux 
triangles  rectangles  KDL,  KFM»  sont 
égaux  (kl y  i^)  :  il  en  résulte  régalité 
des  angles  KLD,  KMF.  Par  conséquent, 
les  angles  aigus  en  L  étant  égaux  comme 
opposés  par  le  sommet,  ainsi  que  les 
angles  aigus  en  M,  les  quatre  angles  aigus  formés  autour  des 
points  L  et  M  sont  égaux  entre  eux.  Les  quatre  angles  obtus 
formés  autour  des  mêmes  points  sont  aussi  égaux  entre  eux, 
comme  suppléments  des  angles  aigus. 

Si  nous  remarquons  maintenant  que  deux  angles  alternes- 
internes,  alternes-externes  ou  correspondants,  sont  à  la  fois 
aigus  ou  obtus,  tandis  que  deux  angles  internes  d'un  même 
côté  ou  externes  d'un  même  côté  sont  l'un  aigu  et  l'autre 
obtus,  nous  pourrons  dire  que,  lorsque  deux  parallèles  sont 
rencontrées  par  une  sécante  : 

!•  Les  angles  alternes-internes,  les  angles  alternes-externes, 
les  angles  correspondants,  sont  égaux; 

2?  Les  angles  internes  d'un  même  côté,  les  angles  externes 
d'un  même  côté,  sont  supplémentaires, 

5fc.  La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie. 

Supposons,  par  exemple  (Jig.  28),  que  les  angles  alternes- 
internes  ELM»  LMF,  soient  égaux  ;  les  droites  ED  et  GF  seront 
parallèles.  En  effet,  si  l'on  menait  par  le  point  L  une  parallèle 
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à  GF,  elle  ferait  avec  LM  un  angle  égal  à  Tangle  LMF  :  la  droite 
ED,  remplissant  déjà  cette  condition,  n'est  autre  que  la  paral- 
lèle indiquée. 

On  démontrerait  d*une  manière  identique  les  autres  parties 
de  la  réciproque. 

55.  Les  propositions  contraires  des  deux  précédentes  sont 
vraies  (9,  49).  En  particulier,  lorsque  deux  droites  font  avec 
une  sécante  deux  angles  internes  d'un  même  côté  dont  la 
somme  est  différente  de  deux  angles  droits,  elles  se  rencon- 
trent du  côté  où  cette  somme  est  moindre.  Ainsi,  une  perpen-- 
diculaire  et  une  oblique  à  une  même  droite  se  rencontrent 
toujours,  lorsqu'on  les  suppose  suffisamment  prolongées  du  côté 
où  V oblique  fait  avec  la  sécante  le  plus  petit  angle  inté- 
rieur. 

C'est  là  le  postulatum  sur  lequel  Euclidb  fonde  directement 
la  théorie  des  parallèles.  Nous  avons  remplacé  la  demande 
dTocLiDB  par  celle-ci  :  Par  un  même  point,  on  ne  peut  mener 
qu'une  parallèle  à  une  droite  (50). 

THÉORÈME. 

56.  Les  portions  de  parallèles  comprises  entre  deux  droites 
parallèles  sont  égales  [fig*  29). 

Soient  les  parallèles  AC  et  BD  coupées  par  les  parallèles  AB 
et  O).  Joignons  les  points  C  et  B.  Les  deux  triangles  ACB  et  CBD 
seront  égaux  d'après  le  premier  cas  d'égalité  (30)  :  on  en  déduit 
AC=BD;  on  a  de  même  AB=  CD. 

Si  les  droites  AC  et  BD  étaient  perpen-  ^  '''^"  ^9- 
diculaires  aux  droites  AB  et  CD,  elles 
seraient  toujours  parallèles  ;  mais  elles 
mesureraient  alors  les  distances  de  deux 
points  quelconques  de  la  droite  AB  à  sa 
parallèle  CD  :  il  en  résulte  que  deux 
droites  parallèles  sont  partout  également  distantes. 

THÉORÈME. 

57.  Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles  sont  égaux 
ou  supplémentaires  {Jig,  3o). 

Soient  d'abord  les  angles  ABC,  DEF,  qui  ont  leurs  côtés  pa- 
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rallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens.  Prolongeons  DE  jus- 
qu'en H.  Si  Ton  considère  les  parallèles  AB,  DH,  et  la  sécante 
BCy  les  angles  ABC  et  DHC  sont  égaux 
comme  correspondants  (53).  Si  Ton  con- 
sidère les  parallèles  EF,  HC,  et  la  sé- 
cante DH,  les  angles  DHC  et  DEF  sont 
égaux  comme  correspondants.  Il  en  résulte 
l'égalité  des  angles  ABC  et  DEF. 
Soient  maintenant  les  angles  ABC  et 
lEHy  qui  ont  leurs  côtés  parallèles,  mais  dirigés  en  sens  con- 
traires. Ces  deux  angles  sont  encore  égaux,  puisqu'en  pro- 
longeant les  côtés  de  l'angle  lEH  (22)  on  obtient  l'angle  DEF 
égal  à  l'angle  ABC. 

Soient  enfin  les  angles  ABC  et  DEI  :  les  deux  côtés  AB  et 
DE  sont  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  les  deux 
côtés  BC  et  El  sont  parallèles  et  dirigés  en  sens  contraires. 
L'angle  DEI,  étant  le  supplément  de  l'angle  DEF,  est  aussi  le 
supplément  de  l'angle  égal  ABC. 

En  résumé,  lorsque  deux  angles  ont  leurs  côtés  parallèles, 
ils  sont  égaux  lorsque  ces  côtés  sont  dirigés  dans  le  même 
sens  ou  en  sens  contraires;  ils  sont  supplémentaires,  lorsquen 
les  comparant  on  trouve  deux  côtés  dirigés  dans  le  même 
sens  et  deux  côtés  dirigés  en  sens  contraires. 


Fig.  3i. 


COROLLAIRE. 

58.  Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  perpendiculaires  chacun 
à  chacun  sont  égaux  ou  supplémentaires. 

Soient  les  deux  angles  de  même  espèce  ABC  et  DEF  (/gr-  3i  )  : 
AB  est  perpendiculaire  à  DE,  BC  est  perpendiculaire  à  EF.  Par 
le  point  B,  menons  BL  perpendiculaire 
à  AB  :  BL  sera  parallèle  à  DE  (50); 
par  le  point  B,  menons  BH  perpendi- 
culaire à  BC,  c'est-à-dire  parallèle  à 
EF.  Les  deux  angles   LBH  et  DEF 
seront  égaux  comme  ayant  leurs  côtés 
parallèles  et  dirigés  dans  le  même 
sens.  Mais  les  deux  angles  LBH  et  ABC 
sont  égaux  comme  compléments  du  même  angle  HBA  :  les 
deux  angles  ABC  et  DEF  sont  donc  égaux. 
Si  Ton  avait  considéré  l'angle  DEG  d'espèce  différente,  il 
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aarait  élé  le  supplément  de  Tangle  DEF,  et  par  suite   de 
raogle  ABC. 

En  vésumé, .deua:  angles  qui  ont  leurs  côtés  perpendicu- 
laires chacun  à  chacun  sont  égaux  ou  supplémentaires,  sui- 
vont  qu'ils  sont  ensemble  aigus  ou  obtus,  ou  bien  que  l'un  est 
aigu  et  l'autre  obtus, 

THÉORÈME. 

59.  La  somme  des  angles  d'un  triangle  est  toujours  égale  à 
deux  angles  droits  (fig*  32). 

Soit  le  triangle  ABC.  Prolongeons  le  côté  AB  suivant  AE, 
et  menons  AD  parallèle  à  BC.  Considérons  les  trois  angles 
formés  autour  du  point  A  et  au-dessus  y.    3^ 

de  la  droite  BE  :  la  somme  de  ces  trois 
angles  est  égale  à  deux  angles  droits  (17).  / 

Le  premier  de  ces  angles  est  l'angle  CAB  / 

da  triangle;  le  second  DAC  est  égal  à     

Tangle  C  du  triangle,  car  ces  angles  sont 
alternes-internes  par  rapport  aux  parallèles  BC  et  AD  et  à  la 
sécante  AC;  le  troisième  angle  DAE  est  égal  à  l'angle  B  du 
triangle,  car  ces  angles  sont  correspondants  par  rapport  aux 
mêmes  parallèles  coupées  par  la  sécante  BE.  La  somme  des 
angles  du  triangle  est  donc  bien  égale  à  deux  angles  droits. 

COROLLAIRES. 

60.  L'angle  CAS  formé  par  le  côté  AC  et  le  prolongement 
AE  du  côté  AB  s'appelle  angle  extérieur  du  triangle  ABC. 

Un  angle  extérieur  est  égal  à  la  somme  des  deux  angles 
intérieurs  qui  ne  lui  sont  pas  adjacents. 

Il  en  résulte  que  deux  parallèles  forment  un  angle  nul. 

Un  triangle  ne  peut  avoir  qu'un  seul  angle  droit  ou  obtus. 

Dans  un  triangle  rectangle,  les  deux  angles  aigus  sont  com- 
plémentaires. 

Dans  un  triangle  équilatéral,  chaque  angle  vaut  deux  tiers 
d'angle  droit. 

Dans  un  triangle  isocèle,  la  valeur  d'un  angle  étant  donnée, 
on  cannait  les  deux  autres  angles. 

Deux  triangles  sont  équiangles  chacun  à  chacun  lorsqu'ils 
ont  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun. 
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Deux  triangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  et 
deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  y  que  ces  angles  soient 
ou  non  adjacents  au  côté  égal  (30,  i^j. 


YI.  —  Des  polygones  et,  en  parUcnlier,  des  quadrilatères. 

61.  Toute  ligne  brisée  qui  se  ferme  d'elle-même  est  un 
polygone.  Les  différents  côtés  de  la  ligne  brisée  sont  les  côtés 
du  polygone;  les  angles  consécutifs  formés  par  ces  côtés  et 
les  sommets  de  ces  angles  sont  les  angles  et  les  sommets  du 
polygone.  En  joignant  deux  sommets  non  consécutifs,  on  a 
une  diagonale  du  polygone.  L'ensemble  des  côtés  du  poly- 
gone constitue  son  contour  ou  son  périmètre. 

Un  polygone  de  trois  côtés  est  un  triangle.  Celui  de  quatre 
côtés  s'appelle  quadrilatère;  celui  de  cinq  côtés  s'appelle  pen- 
tagone; celui  de  six  s'appelle  hexagone,  celui  de  sept  hepta- 
gone, celui  de  huit  octogone,  celui  de  neuf  ennéagone,  celui 
de  dix  décagone,  celui  de  douze  dodécagone,  celui  de  quinze 
pentédécagone. 

62.  Un  polygone  est  convexe  lorsqu'il  tombe  tout  entier 
d'un  même  côté  par  rapport  à  chacun  de  ses  côtés  indéfi- 
niment prolongés.  Il  est  concave  dans  le  cas  contraire. 

Une  droite  quelconque  ne  peut, couper  le  périmètre  d'un 
polygone  convexe  en  plus  de  deux  points. 

En  effet,  si  la  droite  MN  (Jig.  33)  rencontre  le  polygone 

Fiç.  33  ABCDE  en  trois  points  F,  G,  H, 

>,^                     D  les  points  F  et  H  se  trouvant  de 

Av       ny^^-—''  P^*"'  ®^  d'autre  du  côté  AE,  le  po- 

^— -5^— ^X^/ '        \  lygone  considéré  n'est  pas  tout 

/         ^^^^            \  entier  d'un  même  côté  par  rap- 

/ ^-^- — i  port  à  AE  prolongé  :  il  n'est  donc 

X  P8s  convexe. 

THÉORÈME. 

63.  La  somme  des  angles  d'un  polygone  convexe  est  tou- 
jours égale  à  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  a  de 
côtés  moins  deux  {Jig,  34). 
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Soit  le  polygone  ABCDEF.  En  menant  toutes  les  diagonales 
qoi  parlent  du  sommet  C,  on  le  partage  en  triangles.  Chacun 
de  ces  triangles  emploie  un  côté  du  poly- 
^ne,  sauf  les  deux  triangles  extrêmes,  qui 
en  emploient  deux.  Si  n  est  le  nombre  des 
côtés  du  polygone,  le  nombre  des  triangles 
sera  donc  représenté  par  n  —  2.  La  somme 
des  angles  de  tous  les  triangles  est  précisé- 
meni  la  somme  des  angles  du  polygone,  et  la 
somme  des  angles  de  chaque  triangle  est  égale  à  deux  angles 
droits  (59).  La  somme  des  angles  du  polygone  est  donc,  en 
prenant  Tangle  droit  pour  unité, 

!i{n  —  2)     ou     an  —  4^ 

COROLLAIRES. 

64.  Si  Ton  fait  dans  cette  formule  n  =  ^f  on  trouve  4  pour 
la  somme  cherchée.  La  somme  des  angles  d'un  quadrilatère 
est  donc  égale  à  quatre  angles  droits. 

65.  La  somme  des  angles  qu'on  forme  à  l'extérieur  d'un 
polygone,  en  prolongeant  successivement  ses  côtés  dans  le 
même  sens,  est  toujours  égale  à  quatre  angles  droits;  car  la 
somme  des  angles  tant  intérieurs  qu'extérieurs  est  égale  à 
in  angles  droits,  en  désignant  par  n  le  nombre  des  sommets 
ou  des  côtés  du  polygone  convexe  considéré. 

//  en  résulte  qu'un  polygone  convexe  ne  peut  pas  avoir 
plus  de  trois  angles  intérieurs  qui  soient  aigus,  sans  quoi  il 
aurait  plus  de  trois  angles  extérieurs  obtus, 

THÉORÈME. 

66.  Deux  polygones  de  même  espèce  sont  égaux  lorsque 
toutes  leurs  parties  disposées  dans  le  même  ordre  sont  égales, 
à  l'exception  de  deux  côtés  consécutifs  et  de  l'angle  qu'ils 
forment  {fig.  35). 

Soient  les  deux  hexagones  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F'.  On  sup- 
pose égaux  les  angles  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C,  D  et  D',  E  et  E', 
ainsi  que  les  côtés  AB  et  A'B',  BC  et  B'C,  CD  et  CD',  DE  ei 
IVE'.  Portons  les  deux  polygones  l'un  sur  l'autre  de  manière 
que  les  angles  A  efA'  coïncident  :  A'F'  prendra  la  direction 
de  AF,  A'B'  et  AB  se  confondront.  L'angle  B  étant  égal  à 
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l'angle  B',  le  côté  B'C  prendra  alors  la  direction  du  côté  BC, 
et,  comme  il  lui  est  égal,  les  sommets  C  etC  se  conrondroni. 

Il  en  sera  de  même  des  som- 
mets D  et  D',  E  et  F.  L'angle  E' 
étant  égal  à  Tangle  £,  le  côté 
E'F'  prendra  la  direction  du 
côté  EF,  et  le  sommet  F',  de- 
vant se  trouver  à  la  fois  sur 
les  côtés  EF  et  AF,  tombera  a 
leur  intersection  F.  Les  deux  polygones,  ayant  mêmes  som- 
mets, se  recouvriront  exactement  et  seront  égaux. 

On  voit  que,  si  les  polygones  considérés  ont  n  côtés,  il  faut, 
pour  être  égaux,  qu'ils  aient  n  —  i  angles  égaux  et  n  —  2  côtés 
égaux.  Les  conditions  nécessaires  pour  l'égalité  des  deux  po- 
lygones considérés  sont  donc  au  nombre  de  2/1  —  3. 

67.  Parmi  les  quadrilatères,  on  distingue  : 

Le  parallélogramme,  dont  les  côtés  opposés  sont  parallèles; 
le  rectangle,  dont  les  angles  sont  droits;  le  losange,  dont  les 
côtés  sont  égaux;  le  carré,  dont  les  côtés  et  les  angles  sont 
égaux;  le  trapèze,  dont  deux  côtés  seulement  sont  parallèles. 

THÉORÈME. 

68.  Dans  tout  parallélogramme,  les  côtés  et  les  angles  op- 
posés sont  égaux. 

Les  angles  opposés  sont  égaux  comme  ayant  leurs  côtés 
parallèles  et  dirigés  en  sens  contraires  (57).  Les  côtés  opposés 
sont  égaux  comme  portions  de  parallèles  comprises  entre  pa- 
rallèles (56). 

69.  Réciproquement,  tout  quadrilatère  dans  lequel  les 
angles  opposés  ou  les  côtés  opposés  sont  égaux  est  un  paral- 
lélogramme [fi g.  36). 

Supposons  d'abord  les  angles  opposés  égaux.  De  A  =  C  et 
B  =  D,  on  conclut  A  -t-  B  =  C  -h  D.  Les 
deux  angles  A  et  B  valent  donc  ensemble 
la  moitié  de  la  somme  des  angles  du 
quadrilatère  ou  deux  droits  (6iii')  :  ils 
sont  donc  supplémentaires.  Par  suite, 
comme  ils  sont  internes  d'un  même  côté  par  rapport  aux 
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droites  AD,  BC,  et  à  la  sécante  AB,  les  droites  AD  et  BC  sont 
parallèles  (54).  On  prouverait  de  même  que  les  droites  AB 
eiDC  sont  parallèles.  La  figure  ABCD  est  donc  bien  un  paral- 
lélogramme. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  AB  =  DC  et  AD  =  BC.  Les 
deux  triangles  ADB,  DBC,  sont  égaux  comme  ayant  leurs  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun.  Les  angles  ADB  et  DBC  sont 
donc  égaux,  et,  comme  ils  sont  alternes-internes  par  rapport 
aux  droites  AD,  BC,  et  à  la  sécante  DB,  les  droites  AD  et  BC 
sont  parallèles.  L'égalité  des  angles  ABD,  BDC,  entraîne  de 
même  le  parallélisme  des  droites  AB  et  DC.  Le  quadrilatère 
considéré  est  encore  un  parallélogramme. 

70.  Tout  quadrilatère  dans  lequel  deux  côtés  opposés  sont 
à  la  fois  égaux  et  parallèles  est  un  parallélogramme  [fig»  36). 

Si  Ton  a  AD  égal  et  parallèle  à  BC,  les  deux  triangles  ADB, 
DBC,  sont  égaux  d*après  le  premier  cas  d'égalité  (30),  car  DB 
est  commun  et  les  angles  ADB,  DBC,  sont  égaux  comme  al- 
ternes-internes par  rapport  aux  parallèles  AD  et  BC  et  à  la 
sécante  DB.  Il  en  résulte  AB  =  DC.  La  figure  ABCD  est  donc 
un  parallélogramme  (69  ). 

THÉORÈME. 

71.  Les  diagonales  d'un  parallélogramme  sont  inégales  et 
se  divisent  mutuellement  en  parties  égales  [Jig,  37  ). 

Les  triangles  AOB,  DOC,  sont  égaux  d'après  le  second  cas 
d'égalité  (30),  car  les  côtés  AB  et  DC 
sont  égaux  (68),  et  les  angles  ABO  ^ig.  37. 

ei  ODC,  BAO  et  OCD,  le  sont  aussi 
comme  alternes-internes  par  rapport 
aux  parallèles  AB  et  CD  coupées  par 
les  sécantes  BD  et  AC.  On  en  conclut 
A0  =  0CetOB  =  OD. 

Les  diagonales  AC  et  BD  sont  d'ailleurs  inégales ,  car  les 
deux  triangles  ADC  et  BCD  ont  le  côté  DC  commun  ;  le  côté 
AD  est  égal  au  côté  BC;  mais  l'angle  ADC  est  plus  petit  que 
i*angIeBCD,  puisque,  ces  angles  étant  supplémentaires  (53), 
si  l'un  est  aigu,  l'autre  est  obtus.  Donc  la  diagonale  AC  est  plus 
petite  que  la  diagonale  BD  (38). 

Oe  C.  -  Cours.  II.  3 
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72.  Réciproquement,  lorsque  les  diagonales  d'un  quadrila- 
tère se  coupent  mutuellement  en  parties  égales  ^  ce  quadrila- 
tère est  un  parallélogramme  [fig*  37). 

Celle  réciproque  est  immédiatement  démontrée  par  l'éga- 
lité des  triangles  AOB,  DOC,  et  celle  des  triangles  AOD,  BOC 
(69). 

73.  Le  point  0  [Jig.  37)  où  se  coupent  les  diagonales  d'un 
parallélogramme  est  le  centre  du  quadrilatère.  Toute  droite 
limitée  de  part  et  d'autre  au  parallélogramme  et  passant  par 
le  centre  y  est  divisée  en  deux  parties  égales  et  partage  le  pa- 
rallélogramme en  deux  trapèzes  égaux  (66). 

COROLLAIRES. 

74..  Lorsque  dans  un  parallélogramme  l'un  des  angles  est 
droit,  tous  les  autres  le  sont,  et  le  quadri- 
P  "     ^     latère  est  un  rectangle  [Jig,  ZS) . 


Si  l'angle  A  est  droit,  l'angle  opposé  G  l'est 
aussi  (68);  les  angles  B  et  D  sont  alors  droits 
"     comme  suppléments  d'angles  droils. 

75.  Dans  un  rectangle,  les  diagonales  sont  égales;  car  les 
triangles  rectangles  ABC,  BAD,  sont  égaux. 

Réciproquement,  tout  parallélogramme  dont  les  diago- 
nales sont  égales  est  un  rectangle  (74). 

76.  Un  losange  est  un  parallélogramme  [Jig»  39);  car,  les 
quatre  côtés  étant  égaux,  les  côlés  opposés  le  sont  deux  à 
deux  (69). 

Dans  un  losange,  les  diagonales  sont  perpendi- 
culaires entre  elles  et  bissectrices  des  angles  op- 
posés, 

£n  effet,  la  diagonale  AC  est  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  DB,  puisque  les  points  A  et  C  sont 
également  distants  des  points  D  et  B.  La  diagonale 
DB  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AC, 
puisque  les  points  D  et  B  sont  également  distants 
des  points  A  et  C  (46). 

Les  triangles  BAD,  BCD,  étant  isocèles,  AC  est  alors  la  bis- 
sectrice commune  des  angles  A  et  C  (27).  Pour  une  raison 
analogue,  BD  est  la  bissectrice  des  angles  B  et  D. 
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77.  Le  carré  réunit  les  propriétés  du  rectangle  et  du  losange 
[fig'^o)  :  ses  diagonales  soni  donc  égales,  per-      pig.  40. 
pendiculaires  enire  elles  ei  bissectrices  des  angles 
opposés. 


78.  Parmi  les  trapèzes,  on  considère  les  trapèzes    ' 

rectangles,  dans  lesquels  un  côté  est  perpendiculaire  aux  deux 

côtés  parallèles,  et  les  trapèzes  isocèles 

ou  symétriques^  dans  lesquels  les  deux  ^    *^   *'     c 


côtés  non  parallèles  sont  égaux  (Jig.  40*         /  \  \ 

Dans  un   trapèze   isocèle  y   les   angles        /    \  \ 

formés  par  les  côtés  parallèles  avec  les     a  ê  b 

deux  autres  côtés  sont  égaux.  Menons  DE 
parallèle  à  C6  :  la  figure  DCBE  est  un  parallélogramme,  et 
Fon  a  DE  =  CB.  Puisque  DA  =  CB  par  hypothèse,  le  triangle 
ABË  est  isocèle  :  Tangle  A  est  donc  égal  à  Tangle  DEA  et,  par 
suite,  à  l'angle  B  (53).  Les  angles  D  et  C  sont  alors  égaux 
comme  suppléments  d'angles  égaux. 

79.  Deux  parallélogrammes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un 
angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun; 
deux  rectangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  deux  côtés  adja- 
cents égaux  chacun  à  chacun;  deux  losanges  sont  égaux 
lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  et  un  angle  égal;  deux  carrée  sont 
égaux  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  (66). 

VII.^—  Exercices  et  questions  complémentaires. 

THÉORÈME. 

80.  Dans  tout  triangle,  les  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des 
côtés  concourent  en  un  même  point  [Jig.  ^1), 

Les  perpendiculaires  10  et  KO  élevées  sur  les  milieux  des  côtés  ÂB  et 
AC  se  coupent  en  un  point  0,  car,  si  l'on 
joint  IR,  la  somme  des  angles  KIO  et  IKO  est 
moindre  que  deux  droits  (55). 

Cela  posé,  le  point  0,  étant  à  égale  distance 
des  points  A  et  B  et  des  points  A  et  G  (45), 
^t  à  égale  distance  des  points  B  et  G  et  ap- 
partient, par  conséquent,  à  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  BC. 


36  GÉOMÉTRIE. 


COROLLAIRE. 


S\ .  Dans  tout  triangle,  les  trois  hauteurs  concourent  en  un  même  point 
[fig'  43). 

Les  hauteurs  d'un  triangle  sont  les  perpendiculaires  abaissées  des  som- 
mets sur  les  côtés  opposés,  considérés  alors  comme  hases. 
Soient  le  triangle  ABC  et  ses  trois  hauteurs  AD,  BE,  CF.  Par  les  som- 
mets A,  B,  C,  menons  respectivement  des  pa- 
rallèles aux  côtés  opposés  du  triangle  donné  ; 
elles  formeront  un  triangle  MNP  dont  les 
côtés  auront  pour  milieux  les  sommets  du 
premier  triangle.  Ainsi,  les  parallèles  com- 
prises entre  parallèles  étant  égales  (56),  on 
a  AB  =  CM  =  CN  ,  c'est-à-dire  que  le  som- 
met C  est  le  milieu  du  côté  MN,  etc. 

Deux  parallèles  ayant  leurs  perpendicu- 
laires  communes  (51),    les  hauteurs    du 
triangle  ABC  sont  alors  les  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des 
côtés  du  triangle  MNP  :  elles  concourent  donc  en  un  môme  point  (80). 

THÉORÈME. 

82.  Dans  tout  triangle,  les  bissectrices  des  trois  angles  concourent  en 
un  même  point  [fig.  44)- 

Les  bissectrices  des  angles  A  et  B  se  coupent  en  un  point  0,  parce  que 
la  somme  de  deux  angles  d'un  triangle  est 
^     f'ig-  44-  moindre  que  deux  droits  (59,  55).  Mais  le 

point  0,  étant  à  égale  distance  des  côtés  AB 
et  AC  (48)  aussi  bien  que  des  côtés  AB  et 
BC,  est  à  égale  distance  des  côtés  AC  et  BC, 
et  appartient,  par  conséquent,  à  la  bissec- 
trice du  troisième  angle  C  dil  triangle. 
On  démontrerait  de  la  même  manière 
que  les  bissectrices  de  deux  angles  extérieurs  d'un  triangle  (60)  se  cou- 
pent sur  la  bissectrice  de  l'angle  intérieur  qui  n'est  adjacent  à  aucun  de 
ces  deux  angles. 

LEMME. 

83.  La  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés  d^un  triangle  est  pa- 

Pig    /5  rallèle  au  troisième  côté  et  égale  à  sa  moitié 

c.  '     ■  [fis-  45). 

/  Comme  deux  points  déterminent  une  droite 

y .^^i>^  (4),  et  que  par  un  point  donné  on  ne  peut 

y  /     '  mener  qu'une  parallèle  à  une  droite  (50),  nous 

î P ^j    établirons  cette  proposition  en  démontrant  que, 

si  par  le  milieu  D  du  côté  BC  du  triangle  ABC 
on  mène  DE  parallèle  à  AB,  le  point  E  est  le  milieu   du  côté  AC 
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Ea  effet,  traçons  en  outre  DF  parallèle  à  ÂG.  La  figure  ÂEDF  est  un 
parallélogramme  (67),  et  Ton  a  (68)  DF  =  EA,  DE  =  FA.  Les  deux 
triangles  égaux  CED  et  DFB  (30,  i"*)  donnent  ensuite  DF  =  CE  et  DE  =  BF. 

ÂB 

Il  en  résulte  CE  =  EA  et  DE  =  — 


Fig.  46. 


THÉORÈME. 

84.  Dans  tout  triangle,  les  trois  médianes  se  rencontrent  en  un  même 
point,  situé  au  tiers  de  chacune  déciles  à  partir  du  côté  opposé  [fig.  46  ). 

Menons  les  médianes  AD,  BE,  CF,  du  triangle  ABC.  Les  deux  premières 
se  coupent  au  point  0,  parce  que  la 
somme  des  deux  angles  d'un  triangle 
est  moindre  que  deux  droits.  Joignons 
d'une  part  les  points  D  et  E  et,  d'autre 
part,  les  milieux  I  et  K  des  segments 
AOctBO.  On  a  alors,  d'après  le  lemme 

AB 

précédent,  ED  =  IK  =  — •  De  plus, 

les  deux  droites  ED  et  IK,  parallèles  à 

AB,  sont  parallèles  entre  elles  (SO). 

La  figure  EIKD  est  alors  un  parallélogramme  (70),  dont  les  diagonales  se 

coupent  en  parties  égales.  Le  point  0,  milieu  de  ID,  est  donc  au  tiers  de 

AD;  il  est  de  même  au  tiers  de  BE. 

Le  point  de  rencontre  de  deux  médianes  quelconques  étant  au  tiers  de 
chacune  d'elles  à  partir  du  côté  opposé,  les  trois  médianes  du  triangle  se 
rencontrent  en  un  même  point  situé  comme  on  vient  de  le  dire. 


THÉORÈME. 

85.  Dans  tout  trapèze,  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  côtés 
non  parallèles  est  parallèle  aux  deux  autres  côtés  et  égale  à  leur  demi- 
somme;  les  diagonales  du  trapèze  interceptent  sur  cette  même  droite  une 
longueur  égale  à  la  demi-différence  des  mêmes  côtés  [fig»  47  )  • 

Soit  le  trapèze  ABCD,  dont  les  côtés  non  parallèles  sont  AD  et  BC. 
Par  le  point  F,  milieu  de  BC,  menons  FE  pa- 
rallèle à  AB  et  par  conséquent  à  CD  (50); 
par  le  point  C,  menons  CK  parallèle  à  AD, 
et  appelons  I  le  point  de  rencontre  de  CK 
et  de  FE. 

Le  point  I  est  alors  le  milieu  de  CK  (83). 
Les  deux  figures  CIED,  1KAF,  étant  des  pa- 
riillélogrammes,  on  a  CI  =  DE ,  IK  =  EA , 

c'est-à-dire  que  le  point  E  est  le  milieu  de  AD,  en  même  temps; 
lE  =  KA  =  CD. 


Fiff.  47- 
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Cela  posé,  on  a  (83) 


FE  =  n-+-IE  =  — -f  CD  =  ^^ 

•1  •! 


CD 


CD 


ou 


FE  = 


AB-+-CD 


Si  Ton  considère  maintenant  les  deux  diagonales  AC  et  BD,  qui  ren- 
contrent la  droite  FE  en  L  et  en  M,  le  triangle  ACB  montre  que  le  point  L 
est  le  milieu  de  AC  et  le  triangle  CBD  montre  que  le  point  M  est  le  mi- 
lieu de  BD.  On  a  donc 


d'où,  par  soustraction, 


2 


2 


LM  = 


AB-CD 


THÉORÈME. 

86.  Étant  donnée  une  série  de  points  dans  un  plan,  il  existe  toujours 
dans  ce  plan  un  point  déterminé  dont  la  distance  à  une  droite  quelconque 
du  plan  prise  comme  axe  est  la  moyenne  arithmétique  des  distances  des 
points  donnés  au  même  axe. 

Pour  que  le  théorème  soit  général,  il  faut  affecter  de  signes  contraires 

les  distances  des  poin  ts  donnés 
à  Taxe  choisi  lorsque  ces 
points  tombent  de  côtés  dif- 
férents par  rapport  à  l'axe. 
Nous  regarderons  comme  po- 
sitives les  distances  comptées 
au-dessus  de  Taxe  et  comme 
négatives  les  distances  comp- 
tées au-dessous. 

Soient  [Jig.  48)  les  points 

A,  B,  C,  D,  E,  qui  forment  un 

contour  polygonal.   Prenons 

les  milieux  L,  M,  N,  P,  Q,  des  côtés  de  ce  contour,  et  abaissons  de 

tous  les  points  indiqués  des  perpendiculaires  AA',  BB',  . . . ,  LL^  MM',  . . . , 

sur  Taxe  xx\ 

Les  trapèzes  consécutifs  ainsi  formés  donnent  évidemment  (  85  ) 

-,,      AA'-+-BB'      ^^,,      BB'-i-CC     '  CC'-DD' 

LL  = 9     MM  =  »      r4rH  = } 


—  PP' 


DD'-f-EE'           „,         EE'-AA' 
?      —  gg=r 
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En  ajoutant  toutes  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

LL'  +  MM'  -+-  NN' -  PP'  -  QQ'  =  AA'-f-  BB'  h-  CC  -  DD'  -  EE'. 

Le  périmètre  du  nouveau  contour  polygonal  formé  par  les  points  milieux 
des  côtés  du  contour  précédent  est  d^ailleurs  toujours  moindre  que  le  pé- 
rimètre de  celui-ci.  On  a,  en  effet  (35), 

LM<LB-+-BM,    MN<MC-i-CN,    NP<ND-+-DP,     .... 

Oq  voit  par  là  que,  si,  partant  du  polygone  donné  ABCDE,  on  imagine 
successivement  de  nouveaux  polygones,  ayant  pour  sommets  les  milieux 
des  côtés  du  polygone  précédent,  leurs  périmètres  iront  toujours  en  di- 
minuant, tandis  que  la  somme  algébrique  des  distances  de  leurs  sommets  à 
Taxe  xx^  restera  invariable.  Remarquons  en  même  temps  que,  pour  la 
série  des  polygones  construits  de  cette  manière,  les  pieds  des  perpendi- 
culaires extrêmes  (AA'  et  DD',  QQ'  et  NN',  . . .)  se  rapprocheront  indéfi- 
niment. 

Â  la  limite,  on  pourra  donc  regarder  le  dernier  polygone  de  la  série 
comme  ayant  ses  sommets  réunis  en  un  seul  point  0,  dont  la  distance  00' 
à  Taxe  xx'  devra  être  attribuée  à  chacun  des  sommets  ainsi  confondus. 
On  aura  alors 

500'=  AA'-H  BB'-hCC-  DD'-  EE' 

OQ 

^,      AA'-^  BB'  H-  ce/-  DD'  -  EE' 
UU-  ^ 

Le  point  0  porte  le  nom  de  centre  des  moyennes  distances  (  *  )  des 
points  donnés  à  l'axe  xx', 

COROLLAIRES. 

87.  Désignons  par  Y  la  distance  00',  par/  l'une  quelconque  des  dis- 
tances AA',  BB',  ce, Si  le  nombre  des  points  considérés  est  égal 

à  m,  CD  peut  écrire  symboliquement 

m 

Il  est  entendu  que  Ij  est  une  somme  algébrique. 

Les  deux  conditions  Y  =  o  et  2/  =  o  s'entraînent  mutuellement.  Toute 
droite  passant  par  le  centre  des  moyennes  distances  satisfait  donc  à  la 
condition  27  =  o,  et  réciproquement.  Une  pareille  droite  est,  pour  les 
points  considérés,  un  axe  des  moyennes  distances. 


(')  f^oir  la  Théorie  du  centre  des  moyennes  distances,  présentée  d'une  ma- 
Dière  plus  générale  dans  TOuirrage  déjà  cité  :  Traité  de  GtiOMÉTRiE,  par  Eugène 
Rooché  et  Ch.  de  Comberousse,  4*  édition  (1879). 
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Dans  un  triangle,  le  centre  des  moyennes  distances  des  trois  sommets 
se  confond  avec,  le  point  de  rencontre  des  médianes;  car  chacune  de  ces 
droites  est,  par  rapport  aux  trois  sommets,  un  axe  des  moyennes  dis- 
tances, puisqu'elle  satisfait  évidemment  pour  ces  points  à  la  condition 
2^  =  G. 

De  même,  dans  un  quadrilatère  quelconque,  le  centre  des  moyennes 
distances  est  au  point  de  rencontre  des  deux  médianes  (  en  appelant  ainsi 
les  droites  qui  joignent  lés  milieux  des  côtés  opposés  du  quadrilatère); 
car  chacune  de  ces  droites  est  évidemment,  pour  les  quatre  sommets,  un 
axe  des  moyennes  distances. 
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CHAPITRE  IL 

LA  CIRCONFÉRENCE  DE  CERCLE. 


I.  —  Des  arcs  et  des  cordes. 

88.  La  circonférence  de  cercle  est  le  lieu  géomélrîque  de 
tous  les  points  d'un  plan  à  égale  distance  d'un  point  intérieur 
nommé  centre.  C'est  là  seule  ligne  courbe  que  Ton  considère 
dans  les  éléments. 

La  portion  de  surface  plane  limitée  par  la  circonférence 
s'appelle  cercle. 

Toute  ligne  menée  du  centre  à  la  circonférence  est  un 
rayon  :  tous  les  rayons  sont  égaux.  On  désigne  une  circonfé- 
rence par  son  rayon.  Un  point  est  intérieur  ou  extérieur  o 
la  circonférence  suivant  que  sa  distance  au  centre  est  plus 
petite  ou  plus  grande  que  le  rayon. 

On  appelle  arc  une  portion  quelconque  de  la  circonférence  : 
h  corde  d'un  arc  est  la  droite  qui  joint  les  extrémités  de  cet 
arc.  A  chaque  corde  correspondent  deux  arcs  dont  la  somme 
constitue  la  circonférence  :  on  ne  s'occupe  ordinairement  que 
du  plus  petit  de  ces  deux  arcs. 

Deux  arcs  de  même  rayon  sont  égaux  lorsqu'on  peut  les 
faire  coïncider.  Pour  ajouter  deux  arcs  de  même  rayon,  on 
les  porte  à  la  suite  l'un  de  l'autre  sur  la  circonférence  cor- 
respondante :  l'arc  compris  entre  leurs  extrémités  non  com- 
munes représente  leur  somme. 

Toute  corde  passant  par  le  centre  est  un  diamètre  :  tous 
les  diamètres  sont  égaux,  puisqu'ils  équivalent  à  deux  fois  le 
rayon. 

La  circonférence  est  une  courbe  convexe^  c'est-à-dire  qu'elle 
ne  peut  être  coupée  par  une  droite  en  plus  de  deux  points. 
S'il  en  était  autrement,  on  pourrait  mener  du  centre  a  une 
même  droite  trois  droites  égales,  ce  qui  est  inadmissible.  En 
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effet,  d'un  point  à  une  droite  on  ne  peut  mener  plus  de  deux 
obliques  égales  (41,  44). 

THÉORÈME. 
89.  La  plus  grande  corde  qu'on  puisse  mener  dans  une  cir- 
conférence est  un  diamètre;  tout  diamètre  divise  le  cercle  et 
sa  circonférence  en  deux  parties  égales  (Jig.  49)- 
Soit  la  corde  AB;  menons  par  le  point  A  le  diamètre  AC  et 
joignons  le  centre  0  au  point  B.  Le  triangle 
''''^''  AOB  donne 


AB<AO  +  OB    ou    AB<AC. 


Si  Ton  plie  maintenant  la  Ggure  le  long 
du  diamètre  AC  pour  rabattre  la  partie  supé- 
rieure du  cercle  sur  sa  partie  inférieure»  les 
deux  portions  de  circonférence  déterminées 
par  le  diamètre  AC  se  recouvriront  complètement.  S'il  n'en 
était  pas  ainsi,  si  le  point  B,  par  exemple,  tombait  en  Bi,  les 
rayons  OD  et  OBi  seraient  inégaux,  de  sorte  qu'il  y  aurait  des 
points  de  la  circonférence  inégalement  éloignés  du  centre. 

THÉORÈME. 

90.  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  de  rayons 
égaux,  à  des  arcs  égaux  correspondent  des  cordes  égales 
[fig-  5o). 

Soient  les  deux  cercles  de  rayons  égaux  OA  et  IC;  ces  deux 

cercles  coïncideront  nécessaire- 
ment si  Ton  fait  coïncider  leurs 
centres.  On  peut  les  faire  coïn- 
cider de  manière  que  le  point  C 
tombe  au  point  A.  Si  l'on  sup- 
pose alors  que  l'arc  CD  soit  égal 
à  l'arc  AB,  le  point  D  tombera 

au  point  B.  Les  deux  cordes  CD  et  AB  coïncideront  donc  et 

seront  égales. 

THÉORÈME. 

91.  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux  y  à  un 
plus  grand  arc  correspond  une  plus  grande  corde. 

Il  est  bien  entendu  que  l'on  considère  toujours  des  arcs  plus 
petits  qu'une  demi-circonférence. 


GÉOMÉTRIE.  43 

Soient  le  cercle  IC  égal  au  cercle  OA  el  l'arc  AH  plus  grand 
que  l'arc  CD  {fig.  5o);  la  corde  AH  sera  plus  grande  que  la 
corde  CD. 

Prenons  l'arc  AB  égal  à  l'arc  CD;  la  corde  AB  sera  égale  à 
b  corde  CD  (90),  et  la  question  sera  ramenée  à  comparer  les 
deux  cordes  AH  el  AB.  Joignons  OB;  le  rayon  OB  se  trouvera 
Décessairement  dans  l'angle  AOH,  puisque  le  point  B  doit  se 
trouver  entre  les  points  A  et  H.  L'angle  AOB  sera  donc  plus 
pelii  que  l'angle  AOH.  Si  l'on  compare  alors  les  deux  triangles 
AOB  et  AOH  qui  ont  un  angle  inégal  compris  entre  deux 
côiés  égaux,  on  en  conclura  immédiatement  AH >AB  (38). 

9i,  Les  réciproques  des  deux  propositions  précédentes  sont 
évidentes  (W). 

Oq  voit  qu'il  existe  entre  deux  cordes  la  même  relation 
qa'enire  les  arcs  qu'elles  sous-lendent,  pourvu  que  ces  arcs 
soient  plus  petits  qu'une  demi-circonférence. 
Si  Ton  considérait  des  arcs  plus  grands  qu'une 
demi-circonférence,  la  corde  serait  d'autant 
plos  petite  au  contraire  que  l'arc  serait  plus 
grand. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  le  rapport  de 
deux  arcs  nest  pas  égal  à  celui  de  leurs  cordes. 

Si  Tare  AB  est  double  de  l'arc  AC,  la  corde 
,  ^  est  plus  petite  que  AC  +  CB,  c'est-à-dire  plus  petite  que 
j  le  double  de  la  corde  AC  {fig,  5i). 

! 

n.  —  Perpendiculaires  et  parallèles  dans  le  cercle. 

THÉORÈME. 

93.  Le  diamètre  perpendiculaire  à  une  corde  divise  en  deux 
parties  égales  cette  corde  et  les  arcs  qu'elle  sous-tend  {fig.  Sa). 

Soient  la  corde  CD  et  le  diamètre  AB  qui 
lai  est  perpendiculaire;  plions  la  Ogure  le  long 
du  diamètre  AB.  Le  point  D  tombera  sur  HC, 
puisque,  les  angles  en  H  étant  droits >  HD 
prend  la  direction  de  HC;  le  point  D  tom- 
bera aussi  sur  la  demi-circonférence  ACB: 
iMombera  donc  au  point  C.  HD  étant  égal  à 
:  BC,  le  point  H  est  le  milieu  de  la  corde  CD.  L'arc  BD  coïnci- 
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dani  avec  Tare  BC  ei  Tare  AD  coïncidant  avec  Tare  AC,  les  poinis 
B  et  A  sont  les  milieux  des  arcs  sous-lendus  par  la  corde  CD. 

Le  diamètre  AB  remplit  cinq  conditions  :  il  passe  par  le 
centre,  il  est  perpendiculaire  sur  la  corde  CD,  il  passe  par  son 
milieu  et  par  les  milieux  des  arcs  qu'elle  détermine.  Deux  de 
ces  conditions  suffisant  pour  déterminer  une  droiie  {k,  15,21  ), 
dès  qu'une  droite  remplira  deux  des  cinq  conditions  énon- 
cées, elle  remplira  forcément  les  trois  autres. 

Le  lieu  géométrique  des  points  milieux  d'un  système  de 
cordes  parallèles  est  évidemment  le  diamètre  mené  perpendi- 
culairement à  leur  direction. 

THÉORÈME. 

1)4-.  Deux  cordes  égales  sont  également  éloignées  du  centre, 
et  y  de  deux  cordes  inégales,  la  plus  petite  est  la  plus  éloignée 
du  centre  {fig,  53). 

Soient  les  deux  cordes  égales  AB  et  CD.  Abaissons  du 
centre  sur  ces  cordes  les  perpendiculaires 
OE  et  OF.  Les  points  E  et  F  seront  les  mi- 
lieux des  deux  cordes  (93).  Les  deux 
triangles  rectangles  EOB,  FOC,  seront  donc 
égaux  (W,  2°),  et  Ton  aura  OE  =  OF. 

Prenons  maintenant  un  arc  AG  plus  petit 
que  Tare  AB;  la  corde  AG  sera  plus  petite 
que  la  corde  AB  (91).  La  perpendiculaire 
OH  abaissée  du  centre  sur  la  corde  AG  coupera  nécessai- 
rement la  corde  AB  au  point  1,  car  les  points  0  et  H  sont  de 
côtés  différents  par  rapport  à  AB.  On  aura  donc  OI<COn.  01 
étant  une  oblique  à  AB,  on  aura  à  plus  forte  raison  OE<COH. 
La  réciproque  de  celte  proposition  est  évidente,  c'est-à-dire 
que  les  distances  des  cordes  au  centre  ont  entre  elles  la 
même  relation  inverse  que  les  longueurs  des  cordes  elles- 
mêmes,  sauf  dans  le  cas  d'égalité. 

THÉORÈME. 

95.  Trois  points  non  en  ligne  droite  déterminent  une  cir- 
conférence [fig.  54). 

Soient  les  trois  points  A,  B,  C,  non  situés  en  ligne  droite. 
Menons  les  droites  AB  et  BC.  Élevons  DF  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  AB,  EG  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  BC.  Ces 
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deux  perpendiculaires  se  rencontreront  en  un  point  0;  car, 

si  Ton  joint  DE,  la  somme  des  angles  internes  d'un  même 

côté  ODE  et  OED  est  inférieure  à  deux  angles  „.     ./ 

droits.  Le  point  O,  étant  à  la  fois  également 

distant  des  points  A  et  B  et  des  points  B  et  C, 

est  à  égale  distance  des  trois  points  A,  B,  C. 

Par  suite,  sî  du  point  0  comme  centre,  avec 

OA  pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence, 

elle  passe  par  les  trois  points  donnés.  Et  comme  il  n'y  a 

qu'un  point  0  à  égale  distance  des  points  A,  B,  C,  il  n'y  a  aussi 

qu'une  circonférence  passant  par  ces  points. 

D'après  ce  théorème,  trois  points  non  en  ligne  droite  suffi- 
sant pour  déterminer  une  circonférence,  dès  que  deux  circon- 
férences ont  trois  points  communs  (88),  elles  coïncident, 

96.  Lorsqu'une  droite  AB  rencontre  une  circonférence  en 
deux  points  A  et  B  [flg.  55),  on  dit  qu'elle  est  sécante  à  celte 
circonférence.  Si  la  sécante  AB  tourne  au- 
tour du  point  A  pour  venir  prendre  une  po- 
sition telle  que  AB',  le  second  point  d'in- 
tersection se  rapproche  du  premier.  Il  arrive 
an  moment  où,  la  sécante  venant  en  AC, 
les  deux  points  d'intersection  Bet  \se  réu- 
nissent en  un  seul.  On  dit  alors  que  la 
droite  AC  est  tangente  à  la  circonférence  au 

point  A,  qu'on  appelle  point  de  contact.  La  circonférence  étant 
une  courbe  convexe  (88),  la  tangente  AC  ne  peut  avoir  qu'un 
point  commun  avec  elle;  elle  la  touche  en  ce  point.  On  peut 
donc  définir  la  tangente  à  la  circonférence  une  droite  qui 
n'a  qu'un  point  commun  avec  elle;  mais  cette  définition, 
applicable  seulement  aux  courbes  convexes,  est  moins  gé- 
nérale que  la  précédente. 

THÉORÈME. 

97.  Toute  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un  rayon  est  tan- 
gente  à  la  circonférence  ;  réciproquement,  toute  tangente  à 
la  circonférence  est  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon 
mené  au  point  de  contact  {fig.  56). 

Soit  CD  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon  OA.  Toute 
droite  telle  que  OB  sera  oblique  par  rapport  à  CD.  On  aura 
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donc  OB>OA,  c'esl-à-dire  que  le  point  B  sera  extérieur  à 

circonférence.  Le  point  B  étant  quelconque,  la  droite  C 
n*dura  que  le  point  A  commun  avec  la  ci 
conférence;  elle  lui  sera  tangenle  en  ce  poin 
Supposons,  réciproquement,  que  la  droii 
CD  soit  tangente  à  la  circonférence  au  point  A 
Le  point  B  sera  extérieur  à  la  circonférence 
et  Ton  aura  OB  >0A.  Donc  OA  représente!! 
la  plus  courte  distance  du  centre  à  la  droil 

CD  et  sera  perpendiculaire  sur  cette  droite. 
Il  résulte  de  ce  théorème  que,  par  un  point  pris  sur  uik 

circonférence^  on  peut  toujours  mener  une  tangente,  mai 

une  seule. 
On  voit  aussi  qu'une  tangente  est  parallèle  au  système  dm 

cordes  que  le  diamètre  mené  au  point  de  contact  divise  en 

deux  parties  égales  (93). 

THÉORÈME. 

98.  Deux  parallèles  interceptent  sur  une  même  circonfé- 
rence des  arcs  égaux  (fig.  67). 

Soient  les  deux  parallèles  DE,  BC,  et  soit  la  tangente  FG  qui 
leur  est  parallèle.  Le  rayon  OA  mené  au 
point  de  contact  étant  perpendiculaire  aux 
cordes  D£,  BC,  le  point  A  est  le  milieu 
des  arcs  DE  et  BC,  et  l'on  a  arc  AD  =  arc  AE, 
i  y  arc  AB  =  arc  AC.  Il  en  résulte  évidemment 
\      ^       J        arcBD  =  arcCE. 

^__,^  Si  Ton  considérait  la  tangente  parallèle 

à  la  tangente  FG,  cette  tangenle  correspon- 
drait à  l'autre  extrémité  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  A: 
les  arcs  compris  entre  ces  deux  tangentes  seraient  donc  des 
demi-circonférences. 

THÉORÈME. 

99.  Pour  trouver  la  plus  courte  ou  la  plus  grande  distance 
d'un  point  à  la  circonférence,  il  faut  le  joindre  au  centre 
{fig-  58). 

Soit  le  point  A  extérieur  à  la  circonférence  dont  le  centre 
est  0.  Joignons  le  point  A  au  centre  ;  en  prolongeant  AO,  on 
obtient  deux  points  d'intersection  B  et  C.  Menons  une  droite 
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quelconque  AD.  Le  triangle  OAD  donne  OA<OD  -i-  AD.  Re- 
tranchant de  part  et  d'autre  le  rayon  OB  et  le  rayon  OD,  il 
reste  AB<[  AD.  On  a  de  même 

AO-f-OD>AD, 


ce  qui  revient  à  AC  >•  AD. 

Si  le  point  A  est  intérieur  à  la  cir- 
conférence, le  triangle  OAD  donne 

OD-OA<AD. 
et,  si  Ton  remplace  OD  par  son  égal  OB,  il  vient  encore 

AB<AD. 

Oo  a  de  même 

AD<OA-+-OD    ou    AD<AC. 

La  plus  courte  distance  cherchée  est  donc  AB;  la  plus 
grande  est  AC. 

On  appelle  normale  à  une  courbe  la  perpendiculaire  élevée, 
au  point  de  contact,  à  une  tangente  à  cette  courbe.  Dans  le 
cercle,  toutes  les  normales  concourent  au  centre  (97).  La  plus 
courte  et  la  plus  grande  distance,  que  nous  venons  de  déter- 
miner, se  confondent  avec  les  deux  normales  qu'on  peut 
mener  à  la  circonférence  par  le  point  donné.  La  distance  du 
point  A  à  la  circonférence  est  alors  la  normale  AB. 

m.  —  PositionB  mntnelles  de  deux  circonlérences. 
THÉORÈME. 

100.  Lorsque  deux  circonférences  se  coupent,  la  ligne  qui 
joint  leurs  centres  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la 
corde  commune. 

Deux  circonférences  qui  ne  coïncident  pas  ne  peuvent 
avoir  plus  de  deux  points  communs  (95)  :  on  dit  alors  qu*elles 
sont  sécantes. 

Cela  posé,  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la  corde 
commune  passe  par  les  centres  des  deux  circonférences  (93); 
elle  se  confond  donc  avec  la  ligne  des  centres. 

101.  Deux  circonférences  sont  tangentes,  lorsqu'elles  ont 
en  un  point  commun  une  tangente  commune. 
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Considérons  deux  circonrérences  sécantes.  Si  Tune  reste 
fixe,  et  que  l'autre  tourne  autour  de  Tun  de  ses  points  d'in* 
tersection  avec  la  première  circonférence,  de  manière  que  le 
second  point  d'intersection  se  rapproche  indéfiniment  du  pre- 
mier, la  corde  commune  devient  à  la  limite  (96)  une  tangente 
commune  aux  deux  circonférences  au  point  d'intersection 
invariable.  Le  point  de  contact  de  cette  tangente  commune 
est  nécessairement  sur  la  ligne  des  centres  dans  sa  position 
limite,  car  les  rayons  correspondants  des  deux  circonférences 
ne  peuvent  former  qu'une  seule  et  même  droite  (15). 

102.  Deux  circonférences  ne  peuvent  occuper  que  cinq 
positions  différentes  l'une  par  rapport  à  l'autre.  Elles  peuvent 
être  extérieures  l'une  à  l'autre,  tangentes  extérieurement ^ 
sécantes,  tangentes  intérieurement^  intérieures  l'une  à  l'autre. 

1°  Lorsque  deux  circonférences  sont  extérieures  l'une  à 
l'autre f  la  distance  des  centres  est  plus  grande  que  la  somme 
des  rayons  [Jig.  Sg).  On  a,  en  effet, 

00'=:::OA-+-AA'-f-0'A'    OU    00'>  OA  4"  O'A'. 

2''  Lorsque  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieure- 
ment,  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  somme  des  rayons 

Fig.  59.  Fig.  60. 


[fig,  60).  En  effet,  le  point  de  contact  des  deux  circonférences 
étant  sur  la  ligne  des  centres,  on  a 

00'  =  OA  +  0'A. 

3®  Lorsque  deux  circonférences  sont  sécantes,  la  distance 
des  centres  est  plus  petite  que  la  somme  des  rayons  et  plus 
grande  que  leur  différence  [fig.  6i). 

En  effet,  le  triangle  OBO'  donne 

00'<OB-+-0'B    et    00'>OB-0'B. 
4°  Lorsque  deux  circonférences  sont  tangentes  intérieure- 
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menl,  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  différence  des 
rayons  {Jig.  62).  En  effet,  le  point  de  contact  des  deux  circon- 
férences étant  sur  la  ligne  des  centres,  on  a 

00'  =  OA-0'A. 
5*  Lorsque  deux  circonférences  sont  intérieures  l'une  à 

Fig.  61.  Fîg.  62.  Fig.  63. 


l'autre,  la  distance  des  centres  est  plus  petite  que  la  différence 
des  rayons  [fig,  63).  En  effet,  Ton  a 

0O'  =  OA-O'A'^AV    ou    00'<OA-0'A'. 

Les  réciproques  de  ces  cinq  propositions  sont  évidentes  (40). 
Par  exemple,  si  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  somme 
des  rayons,  les  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieu 
rement.  En  effet,  si  elles  occupaient  une  des  quatre  autres 
poslUons  possibles,  la  distance  des  centres  serait  plus  grande 
ou  plus  petite  que  la  somme  des  rayons. 


IV.  —  Mesure  des  angles. 

103.  Comme  nous  Tavons  déjà  dit  en  Arithmétique,  le  rap- 
fort  de  deux  grandeurs  est  le  nombre  qui  mesure  la  première, 
lorsqu'on  prend  la  seconde  pour  unité. 

Lorsque  deux  grandeurs  sont  commensurables,  leur  rapport 
t%\.  commensurable  avec  Vanité,  c'est-à-dire  qu'il  est  exprimé 
par  un  nombre  entier  ou  fractionnaire.  Soient  deux  gran- 
deurs A  et  B;  désignons  leur  commune  mesure  par  m,  ei 
supposons  qu'on  ail  A  =  17 m,  8  =  9/11.  Le  rapport  de  A  à  B 
sera 

inm  in 

-i—      ou     —  • 
9^  9 


Lorsque  deux  grandeurs  sont  incommensurables,  leur  rap- 
port est  incommensurable  avec  l'unité,  c'est-à-dire  qu'il  ne 

DeC— CoarJ.  II.  4 
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peut  être  exprimé  ni  par  un  nombre  entier  ni  par  un  nombre 
fractionnaire.  Mais  on  peut  l'obtenir  avec  telle  approximation 
qu'on  veut  (11). 

Il  est  nécessaire  de  définir  ce  qu'on  doit  entendre  par  deux 
rapports  incommensurables  égaux.  Deux  rapports  incommen- 
surables sont  égaux  lorsqu'ils  ont  la  même  expression  numé< 
rique  pour  le  même  degré  d'approximation,  et  cela  quel  que 
soit  le  degré  d'approximation  choisi. 

THÉORÈME. 

104.  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux^  les 
angles  au  centre  égaux  correspondent  à  des  arcs  égaux,  et 
réciproquement  [fig.  64). 

On  appelle  angle  au  centre  un  angle  dont  le  sommet  se 

confond  avec  le  centre  de  la  cir- 
^*^-  ^^*  ^ ^         conférence  considérée.  Suppo- 
sons que  l'angle  AOB  soit  égal  à 
l'angle  A'O'B',  le  rayon  AO  étant 
/   \^y     y   /  \^  1     égsil  au  rayon  A'O'.  Les  deux 

triangles  AOB,    A'O'B',  seront 
égaux  d'après  le  deuxième  cas 
d'égalité.  La  corde  AB  étant  alors  égale  à  la  corde  A'B',  l'arc 
ABsera   égal  àl'arcA'B'  (92). 

Réciproquement,  si  l'on  suppose  l'arc  AB  égal  à  l'arc  A'B', 
la  corde  AB  sera  égale  à  la  corde  A'  B',  les  deux  triangles  AOB, 
A'O'B',  seront  égaux  d'après  le  troisième  cas  d'égalité,  et  l'on 
en  conclura  l'égalité  des  angles  AOB,  A'O'B'. 

THÉORÈME. 

105.  Le  rapport  de  deux  angles  quelconques  est  égal  à 
celui  des  arcs  compris  entre  leurs  côtés  et  décrits  de  leurs 

sommets  comme  centres  avec  un 
même  rayon  [Jig.  65). 

Soient  les  angles  AOC  et 
A'O'C.  Décrivons  de  leurs  som- 
mets comme  centres  avec  un 
même  rayon  les  arcs  AC,  A'C 
Supposons  d'abord  que  ces  arcs 
aient  une  commune  mesure  contenue  5  fois,  par  exemple. 


Fig. 

65. 

~P% 

X 

ik^ 

A 
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dans  Tare  AC,  el  3  fois  dans  Tare  A'  C.  Nous  aurons  alors  (  103  ) 

AC  _5 

A'C'"3* 

Joignons  aux  centres  0  et  0'  tous  les  points  de  division  des 
arcs  AC,  A'C  Nous  décomposerons  l'angle  AOG  en  5  angles 
partiels  tels  que  AOB,  et  l'angle  A'O'C  en  3  angles  partiels 
tels  que  A'O'  B'.  Tous  ces. angles  partiels,  correspondant  à  des 
arcs  égaux,  seront  égaux  entre  eux  (104.),  et  Tun  d'eux  pourra 
serfirde  commune  mesure  aux  angles  AOG,  A'O'C.  On  aura 
dooe 

AOG        5 
A'0'C'""3' 

Par  conséquent,  le  rapport  des  deux  angles  est  bien  alors  égal 
à  celui  des  deux  arcs  interceptés. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  arcs  AC  et  A' G'  n'aient 
pas  de  commune  mesure.  Divisons  Tare  A' G'  en  un  certain 
nombre  m  de  parties  égales;  désignons  para  Tune  de  ces 
parties.  Nous  aurons  A' G' =  ma.  Portons  a  sur  AG  autant  de 
fois  que  possible;  supposons  que  AG  contienne/?  fois  a,  plus 
un  reste  r,  inférieur  à  a  et  nécessairement  incommensurable 
avec  a  (s*il  n'en  était  pas  ainsi,  les  deux  arcs  considérés  au- 
raient une  commune  mesure).  Nous  aurons  AG  =  /ia  + r.  Il 
en  résultera 

AC  __pa-\-  r p       _r^ 

A.'  G'         ma     ""  m      ma 

La  fraction  -  étant  inférieure  à  i,  la  fraction  —  est  inférieure 
a  ma 

^      r^  *  P  »  1  .      AG 

a  -.  Par  suite,  —   représente  le  rapport  -rrTv»  avec   une 

approximation  marquée  par  —  * 

Si  Ton  joint  aux  centres  O  et  0'  tous  les  points  de  division 
des  arcs  AG,  A'G^  on  décomposera  l'angle  A'O'C  en  m  angles 
partiels  égaux  entre  eux  (nous  désignerons  l'un  de  ces  angles 
par  A)  et  l'angle  AOG  en/?  angles  partiels  égaux  à  A,  plus  un 
angle  R  Inférieur  à  A.  On  pourra  donc  écrire 

A'0'C'=mA    et    AOC=/?A  +  R. 

Il  en  résultera 

AOG        JPA-+-R 

Â^Ô^~"     /wA    ' 

4. 
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c'esi-à-dire 

AOC        p        R 

A'O'C      m    '  m  A 

R  R 

La  fraclion  -r  éianl  inférieure  à  i ,  la  fraclion  — r-  est  inférieure 
A  /wA 


à  —  •  Par  suite,  -^  représente  le  rapport  tttvTv»  ^^ec  une 


AOC 

nte  le  rapport  - 

approximation  marquée  par  —  • 

Pris  avec  le  même  degré  d'approximation,  les  deux  rap- 

^     AC    ,    AOC         ,  ,         .  .      ,         ,  ..  , 

ports  -jj^f  et  TTTwTv  sont  donc  égaux,  et  cela  quel  que  soil  le 

degré  d'approximation,  puisque  la  valeur  de  m  est  complète- 
ment arbitraire.  Le  théorème  subsiste  donc  encore,  lors  même 
que  le  rapport  des  arcs  est  incommensurable. 

Le  mode  de  raisonnement  dont  nous  venons  de  faire  usage 
est  complètement  général;  dans  tous  les  cas  analogues  à  celui 
que  nous  venons  de  traiter,  nous  ne  le  répéterons  donc  pas, 
et  nous  renverrons  à  ce  qui  précède. 

THÉORÈME. 

106.  Si  Von  fait  correspondre  l'unité  d'arc  à  V  unité  d'angle, 
la  mesure  de  l'angle  est  exprimée  par  le  même  nombre  abs- 
trait que  la  mesure  de  l'arc  qu'il  intercepte  sur  une  circon- 
férence décrite  de  son  sommet  comme  centre  avec  un  rayon 
quelconque. 

Il  est  naturel  de  choisir  l'angle  droit  pour  unité  d'angle  (  16]. 
Menons  par  le  centre  d'une  circonférence 
deux  diamètres  AA',  BB',  perpendiculaires 
entre  eux  {fig.  66).  On  forme  ainsi  quatre 
angles  au  centre  égaux  entre  eux  :  il  en  est 
donc  de  même  des  arcs  correspondants  , 
(104-).  A  l'angle  droit  correspond  par  suite 
un  quart  de  circonférence,  et  nous  de- 
vrons prendre  ce  quart  de  circonférence 

ou  quadrant  pour  unité  d'arc. 
Si  l'on  veut  comparer  l'angle  quelconque  AOC  à  l'angle 

droitAOB,  ona  (105) 

AOCAC  AOC  _  AC 

AOB^AB    ^"      i^^   ^  i^^' 
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Le  premier  membre  de  régalilé  exprime  la  mesure  de  l'angie 
AOC,  le  second  membre  exprime  la  mesure  de  Tare  AC.  Le 
même  nombre  absirait  représente  donc  bien  les  deux  me- 
sures. 

Si  Ton  dit  souvent  qu'un  angle  a  pour  mesure  son  arc,  c'est 
seulement  pour  abréger  le  discours.  On  doit  dire  :  La  mesure 
de  l'angle  est  égale  à  celle  de  l'arc  qu'il  intercepte. 

107.  Pour  faciliter  l'expression  des  arcs,  on  a  divisé  la  cir- 
conférence en  36o  parties  égales  appelées  degrés;  chaque  de- 
gré, en  60  parties  égales  appelées  minutes;  chaque  minute, 
en  60  parties  égales  di^i^eXées  secondes.  Le  quart  de  la  circon- 
férence renferme  90  degrés  ou  54oo  minutes  ou  824000  se- 
condes. On  indique  un  arc  de  82  degrés  aS  minutes  27  se- 
condes en  écrivant  82°25'i7". 

Un  angle  de  82"  25'  17"  est  alors  un  angle  qui  intercepterait 
an  arc  de  82*25' 17*' sur  une  circonférence  décriie  de  son 
sommet  comme  centre  avec  un  rayon  quelconque.  Pour  com- 
parer cet  angle  à  l'angle  droit,  il  faut  comparer  82°  25' 17"  à  90*». 
Pour  effectuer  cette  comparaison,  on  doit  exprimer  en  se- 
condes le  nombre  complexe  82" 25'  i'}"  {voir  t.  I,  arithmé- 
tique) et  remplacer  go»  par  824000".  On  trouve  ainsi  pour  le 
î 167 17 


rapport  cherché 


824000 
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108.  La  mesure  d'un  angle  inscrit  est  égale  à  la  mesure 
de  la  moitié  de  l'arc  compris  entre  ses  côtés. 

On  appelle  angle  inscrit  un  angle  formé  par  deux  cordes 
qui  se  coupent  en  un  même  point  de  la  cir- 
conférence. 

Nous  distinguerons  trois  cas  [Jlg.  67). 

Le  centre  de  la  circonférence  peut  tomber 
î^urTun  des  côtés  de  l'angle.  Soit,  par  exemple, 
l'angle  ABC.  Joignons  OA.  Le  triangle  AOB 
sera  isocèle,  et  l'angle  A  sera  égal  à  l'angle  B. 
L'angle  AOC  extérieur  au  triangle  AOB,  étant 
cgal  à  la  somme  des  deux  angles  intérieurs  qui  ne  lui  sont  pas 
adjacents  (60),  est  égal  au  double  de  Tangle  ABC.  Comme 
angle  au  centre,  Tangle  AOC  a  la  même  mesure  que  son  arc  AC: 
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Tangle  ABC,  qui  en  est  la  moitié,  a  donc  pour  mesure  celle  de 
la  moitié  de  Tare  AC(105). 

Supposons  que  le  centre  de  la  circonférence  tombe  entre 
les  deux  côtés  de  l'angle,  et  considérons  l'angle  ABD.  On 
mènera  par  le  sommet  B  le  diamètre  fiC.  L'angle  ABD  étant  la 
somme  des  angles  ABC,  CBD,sa  mesure  est  égale  à  la  somme 
de  leurs  mesures.  Elle  est  donc  encore  la  même  que  celle  de 
la  moitié  de  l'arc  AD. 

Enfin,  si  le  centre  est  extérieur  à  l'angle  considéré  ABE, 
on  mènera  encore  le  diamètre  BC.  L'angle  ABE  étant  la  dififé- 
rence  des  angles  EBC,  ABC,  sa  mesure  est  égale  à  la  différence 
de  leurs  mesures,  c'est-à-dire  à  celle  de  la  moitié  de  l'arc  A£. 

GOROLLAmES. 

109.  La  mesure  de  V angle  formé  par  une  tangente  et  une 
corde  aboutissant  au  point  de  contact  est  égale  à  la  mesure 
de  la  moitié  de  l'arc  sous-tendu  par  la  corde  [fig>  68). 

Soit  l'angle  BAC.  Par  le  point  C,  menons  CE  parallèle  à  ia 
tangente  BD  :  les  arcs  AC  et  AE  seront 
égaux  (98).  Les  angles  BAC,  ACE,  sont 
d'ailleurs  égaux  comme  alternes-internes. 
La  mesure  de  l'angle  BAC  est  donc  égale  à 
la  mesure  de  l'angle  ACE,  c'est-à-dire  qu'elle 
est  égale  à  celle  de  la  moitié  de  l'arc  AE 
ou  de  son  égal  AC. 
La  moitié  de  l'arc  AC  correspondant  à  la  mesure  de  l'angle 
BAC,  la  moitié  de  l'arc  AEC  correspondra  à  celle  de  l'angle 
supplémentaire  CAD;  car  la  somme  des  mesures  de  deux 
angles  supplémentaires  doit  être  égale  à  la  mesure  de  deux 
angles  droits  ou  à  une  demi-circonférence. 

110.  On  appelle  segment  la  portion  de  surface  circulaire 
comprise  entre  un  arc  et  sa  corde  :  à  chaque 
corde,  correspondent  deux  segments. 

Tous  les  angles  inscrits  dans  un  même 
segment,  c'est-à-dire  ayant  leurs  sommets 
^K- ^B       sur  l'arc  du  segment  et  leurs  côtés  termi- 
nés aux  extrémités  de  sa  corde,  sont  égaux. 
En  effet,  tous  les  angles  tels  que  ACB,  ADB, 
AEB,  correspondent  au  même  arc  AB  et  ont  la  même  mesure 
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Lorsque  le  segment  considéré  est  un  demi-cercle,  les  angles 
inscrits  sont  droits,  puisque  leur  mesure  correspond  au  quart 
de  la  circonférence. 

Suivant  que  le  segment  considéré  est  plus  petit  ou  plus 
grand  qu'un  demi-cercle,  les  angles  qui  y  sont  inscrits  sont 
obtus  ou  aigusy  puisque  leur  mesure  est  alors  plus  grande  ou 
plus  petite  que  celle  d'un  angle  droit. 

On  dit  qu'un  segment  de  cercle  est  capable  d'un  angle 
donné,  lorsque  les  angles  inscrits  dans  ce  segment  sont  égaux 
à  l'angle  considéré. 

THÉORÈME. 

111.  La  mesure  de  l'angle  formé  par  deux  sécantes  qui  se 
croisent  à  l'intérieur  de  la  circonférence  est  égale  à  la  somme 
des  mesures  des  arcs  interceptés  par  les  côtés 
de  l'angle  et  leurs  prolongements  (fig.  70). 

Soit  l'angle  BAC.  Ses  côtés  interceptent  l'arc 
BC,  ses  côtés  prolongés  interceptent  l'arc  DE. 
Joignons  CD.  L'angle  BAC  extérieur  au  triangle 
CAD  est  égal  à  la  somme  des  deux  angles  inté- 
rieurs D  et  C.  Sa  mesure  est,  par  suite,  égale  à  la 
somme  des  mesures  de  ces  deux  angles.  Elle  équivaut  donc 
à  la  moitié  de  l'arc  BC,  augmentée  de  la  moitié  de  l'arc  DE. 

THÉORÈME, 

112,  La  mesure  de  l'angle  formé  par  deux  sécantes  qui  se 
croisent  à  l'extérieur  de  la  circonférence  est  égale  à  la  dif- 
férence des  mesures  des  arcs  interceptés  par 

les  côtés  de  l'angle  [fig,  71).  ï^»g-  7'- 

Soitl'angle  BAC,  dont  les  côtés  interceptent 
les  arcs  BC  et  DE.  Joignons  CD.  L'angle  BDC 
extérieur  au  triangle  ACD  est  égal  à  la  somme 
des  angles  intérieurs  A  et  C.  L'angle  BAC  est 
donc  égal  à  la  différence  des  angles  BDC  et  y 

DCE.  Sa  mesure  est  alors  égale  à  la  différence        ^^        ^  ^' 
des  mesures  de  ces  deux  angles,  c'est-à-dire 
qu'elle  équivaut  à  la  moitié  de  l'arc  concave  BC,  diminuée 
de  la  moitié  de  l'arc  convexe  DE. 

Le  théorème  subsiste,  l'une  des  sécantes  ou  toutes  les  deux 
devenant  tangentes. 
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COROLLAIRES. 

113.  Le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  droite  donnée 
sous  un  angle  donné  est  formé  de  deux  arcs  de  cercle  pas- 
sant par  les  extrémités  de  cette  droite* 

Fig.  72.  (/gr-72). 

Soient  la  droite  donnée  ÂB  ei  un  point 
C  du  lieu,  silué  au-dessusdeAB  :  l'angle 
ACB  esi  alors  égal  à  l'angle  donné.  Con- 
sidérons la  circonférence  déterminée  par 
les  trois  points  A,  B,  C.  Tout  point  M 
de  cette  circonférence  appartient  au  lieu; 
car  l'angle  AMB  est  égal  à  Tangle  ACB 
comme  inscrit  dans  le  même  segment 
(110).  Aucun  point  Ecj;/<$r/ear  et  aucun 
point  I  intérieur  à  cette  circonférence 
ne  peuvent  appartenir  au  lieu  énoncé;  car  l'angle  A£B  est 
moindre  (112)  et  l'angle  AIB  est  plus  grand  (111)  que  l'angle 
ACB.  L'arc  AMCB  représente  donc,  au-dessus  de  AB,  le  lieu 
cherché. 

Si  l'on  plie  la  figure  autour  de  AB,  on  obtient  l'arc  AM'C'B, 
identique  au  premier  arc,  et  qui  représente  évidemment,  au- 
dessous  de  AB,  le  lieu  cherché. 

En  résumé,  le  lieu  des  points  d'où  Von  voit  la  droite  donnée 
VB  saus  l'angle  donné  ACB  se  compose  de  deux  arcs  de  cercle 
égaux  entre  euxy  symétriques  (  *)  par  rapport  à  AB  et  passant 
par  les  extrémités  X  et  B, 

Les  arcs  restants  ANB,  AN'B,  représentent  à  leur  tour  le  lien 
des  points  d'où  l'on  voit  la  droite  AB  sous  un  angle  supplé- 
mentaire de  l'angle  donné  ACB  (108). 

Si  l'angle  donné  est  droit,  les  deux  arcs  AMCB,  AM'C'B, 
deviennent  les  demi-circonférences  décrites  sur  AB  comme 
diamètre  (110).  Le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  droite 
donnée  sous  un  angle  droit  est  donc  la  circonférence  décrite 
sur  cette  droite  comme  diamètre. 


(')  Deux  points  sont  dits  sjrmétriques  par  rapport  à  une  droite,  lorsque  celte 
droite  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  con- 
sidérés. Deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à  une  droite,  lorsque  chaque 
point  de  Tune  a  son  symétrique  sur  l'autre. 


/■/  '"~^'; 
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114.  Les  angles  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  une 
circonférence  sont  supplémentaires. 

On  dil  qu'un  quadrilatère  est  inscrit  dans  une  circonfé- 
rence,  lorsque  ses  quatre  sommets  sont  sur  cette  circonfé- 
rence. 

Soit  le  quadrilatère  ABCD  [Jig.  73).  La  mesure  de  l'angle  A 
correspond  à  la  moitié  de   I  arc  BCD  (108),  p.      , 

celle  de  l'angle  C  correspond  à  la  moitié  de  ^ 

l'arc  BAD.  La  somme  des  mesures  des  deux         X/ 
angles  A  et  C  équivaut  donc  à  une  demi-cir- 
conférence, c'est-à-dire  que  ces  angles  sont     /..  ' 
supplémentaires.                                                                  ^^^l 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie.  ^ 

Tout  quadrilatère  dans  lequel  deux  angles  opposés  sont  sup- 
plémentaires est  inscriptible. 

Supposons  que  les  angles  A  et  C  remplissent  cette  condi- 
tion. Si  l'on  fait  passer  une  circonférence  par  les  trois  som- 
mets D,  A,  B,  elle  passera  par  le  quatrième  sommet  C;  car,  s'il 
n'en  était  pas  ainsi,  la  mesure  de  l'angle  C  serait  plus  grande 
ou  plus  petite  que  celle  de  la  moitié  de  l'arc  BAD  (111, 112)  ; 
cei  angle  ne  serait  donc  pas  le  supplément  de  l'angle  A. 

V.  -  Problèmes  graphiques  sur  la  ligne  droite  et  la  circonférence 

de  cercle. 

115.  Résoudre  graphiquement  un  problème,  c'est  con- 
struire certaines  figures  devant  satisfaire  à  des  conditions  dé- 
terminées. L'exactitude  de  la  solution  dépend  de  l'exactitude 
des  constructions.  On  ne  doit  employer,  au  point  de  vue  élé- 
mentaire, que  la  ligne  droite  et  la  circonférence  de  cercle, 
c'est-à-dire  que  les  lignes  qu'on  peut  tracer  à  l'aide  de  la  règle 
et  du  compas. 

Nous  ne  dirons  rien  de  l'usage  et  de  la  vérification  de  ces 
instruments,  bien  connus  du  lecteur.  Nous  ferons  seulement 
remarquer  qu'on  doit  toujours  éviter  de  déterminer  un  point 
par  l'intersection  de  deux  lignes  se  coupant  sous  un  angle 
trop  aigu.  Dans  ce  cas,  en  effet,  par  suite  de  l'épaisseur  des 
lignes  tracées,  elles  semblent  coïncider  dans  une  étendue 
plus  ou  moins  grande,  et  il  y  a  incertitude  sur  la  position  du 
point  cherché. 

Les  questions  très  simples  que  nous  allons  traiter  permet- 
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lenl d'arriver  à  la  solution  graphique  de  la  plupandes  problèmes 
de  Géométrie. 

PROBLÈME. 

116.  Construire  un  angle  égal  à  un  angle  donné  [fig.  74). 
Soit  Tangle  donné  A.  Du  sommet  A  comme  centre,  décri- 
vons entre  les  côtés  de  cet 

*^'  ^^'         ^  angle   un  arc   DE.   Traçons 

une  droite  BC  et,  du  point  B 
comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  AD,  décrivons  Tare  de 
cercle  indéfini  FG.  Sur  cet 
arc,  à  partir  du  point  F,  por- 
tons une  ouverture  de  compas  FH,  égale  à  la  corde  DE. 
L'angle  HBF  est  égal  à  l'angle  donné,  d*après  l'égalité  des 
arcs  FH,  DE  (104). 

Cette  construction  permet  de  trouver  le  troisième  angle 
d'un  triangle,  quand  on  connaît  les  deux  autres  (59). 

PROBLÈME. 

117.  Construire  un  triangle^  connaissant  un  angle  et  les 

deux  côtés  qui  le  comprennent 
Fie.  75.  [fig.i5). 

On  donne  l'angle  G  et  les  côtés 
a  et  b.  Construisons  un  angle  égal 
à  l'angle  C,  et  prenons  sur  les 
côtés  de  cet  angle,  à  partir  du 
sommet  C,  des  longueurs  égales 
aux  côtés  a  et  6. Le  triangle  ACB  sera  évidemment  le  triangle 
demandé.  On  aurait  pu  renverser  l'ordre  dans  lequel  on  a 
porté  les  côtés  a  et  ^  .•  on  aurait  obtenu  le  même  triangle 
retourné. 

PROBLÈME. 

118.  Construire  un  triangle^  connaissant  un  côté  et  deux 

Fig.76.  angles  [Jig.  76). 

On  peut  toujours  supposer 
que  les  deux'angles  donnés  B 
et  C  sont  adjacents  au  côté  a 
(59)^  Prenons  une  longueur  BC 
égale  à  a.  Au  point  B,  con- 
struisons un  angle  ABC  égal  à  l'angle  donné  B;  au  point  C, 
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un  angle  ACB  égal  à  Tangle  donné  C.  Les  deux  droites  BA  et 
CA  se  couperont  au  point  A,  et  le  triangle  BAC  sera  le  triangle 
demandé. 

On  aurait  pu  renverser  Tordre  dans  lequel  on  a  construit  les 
angles  B  et  C,  c'est-à-dire  faire  l'angle  C  au  point  B  et  Tangle  B 
au  point  C  :  on  aurait  obtenu  le  même  triangle  retourné. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  somme 
des  angles  donnés  B  et  C  soit  inférieure  à  deux  angles  droits 
(59,55). 

PROBLÈME. 

119.  Construire  un  triangle,  connaissant  ses  trois  côtés 
ifig'  77)- 

Soient  a,  b,  c,  les  trois  côtés  donnés.  On  prendra  une  lon- 
gueur BC  égale  à  a.  Du  point  B  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  c,  on  décrira  un  arc 
de   cercle.    Du    point    C 


Fig.  77. 


a\- 


comme   centre,  avec    un 

rayon  égal  à  fr,  on  décrira 

on  autre  arc  de  cercle.  Si 

les  trois  côtés  donnés  sont 

bien  ceux  d'un  triangle,  le  côté  a  sera  plus  petit  que  la 

somme  des  côtés  ft  et  c  et  plus  grand  que  leur  différence  (35). 

c'est-à-dire  que  la  distance  des  centres  des  deux  arcs  sera  plus 

petite  que  la  somme  de  leurs  rayons  et  plus  grande  que  la 

différence  de  ces  mêmes  rayons  :  ces  deux  arcs  se  couperont 

donc  (102,  3<»)  en  un  point  A,  qui  sera  le  troisième  sommet  du 

triangle  demandé. 

Les  arcs  de  cercle  se  couperont  aussi  au-dessous  de  la  ligne 
des  centres  (fig.  78),  en  un  point  A',  et  le  triangle  A'BC  ré- 
pondra encore  à  la  question.  La  ligne  AA', 
qui  joint  les  deux  sommets  A  et  A',  sera 
coupée  perpendiculairement  par  BC  en  deux 
parties  égales  (100).  On  dit  alors  que  les 
deux  triangles  ABC,  A'BC,  sont  symétriques. 
Si  Ton  échangeait  les  rayons  c  et  6,  on  ob- 
tiendrait deux  nouveaux  triangles  A,BC, 
A'.BC,  symétriques  par  rapport  à  BC,  qui 
ne  seraient  que  les  triangles  ABC,  A'BC, 
retournés.  On  peut  remarquer  que  les 
quatre  triangles  BHC,  AHA„  BH'C,  A'H'A',,  sont  nécessaire- 


Fig  78. 
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ment  isocèles.  La  perpendiculaire  II'  élevée  au  milieu  O 
de  BC  passe  donc  par  les  milieux  I  et  F  des  droites  AA,, 
A' A',,  parallèles  à  BC.  Les  sommets  A  et  A,,  A'  et  A'„  sonl 
donc  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  la  perpendicu- 
laire élevée  sur  le  milieu  de  BC. 

Lorsque  deux  figures  planes  quelconques  ont,  comme  les 
deux  triangles  BAC,  BA'C,  leurs  sommets  symétriques  par 
rapport  à  un  même  axe,  elles  sonl  égales,  c'est-à-dire  qu'elles 
peuvent  coïncider,  comme  les  deux  triangles  désignés,  par 
renversement  ou  rotation  autour  de  Taxe. 

PROBLÈME. 

120.  Construire  un  triangle,  étant  donnés  deux  côtés  et 
l'angle  opposé  à  l'un  d'eux. 

Soient  donnés  les  côtés  6  et  a  et  Tangle  B.  Le  côté  b  peut 
être  plus  petit  ou  plus  grand  que  le  côté  a;  il  peut  lui  être 
égal. 
Supposons  6  < a.  Construisons  [fig.  79)  un  angle  égal  à 

l'angle  donné  B.  Prenons  sur 
^^'  '^^'         ^.  Tun  des  côtés  de  cet  angle  une 

longueur  BC  égale  à  a.  Du 
point  C  comme  centre,  avec  h 
pour  rayon,  décrivons  un  arc 
de  cercle  qui  coupera  l'autre 
côté  de  l'angle  en  deux  points 
A  et  A'.  Les  deux  triangles  BCA,  BCA',  rempliront  les  condi- 
tions de  l'énoncé. 

Pour  que  le  problème  soit  possible  dans  le  cas  considéré, 
il  faut  que  l'angle  donné  B  soit  aigu  (59,32). 

Si  l'on  avait  h  =  CD,  CD  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  C  sur  le  second  côté  de  l'angle  B,  l'arc  de  cercle  décrit 
du  point  C  serait  tangent  au  second  côté  de  l'angle,  et  il  nV 
aurait  plus  qu'une  solution,  qui  serait  le  triangle  rectangle 
BCD. 

Si  6  est  >«  {Jig.  80),  le  second  point  d'intersection  A'  se 
trouve  rejeté  au-dessous  du  point  B,  et  le  second  triangle  BCA' 
ne  répond  pas  à  la  question,  puisqu'il  renferme  le  supplément 
de  l'angle  donné  B  au  lieu  de  cet  angle  lui-même.  Dans  ce  cas, 
l'angle  B  peut  être  obtus.  S'il  est  droit,  les  deux  solutions 
conviennent;  mais  elles  n'en  font  en  réalité  qu'une  seule, 
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parce  qu'un  triangle  rectangle  est  déterminé  lorsqu'on  connaît 
son  hypoténuse  et  Tun  des  côtés  de  l'angle  droit  (  W,  2«). 

Si  b  est  égal  à  a,  le  second  point  d'intersection  A'  se  confond 
avec  le  point  B  :  il  n'y  a  qu'une  solution,  qui 
est  le  triangle  isocèle  BCA.  ^''^-  ^°- 

Le  problème  n'est  d'ailleurs  possible  dans 
aucun  cas,  lorsque  le  côté  b  est  inférieur  à 
la  perpendiculaire  CD,  plus  courte  distance 
du  point  C  au  second  côté  de  l'angle  B. 

£n  résumé,  un  triangle  n'est  pas  déler- 
miné  par  la  connaissance  de  deux  de  ses 
côtés  et  de  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux.  Il  faut  examiner  les 
données  pour  savoir  s'il   n'y  a  qu'une  seule  réponse  à  la 
question. 

D'ailleurs,  le  seul  cas  où  il  puisse  y  avoir  deux  solutions  est 
celui  oà,  l'angle  donné  étant  aigu,  le  côté  opposé  à  cet  angle 
est  le  plus  petit  des  deux  côtés  donnés, 

PROBLÈME. 
121.  Construire  un  parallélogramme,  étant  donnés  deux 
côtés  adjacents  \  et  B  et  Fi    8i 

l'angle   C    ^a'iV*  forment     ^^ ^ 

Cette    question    revient  / 

évidemment   à   construire     „Z_ Z 

un  triangle  £DF,  dont  on 

connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris;  puis  un  triangle  £FG, 

dont  on  connaît  les  trois  côtés. 

PROBLÈME. 

i^.  Par  un  point  donné  sur  une  droite  donnée,  élever  une 
perpendiculaire  à  cette  droite  [Jig.  82  ). 

Soit  la  droite  AB.  De  part  et  d'autre  du  ^ 

point  donné  C,  on  détermine  des  longueurs 
égales  CA  et  CB.  Des  points  A  et  B  comme 
centres,  avec  un  même  rayon  plus  grand 
que  la  moitié  de  AB  ou  que  AC,  on  décrit 
deux  arcs  de  cercle  qui  se  coupent  en  D, 
puisque  la  distance  des  centres  est  plus  petite  que  la  somme 
des  rayons  et  plus  grande  que  leur  différence  qui  est  nulle. 


62  GÉOMÉTRIE. 

La  droite  CD  sera  la  perpendiculaire  demandée,  car,  les  deux 
points  C  et  D  étant  également  éloignés  des  points  A  et  B,  CD 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB  {h6). 

La  construction  est  d'autant  plus  exacte  que  les  points  C  et 
D  sont  plus  éloignés  l'un  de  l'autre  :  deux  points  étant  très 
rapprochés,  une  erreur  très  petite  sur  la  position  de  l'un  d'eux 
en  produit  en  effet  une  très  grande  sur  la  direction  de  la  droite 
qui  les  joint. 

On  peut,  comme  vérification,  déterminer  au-dessous  de  AB 

un  troisième  point  de  la  perpendiculaire  CD. 

Si  l'on  ne  pouvait  pas  prolonger  la  droite  AB  au  delà  du 

point  B,  et  si  la  perpendiculaire  devait 

^*^'  ^^'  être  élevée  au  point  B,  on  pourrait  opérer 

comme  il  suit. 

D'un  point  C  pris  hors  de  la  droite  AB 
(/ig.  83),  on  décrirait  une  circonférence 
ayant  CB  pour  rayon.  Cette  circonfé- 
rence couperait  AB  en  un  second  point  D. 
On  mènerait  le  diamètre  DCE,  et  la  droite 
BE  serait  la  perpendiculaire  demandée;  car  l'angle  DBE  est 
droit  comme  inscrit  dans  une  demi-circonférence  (110). 

PROBLÈME. 

123.  Par  un  point  pris  hors  d'une  droite^  lui  mener  une 

perpendiculaire  (Jig.  84  ). 
Fig.  84. 

Du  point  donné  C,  avec  un  rayon  con- 
venable, on  décrit  un  arc  de  cercle  qui 
coupe  la   droite   donnée   AB    en   deux 
^ —       points  A  et  B.  Des  points  A  et  B  comme 
centres,  avec  un  même  rayon  plus  grand 
^,  que  la  moitié  de  AB,  on  décrit  deux  arcs 

de  cercle  qui  se  coupent  en  E  au-dessous 
de  AB.  La  ligne  CE,  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  AB,  est  la  perpendiculaire  demandée. 

PROBLÈME. 

i2h'.  Division  d'une  droite,  d'un  arc  ou  d'un  angle,  en  deux 
parties  égales. 

Pour  diviser  la  droite  AB  en  deux  parties  égales  (y?g.  85). 
des  points  A  et  B  comme  centres,  avec  un  même  rayon  nota- 
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blemenl  plus  grand  que  la  moitié  de  AB,  on  décrit  deux  arcs 
de  cercle  qui  se  coupent  en  deux  points  C  etD,  au-dessus  et 
ao-dessous  de  AB.  La  droite  CD,  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  AB,  détermine  le  milieu  E  de  cette  ligne.  On  voit  que  le 

Fig.  85. 


^ 


>CK 


problème  proposé  revient  à  celui-ci  :  Élever  une  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  d'une  droite. 

Si  Ton  veut  diviser  l'arc  AB  ou  l'angle  AOB  en  deux  parties 
égales  (fig.  86),  on  détermine  comme  précédemment  un  point 
£  à  égale  distance  des  points  A  et  B.  En  joignant  ce  point  E 
ao  centre  de  l'arc  ou  au  sommet  de  l'angle,  c'est-à-dire  au 
point  0,  on  a  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la 
corde  AB.  Cette  perpendiculaire  divise  l'arc  AB  au  point  D  en 
deux  parties  égales  (93);  elle  divise  donc  aussi  l'angle  AOB  en 
deux  parties  égales  (104). 

En  appliquant  cette  construction  aux  moitiés  obtenues  et 
en  continuant  de  la  même  manière,  on  voit  qu'on  pourra  par- 
tager une  droite,  un  arc  ou  un  angle,  en  un  nombre  de  divi- 
sions marqué  par  une  puissance  quelconque  de  2. 


Fig.  87. 


PROBLÈME. 

125.  Retrouver  le  centre  d'une  circonférence  ou  d'un  arc  de 
cercle  (fig.  8']).     ■ 

On  marquera  trois  points  A,  B,  C,  sur  la 
circonférence  ou  l'arc  donné;  on  obtiendra 
ainsi  deux  cordes  AB  et  BC.  On  élèvera  la 
perpendiculaire  DE  sur  le  milieu  de  AB,  la 
perpendiculaire  FG  sur  le  milieu  de  BC. 
Ces  deux  perpendiculaires  se  croiseront 
en  un  point  0  qui  sera  le   centre  cherché  (95). 
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PROBLÈME. 

126.  Par  un  point  donnée  mener  une  parallèle  à  une  droite 
donnée. 

Soient  la  droite  BC  et  le  point  A  [Jig.  88).  Par  le  point  A, 

gg  on  mène  une  droite  quelconque  AC  qui 

vienne  couper  BC  au  point  C.  On  fait  en- 

"T^r~ i"~"     suite  avec  AC,  en  prenant  le  point  A  pour 

;  '^'^--^-/  sommet,  un  angle  CAD  égal  à  l'angle  ACB. 

^  ^  AJ)  est  la  parallèle  demandée,  puisque 

les  angles  égaux  formés  sont  ahernes-internes   par  rapport 
aux  droites  BC,  AD,  coupées  par  la  sécante  AC. 

On  aurait  pu  aussi  mener  une  droite  quelconque  telle  que 
AB,  et  achever  le  parallélogramme  ABCD,  dont  les  deux  côtés 
adjacents  AB,  BC,  comprennent  Tangle  ABC  (121). 

On  aurait  pu  abaisser  du  point  A  une  perpendiculaire  A£  sur 

BC  {fig.  89)  ;  puis,  au  point  F,  élever  FD  perpendiculaire  sur 

BC.  Si  Ton  prend  FD  égale  à  AE,  le  point 

^*^*  ^'  D  appartient  à  la  parallèle  menée  par  le 

point  A  à  la  droite  BC  (70). 

On  aurait  pu  encore  prendre  un  point  0 
quelconque  sur  BC  [Jig,  89),  et  du  point  0 
comme  centre,  avec  OA  pour  rayon,  dé- 
crire  une  demi -circonférence  arrêtée  aux   points  B  et  C. 
Portant  alors  la  distance  BA  de  C  en  D,  le  point  D  appartient 
à  la  parallèle  menée  par  le  point  A  à  BC  (98). 

SCOLIB. 

127.  On  peut  abréger  toutes  les  constructions  que  nous  ve- 
nons d'indiquer  à  Taide  de  Véquerre  et  du  rapporteur.  On 
pourra  notamment,  en  se  servant  de  Téquerre  et  de  la  pro- 
priété des  angles  correspondants,  tracer  très  exactement  des 
parallèles.  Nous  n'entrerons  dans  aucun  détail  sur  ces  instru- 
ments (  *  ),  dont  la  pratique  de  l'art  du  dessin  a  dû  rendre  l'em- 
ploi familier  à  tous  nos  lecteurs. 

(*)  Voir  Traité  de  Géouétbie,  par  Eugène  Rouché  et  Ch.  de  Comberousse, 
4*  édition,  ou  Éléments  de  Géométrie,  par  les  mêmes,  3*  édition. 
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Fig.  90. 


PROBLEME. 

128.  Par  un  point  donné  hors  d'un  cerclcy  mener  une  tan- 
génie  à  ce  cercle  [fig>  90). 

Soient  le  cercle  dont  le  centre  est  0,  et  le  point  A.  Joignons 
OA  et,  sur  OA  comme  diamètre,  décri- 
▼ODS  une  circonférence  qui  rencontrera 
forcément  la  circonférence  donnée  en 
deux  points  B  et  B'.  Les  droites  AB  et 
AB'  seront  les  tangentes  demandées.  En 
effet,  les  angles  OBA  et  OB' A  sont  droits 
comme  angles  inscrits  dans  une  demi- 
circonférence.  Les  droites  AB,  AB',  sont  donc  perpendiculaires 
arexirémiié  des  rayons  OB,  OB'  (96). 

Remarquons  l'égalité  des  deux  triangles  rectangles  OBA, 
OB'A,  qui  ont  la  même  hypoténuse  OA  et  OB  ==0B'.  On  en 
conclut  l'égalité  des  deux  tangentes  AB  et  AB',  et  celle  des 
deux  angles  OAB,  OAB'. 

Ainsi,  par  un  point  pris  hors  d'un  cercle,  on  peut  lui  mener 

deux  tangentes;  ces  tangentes  sont  égales,  et  elles  sont  égale^ 

ment  inclinées  sur  la  ligne  qui  joint  leur  point  de  concours 

au  centre, 

PROBLÈME. 

129.  Mener  une  tangente  commune  à  deux  circonférences 
données, 

La  tangente  commune  peut  laisser  les  deux  circonférences 
d'un  même  côté  ou  de  côtés  différents.  Dans  le  premier  cas, 
c'est  une  tangente  commune  extérieure;  dans  le  second,  c'est 
une  tangente  commune  inlérieure. 

I*  Soient  les  deux  circonférences  0  et  0'  et  la  tangente 
commune  extérieure  AA'.  Me- 
nons les  rayons  OA  et  O'A'.  Ces 
rayons  seront  parallèles  et,  si  l'on 
mène  par  le  point  0'  la  parallèle 
(yBà  AA',  la  figure  O'A'AB  sera 
un  rectangle,  de  sorte  que  OB 
représentera  la  différence  des 
deu\  rayons  OA  et  O'A'.  P«jr  con- 
séquent, si  du  point  0  comme  centre,  avec  OB  pour  rayon,  on 
décrit  une  circonférence,  elle  sera  tangente  à  la  droite  O'B 
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qui  est  parallèle  à  la  direction  de  la  tangente  commune.  Il  en 
résulte  immédiatement  la  construction  suivante  (Jig.  91). 

Du  point  0  comme  centre,  avec  la  différence  des  rayons  des 
circonférences  données  pour  rayon,  on  décrit  une  circonfé- 
rence. Du  point  0',  on  mène  à  cette  circonférence  la  tangente 
O'B.  On  prolonge  le  rayon  OB  jusqu'au  point  A  où  il  rencontre 
la  circonférence  0  et,  par  le  point  A,  on  mène  AA'  parallèle 
à  O'B  :  AA'  est  la  tangente  commune  demandée.  Comme  on  peut 
mener  par  le  point  0'  au  cercle  OB  deux  tangentes  O'B  ei  O'C, 
il  y  a  en  général  deux,  solutions  AA'  et  DD'. 

Le  problème  est  possible  tant  que  le  point  0'  demeure  ex- 
térieur au  cercle  OB,  c'est-à-dire  tant  que  la  distance  des 
centres  des  circonférences  données  est  plus  grande  que  la 
différence  de  leurs  rayons.  Si  la  distance  00'  est  égale  àla 
différence  des  rayons,  le  point  0'  se  trouve  sur  la  circonfé- 
rence OB  et  sur  la  ligne  des  centres  :  les  deux  solutions  se 
réduisent  à  une  seule,  qui  est  la  tangente  commune  aux  deux 
circonférences  données,  alors  tangentes  intérieurement. 

Ainsi,  deux  circonférences  extérieures  Tune  à  l'autre,  tan- 
gentes extérieurement  ou  sécantes,  admettent  deux  tangentes 
communes  extérieures.  Deux  circonférences  tangentes  inté- 
rieurement n'en  admettent  plus  qu'une  seule.  Il  n'existe  au- 
cune solution,  lorsque  les  circonférences  données  sont  inté- 
rieures l'une  à  l'autre. 

2°  Soient  les  deux  circonférences  0  et  0'  et  la  tangente 
commune  intérieure  EE'.  Menons  les  rayons  OE  et  O'E'.  Ces 

rayons  seront  parallèles  et, 
si  Ton  mène  par  le  point  0' 
la  parallèle  O'F  à  EE',  la 
figure  O'E'EF  sera  un  rec- 
tangle, de  sorte  que  OF  re- 
présentera la  somme  des 
deux  rayons  OE  et  CE'. 
Par  conséquent,  si  da  point 
0  comme  centre,  avec  OF 
pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence,  elle  sera  tangente 
à  la  droite  O'F,  qui  est  parallèle  à  la  direction  de  la  tangente 
commune.  11  en  résulte  immédiatement  la  construction  sui- 
vante {Jig.  92). 

Du  point  0  comme  centre,  avec  la  somme  des  rayons  des 
circonférences  données  pour  rayon,  on  décrit  une  circonfé- 


Fig.  92. 
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rence.  Du  point  O',  on  mène  à  celte  circonférence  la  tangente 
O'F.  Par  le  point  £,  où  le  rayon  OF  rencontre  la  circonférence 
0,  on  irace  EË'  parallèle  à  O'F  :  E£'  est  la  tangente  commune 
demandée.  Comme  on  peut  mener  par  le  point  0'  au  cercle 
OF  deux  tangentes  0'  F  et  O'G,  il  y  a  eth  général  deux  solu- 
tions EE' et  HB'. 

Le  problème  est  possible  tant  que  le  point  0'  demeure  ex- 
lérieur  au  cercle  OF,  c'est-à-dire  tant  que  la  distance  des 
centres  des  circonférences  données  est  plus  grande  que  la 
somme  de  leurs  rayons.  SI  la  distance  00' est  égale  à  la  somme 
des  rayons,  le  point  0'  se  trouve  sur  la  circonférence  OF  et 
sur  la  ligne  des  centres  :  les  deux  solutions  se  réduisent  à  une 
seule  qui  est  la  tangente  commune  aux  deux  circonférences 
données,  alors  tangentes  extérieurement. 

Ainsi,  deux  circonférences  extérieures  Tune  à  l'autre  ad- 
mettent deux  tangentes  communes  intérieures.  Deux  circon- 
férences tangentes  extérieurement  n'en  admettent  plus  qu'une 
seule.  Il  n'existe  aucune  solution,  lorsque  les  circonférences 
données  sont  sécantes,  tangentes  intérieurement  ou  inté- 
rieures l'une  à  l'autre. 

les  deux  tangentes  communes  extérieures  se  coupent  en  un 
même  point  situé  sur  la  ligne  des  centres.  En  efiFet,  les  points 
0  et  0'  appartiennent  à  la  bissectrice  de  l'angle  qu'elles 
forment. 

les  deux  tangentes  communes  intérieures  se  coupent  aussi 
en  un  même  point  S  de  la  ligne  des  centres  [Jig.  92),  En  effet, 
elles  forment  deux  angles  opposés  par  le  sommet,  les  points 
0  et  G'  appartiennent  aux  bissectrices  de  ces  angles,  et  les  bis- 
sectrices des  angles  opposés  par  le  sommet  sont  en  ligne 
droite. 

Dans  le  cas  des  tangentes  communes  extérieures,  si  les 
rayons  des  deux  circonférences  données  étaient  égaux,  la  cir- 
conférence  OB  se  réduirait  à  un  point,  et  la  tangente  O'B,  paral- 
lèle à  la  direction  de  la  tangente  commune,  se  confondrait  avec 
la  ligne  des  centres.  Les  deux  tangentes  extérieures  sont  donc 
alors  parallèles  à  la  ligne  des  centres.  Quant  aux  tangentes  inté- 
rieures, leur  point  de  concours  S  est  au  milieu  de  la  distance 
des  centres  :  c'est  ce  que  prouve  la  comparaison  des  triangles 
OSE,  O'SE' qui,  dans  l'hypotbèse  indiquée,  deviennent  é/°:aux. 

On  doit  appliquer  la  méthode  que  nous  avons  employée  pour 
résoudre  la  question  proposée,  toutes  les  fois  qu'on  n'aperçoit 
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pas  rapidement  la  solution  du  problème.  Cette  méthode  con- 
siste à  supposer  le  problème  résolu,  à  tracer  la  figure  corres- 
pondante, et  à  étudier  sur  cette  figure  la  liaison  des  données 
et  des  inconnues. 

PROBLÈME. 

130.  Mener  une  circonférence  tangente  à  trois  droites  qui 
se  coupent  [fig,  gS  ^/  gî  ). 

Les  trois  droites  données  forment  un  triangle  ABC.  Si  Ton 
mène  les  bissectrices  des  angles  de  ce  triangle,  elles  se  croi- 
sent en  un  point  0  [fig.  gS)  également  distant  des  trois 


Fig.  93. 


côtés  (82).  Par  suite,  si,  de  ce  point  0  comme  centre, avec  sa 
distance  OD  au  côté  AB  comme  rayon,  on  décrit  une  circonfé- 
rence, elle  touchera  (97)  les  trois  côtés  du  triangle  aux  points 
D,  E,  F.  On  dit  alors  que  la  circonférence  ODesl  inscrite ^dJiS 
le  triangle  ABC  qui,  à  son  tour,  lui  est  circonscrit. 

Si  Ton  trace  maintenant  [fig.  g4)  les  bissectrices  des  angles 
extérieurs  éxx  même  triangle,  elles  forment  un  second  triangle 
O1O2O8  dont  les  sommets,  situés  sur  les  prolongements  des 
bissectrices  des  angles  intérieurs  du  premier  (82),  sont  aussi 
à  égale  distance  des  trois  droites  données.  De  là,  trois  autres 
circonférences  0<Eo  O2E2,  OsEj,  répondant  à  la  question. 
Chacune  d'elles  est  tangente  à  Tun  des  côtés  du  triangle  ABC 
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etaai prolongements  des  deux  autres  côtés,  et  on  les  qualifie, 
par  rapport  à  ce  triangle,  de  circonférences  exinscrites. 

En  résumé,  on  peut  mener  en  général  quatre  circonférences 
tangentes  à  trois  droites  données. 

Si  l'on  désigne  par  a,  b,  c,  les  trois  côtés  BC,  CA,  AB,  du 
triangle  ABC  et  par  np  son  périmètre  «+  6  -h  c,  on  démontre 
facilement,  en  s'appuyant  sur  Tégalité  des  tangentes  menées 
d'un  même  point  à  une  même  circonférence  (128),  que  les 
distances  de  l'un  des  sommets  du  triangle  aux  points  de  con- 
tact de  l'un  des  côtés  qui  y  passent  avec  les  quatre  circonfé- 
rences tangentes,  représentent  les  longueurs  p,  p  —  a,  p--b, 
p—c.  Ainsi,  en  se  reportant  à  \^fg*  94>  on  aura,  sur  le 
côté  AC, 

AE|=/?,     AE  =  /?  —  a,     AE2  =  p  — 6,     AEa^p  — c. 

PROBLÈME.      - 

131.  Décrire  sur  une  droite  donnée  comme  corde,  un  seg- 
ment capable  d^un  angle  donné  [Jig.  q5). 

On  veut  décrire  une  circonférence  passant  par  les  points  A 
et  B,  et  telle,  que  l'un  des  deux  segments 
correspondant  à  la  corde  que  ces  points 
déterminent  soit  capable  de  l'angle  donné 
(110). 

Menons  par  le  point  B  une  droite  CD  fai- 
sant au-dessous  de  AB  un  angle  ABC  égal  .à 
Tangle  donné.  Elevons  BO  perpendiculaire 
à  CD  et  £0  perpendiculaire  à  AB,  le  point  E 
éunt  le  milieu  de  AB.  Les  droites  BO  et  EO 
se  coupent  nécessairement  au  point  0.  Du  point  0  comme 
centre,  avec  OB  pour  rayon,  décrivons  une  circonférence  qui 
sera  la  circonférence  demandée.  En  effet,  la  droite  CD  est  tan- 
gente à  cette  circonférence,  et  l'angle  donné  ABC  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  AB.  Or  tous  les  angles  AFB,  inscrits  dans 
le  segment  supérieur  à  AB,  ont  aussi  Fîg.  96. 

pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AB  : 
ils  sont  donc  égaux  à  l'angle  ABC,  et 
le  segment  AFB  est  bien  capable  de 
l'angle  donné. 

Lorsqu'on  veut  rapporter  sur  une 
carte  [fig.  96)  un  point  remarquable  M,  on  choisit  trois  points 


Fig.  95. 
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A,  B,  C,  déjà  marqués  sur  cette  carte.  On  mesure,  à  l'aide 
d'instruments  spéciaux,  les  angles  AMB,  BMC.  En  décrivant 
sur  ABet  sur  BC  des  segments  capables  des  angles  AMB,  BMC, 
on  obtient  deux  lieux  géométriques  du  point  M.  Ce  point  se 
trouvera  donc  sur  la  carte,  au  second  point  d'intersection  des 
deux  circonférences  qui  ont  déjà  le  point  B  comm.un. 


VI.  —  Exercices  et  questions  complémentaires. 

THÉORÈME. 

132.  Lorsque  on  considère  une  circonférence  et  une  droite  extérieure, 
les  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  a  la  droite  sont  les  points  de 
cette  circonjérence  dont  les  distances  à  la  droite  sont  maximum  et  mini- 
mum [fig.  97). 

Soient  la  circonférence  C  et  la  droite  extérieure  AB  à  laquelle  le  dia- 
mètre DD'  est  perpendiculaire  en  H.  Menons  les 
deux  tangentes  DT,  D'T',  et  abaissons,  d'un  point 
quelconque  M  de  la  circonférence,  MK  perpendi- 
culaire sur  ÂB. 

On   a   MK>GK,  c'est-à-dire  MK>  DH,  et 
MK  <  G'K,  c'est-à-dire  MK  <  D'H. 
S'il  s'agit  d'une  droite  sécante  A'B'  (supposée 

[m sur  la  figure  parallèle  à  AB  ) ,  les  points  D  et  D' sont 

^'     ^'     évidemment  les  points  de  distance  maximum,  le 
premier  pour  l'arc  A'DB',  le  second  pour  l'arc  A'D'B'. 

H'D  est  ce  qu'on  appelle  Idijièche  de  l'arc  supérieur,  H'D'  est  celle  de 
l'arc  inférieur. 

THÉORÈME. 

133.  Lorsque  deux  circonférences  sont  extérieures  ou  inténenres,  la 

plus  grande  et  la  plus  petite 
des  droites  qu'on  peut  mener 
entre  les  deux  circonférences 
sont  dirigées  suivant  la  ligne 
des  centres  (fig.  98). 

En  effet,  menons  entre  les 
deux  circonférences  0  et  0'  une 
droite  quelconque  MN  et  dé- 
signons par  AC  et  BD  les  dia- 
mètres de  ces  circonférences  qui  sont  confondus  avec  la  ligne  des  centres 
Le  quadrilatère  OO'NM  donne,  si  les  circonférences  sont  extérieures, 

00'<0M-4-MN-^N0',    c'est-à-dire    AB<MN; 


et,  si  les  circonférences  sont  intérieures, 

OM    ou    00'H-0'BH-BA<00'-i-0'N 


■NM, 
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c*est-à-dir8 

AB<MN. 

Le  même  quadrilatère  permet  de  poser,  si  les  circonférences  sont  exté- 
rieures, 

MO-HOO'-i-0'N>MN,    c'est-à-dire    CD>MN; 

et,  si  les  circonférences  sont  intérieures, 

MO-HOO'-hO'N>MN,    c'est-à-dire    CB>MN. 

THÉORÈME. 

434.  LorsqiCun  triangle  est  inscrit  dans  une  circonférence,  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  quelconque  de  la  circonférence 
sur  les  trois  côtés  du  triangle  sont  en  ligne  droite  [fig.  99). 

Soient  le  triangle  ABC  et  la  circonférence  circonscrite.  D'un  point  quel- 
conque M  de  cette  circonférence,  abaissons 
sur  les  trois  côtés  du  triangle  les  perpen-  ^6"  ^' 

dicolaires  MP,  MQ,  MR  :  il  faut  démontrer 
que  les  deux  droites  RP  et  RQ  n'en  font 
qu'une  seule. 

Le  quadrilatère  AMGB  étant  inscrit,  l'angle     / 
MÀB,  supplément  de  l'angle  MCB,  est  égal     | 
i  l'angle  MCQ.  Les  deux  triangles  AMP,      \ 
QfQ,  étant  rectangles,  il  en  résulte  l'éga- 
lité des  angles  AMP  et  CMQ ,  compléments 
des  précédents. 

Or,   la   circonférence    décrite  sur  AM 
comme  diamètre  contient  les  points  P  et  R,  puisque  les  angles  APM, 
ARM,  sont  droits.  De  môme,  la  circonférence  décrite  sur  MC  comme  dia- 
mètre passe  par  les  points  Q  etR. 

Dans  la  première  circonférence  AM,  les  angles  AMP  et  ARP  sont  égaux 
comme  inscrits  dans  un  môme  segment;  dans  la  seconde  circonférence  MG, 
les  angles  CMQ  et  CRQ  sont  égaux  pour  la  môme  raison.  On  a  donc,  fina- 
lement, angle  ARP  =  angle  CRQ.  Comme  ces  angles  sont  dans  la  position 
d'opposés  par  le  sommet  et  que  les  deux  côtés  RA  et  RC  sont  en  ligne 
droite,  il  en  est  de  môme  des  côtés  RP  et  RQ. 

THÉORÈME. 

135.  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  une  circonférence,  les  sommes 
formées  par  les  côtés  opposés  sont  égales  [fig*  100  ) . 

Un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  circonférence,  lorsque  ses  côtés 
sont  tangents  à  cette  circonférence  qui,  à  son  tour,  est  inscrite  dans  le 
quadrilatère. 
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Les  tangentes  au  cercle  issues  d'un  même  point  étant  égales,  on  a 

AE  =  AH,    BE  =  BF,    CG  =  CF,    DG  =  DH. 

En  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient  évidemment 

AB-4-CD=  ADh-  BC. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie,  le  quadrilatère  estr/rco/z- 
scriptible,  c'est-à-dire  que  le  cercle  tangent  intérieu- 
rement aux  trois  côtés  DA,  AB,  BC,  et  dont  le  centre 
est  à  la  rencontre  des  bissectrices  des  angles  A  et  B, 
est  nécessairement  tangent  au  quatrième  côté  CD 
du  quadrilatère.  En  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi, 
on  pourrait  mener  par  le  sommet  D  une  tangente 
DI  à  cette  circonférence.  Le  quadrilatère  DABI 
étant  circonscrit,  on  aurait  à  la  fois 


AB-+-DI  =  AD-hBI    et    CD  <  DI 
On  en  conclurait  donc,  en  ajoutant, 

AB-+-CD<ADh-BC; 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 


IC. 
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CHAPITRE  III. 

LES  LIGNES  PROPORTIONNELLES. 


I.  —  Des  lignes  proportionnelles  dans  le  triangle. 

LEMME.  ■ 

i36.  Si  l'on  considère  sur  une  droite  indéfinie  deux  points 
JixesA  e/B,  il  existe  sur  ^cette  droite  un  point  et  un  seul  dont 

Fîg.  loi. 
m'  4  m      I         K         B  N'  , 


le  rapport  des  distances  aux  points  \  et  B  ait  une  valeur 
donnée  (fig.  loi). 

Le  rapport  donné  peut  èire  positif  ou  négatif,  il  peut  être 
plus  petit  ou  plus  grand  que  1 . 
Soienl  1  le  milieu  de  AB,  /  la  distance  des  poinls  A  et  B, 

ei  g  le  rapport  donné  supposé  d'abord  moindre  que  i  et  pris 

60  valeur  absolue. 

Si  Ton  suppose  que  le  point  intérieur  M,  situé  nécessaire- 
muxàgauche  de  1,  réponde  à  la  question,  on  doit  avoir 

~  =  ^     et    MA-hMB  =  /. 

Ilenrésulie 

MA  a  .    wi         (xl 

et    MA  = 


MA  +  MB  ""«  +  (3  a  +  p» 

ce  qui  détermine  un  seul  point  M  intérieur. 
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Si  Ton  suppose  que  le  point  extérieur  M',  situé  nécessaire- 
ment à  gauche  de  A,  réponde  aussi  à  la  question,  on  doit 
avoir 


Il  en  résulte 


W^  =  l     «^    M'B_M'A  =  /. 


M'A  a  .     ià«/4  ûc/ 

et    MA  —  ■ 


M'B-M'A"~l3-a     "       "  P~a' 

ce  qui  détermine  un  seul  point  M'  extérieur. 

11  semble  donc  que  les  deux  points  M  et  M'  satisfassent 
lous  deux  à  la  condition  imposée;  mais,  si  l'on  fait  intervenir 
les  signes  des  segments,  les  deux  segments  MA  et  MB  sont 
de  signes  contraires,  tandis  que  les  deux  segments  M'A  et 
M'B  sont  de  même  signe  (12).  Les  deux  rapports  qui  corres- 
pondent aux  points  M  et  M'  sont  donc  égaux  en  valeur  abso- 
lue, mais  de  signes  contraires,  et  Ton  a  en  réalité 

MA__a       M'A       a 
MB""      (3'     M'B  ""(3' 

En  raisonnant  absolument  de  la  même  manière,  on  voit 

que,  le  rapport  donné  ^  éidXii  plus  grand  (\mq  i,  deux  points 

N  et  N'  situés  à  droite  du  milieu  I  de  AB,  l'un  intérieur^ 

Taulre  extérieur  à  AB,  répondent  à  la  question  si  le  rapport 

a' 

g7  est  pris  en  valeur  absolue;  mais  que,  si  Ton  tient  compte 

des  signes  des  segments,  le  point  N  répond  à  ce  rapport  pris 
négativement  et  le  point  N'  à  ce  rapport  pris  positivement. 
On  a  donc  en  réalité 

NA  a!  ^,,  la'  N'A       a'  ^,,,  la' 

=  —^      et     NArz:      ,  ,,,  :::,,  et     N'A 


NB~      P'    """    '^^-a'H-P''    N'B""(3'    ^     ^^^-«'-(3' 

COROLLAIRE. 

137.  Si  l'on  ne  tient  pas  compte  des  signes,  on  a,  dans  le 
premier  cas  par  exemple  (â<lM'  la  proportion 

MA  _  M'A 
MB  "'MB' 

Cette  proportion  est  une  proportion  harmonique.  On  a  vu, 


(0 
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en  efTel  (Tome  I,  Questions  proposées  sur  l'Arithmétique, 
D*141,  p.  700),  que  trois  nombres  a,  6,  c,  rangés  par  ordre 
de  grandeur,  forment  une  proportion  harmonique  quand  on  a 

a —  b a 

h  est  la  moyenne  harmonique  entre  a  et  r  qui  sont  les  deux 
extrêmes. 
Or,  oiî  a  ici 

MA  =  MM'- M'A,    MB  =  M'B-MM', 

d'où,  en  changeant  les  signes  des  deux  termes  du  premier 
rapport  de  la  proportion  (i) 

M'A  ~  MM'  _  MA 
MM- MB  "MB' 

MM'  est  donc  la  moyenne  harmonique  entre  les  extrêmes  M'A 
et  M'B. 

On  dit  alors  que  les  deux  points  M  et  M'  divisent  harmonie- 
quement  la  droite  AB  ou  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  cette  droite.  Comme  on  peut  écrire  la  proportion  (i), 
en  échangeant  les  moyens, 

AM       BM 
AM'  ""  BM'  ' 

A  eiB  sont  à  leur  tour  conjugués  harmoniques  par  rapport  à 
la  droite  MM'. 

Si  l'on  tient  compte  des  signes,  la  forme  exacte  de  la  pro- 
(K)rtion  harmonique  (ij  est 

MA__WA  MA    M'A      _ 

MB"^      MB     ^"     MB  "MB"      '' 

THÉORÈME. 

138.  Toute  droite  parallèle  à  l'un  des  côtés  d'un  triangle 
divise  les  deux  autres  en  parties  proportionnelles  [Jig,  102). 

Soient  le  triangle  ABC,  et  la  droite  D£  parallèle  au  côtéBC. 
Supposons  que  les  deux  segments  AD  et  DB  admettent  une 
commune  mesure,  et  qu'elle  soit  contenue  3  fois  dans  AD  et 
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a  fois  dans  DB,  par  exemple.  On  aura 

*  AD       3 
DB  ~  i' 

Par  les  points  de  division  F,  G,  M,  menons  des  parallèles  à  BC 
ou  à  DE.  Les  divisions  que  toutes  ces  pa« 
*5'  *°^-  rallèles  déterminent  sur  le  côté  AC  sont 

aussi  égales  entre  elles.En  effet,  traçons  GO 
parallèle  à  AC,  et  comparons  Jes  deux 
triangles  AFK  et  GDO.  Ces  triangles  sont 
égaux,  car  leurs  côtés  égaux  AF  et  GD  sont 
adjacents  à  des  angles  égaux  chacun  à  cha- 
cun comme  correspondants.  On  en  conclut 

AK  =  GO.  Mais  la  figure  GOEL  étant  un  parallélogramme,  on  a 

GOr=LE,     d'où    AK=:LE. 

On  prouverait  de  la  même  manière  Tégalité  de  AK  et  des 
autres  divisions  de  AC.  AK  peut  donc  servir  de  commune 
mesure  aux  deux  segments  AE  et  EC,  et  Ton  a 

AE_3 

EC-2' 

puisque  cette  commune  mesure  est  contenue  3  fois  dans  AE 
et  1  fois  dans  £C. 

Les  segments  AD  et  DB  d'une  part,  AE  et  EC  d'autre  part, 
présentant  le  même  rapport,  ces  segments  sont  proportion- 
neîs,  et  l'on  a 

Ap_  AE 

DB~  EC' 

On  en  déduit  (Jrithm.,  393) 

ABAC  AB      AC 

AD"~AE  DB~EG* 

COROLLAIRE. 

139.  Deux  droites  quelconques  sont  coupées  en  parties  pro- 
portionnelles par  une  série  de  parallèles  [fig.  io3). 

Soient  les  deux  droites  AC  et  DF  coupées  par  les  parallèles 
AD,  BE,  CF.  Menons  AH  parallèle  à  DF.  Le  triangle  CAH 
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donne  alors 

ABAG 
BG~"GH' 

Vais  AG=:DE,  GH  =  EF  (68).  On  a  donc 

AB      DE 

BC  —  EF  * 

On  a  aussi 

ACDF  AC      DF 

AB~"DE     ®^     BC""Et' 

IW.  Réciproquement,  si  une  droite  divise  deux  côtés  d'un 
triangle  en  parties  proportionnelles,  elle  est  parallèle  au  troi- 
sième côté  [fig,  102). 

Soil  le  triangle  ABC.  Supposons  que  la  droite  DE  divise  les 
côtés  AB  et  AC  en  parties  proportionnelles  :  DE  sera  parallèle 
au  côté  BC.  En  effet,  si  Ton  mène  par  le  point  D  une  parallèle 
au  côté  BC,  elle  coupera  le  côté  AC  en  parties  proportion- 
nelles à  AD  et  à  DB.  Le  côté  AC  étant  déjà  divisé  au  point  E 
de  cette  manière,  cette  parallèle  passera  nécessairement  par 
le  point  E  (136],  c'est-à-dire  qu'elle  se  confondra  avec  la 
droite  DE. 

Il  est  sous-entendu  que  les  points  D  et  E  doivent  être  placés 
d'une  manière  analogue'sur  les  côtés  AB  et  AC. 

Si,  dans  le  théorème  direct  (138),  les  segments  AD  et  DB 
n'avaient  pas  de  commune  mesure,  on  aurait  recours  au  mode 
de  démonstration  déjà  indiqué  (105). 

THÉORÈME. 

IM.  La  bissectrice  de  V angle  d'un  triangle  divise  le  côté 
opposé  en  segments  propor- 
tionnels aux  côtés  qui  corn-  Fig.  104. 
prennent  l'angle  [fig,  1  o4  ) .  ,« 

Soient  le  triangle  ABC  et  \  \^  „ 

la  bissectrice  BD  de  l'angle 
B:  il  faut  prouver  qu'on  a 

AD      AB  p c"^  ^^A 

DC~^CB* 

Par  le  poînt  C,  menons  à  BD  la  parallèle  CE  jusqu'à  la  ren- 
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contre  deÀB  prolongé.  On  a  alors  dans  le  lriangleÂCE(138]  i 

AD      AB 
DG""BE' 

Considérons  le  triangle  CEE.  L'angle  en  C  de  ce  triangle  est 
égal  à  l'angle  CED,  puisque  ces  angles  sont  alternes-internes 
par  rapport  aux  parallèles  CE  et  BD  coupées  par  la  sécante  CB. 
De  même,  l'angle  en  E  est  égal  à  l'angle  DBA^  puisque  ces 
angles  sont  correspondants  par  rapport  aux  mêmes  parallèles 
coupées  par  la  sécante  EA.  Les  angles  CED,  DBA,  étant  égaux, 
il  en  est  de  même  des  angles  en  C  et  en  E  du  triangle  CEE  : 
ce  triangle  est  donc  isocèle,  et  l'on  a  BE  =  CB,  c'est  à-dire 

ADAB 
DC^CB' 

i4.2.  La  bissectrice  de  l'angle  extérieur  d'un  triangle  coupe 
le  côté  opposé  en  un  point  dont  les  distances  aux  extrémités 
de  ce  côté  sont  proportionnelles  aux  côtés  qui  comprennent 
r angle  intérieur  adjacent  (fg.  io4). 

Considérons  l'angle  extérieur  CBE  et  menons  sa  bissectrice 
BF  :  il  faut  prouver  qu'on  a 

FA      AB 
FC""GB' 

Par  le  point  C,  menons  CG  parallèle  à  BF  jusqu'à  la  rencontre 
du  côté  AB.  Le  triangle  ABF  donne  alors  (138) 

FA      AB 
FC~BG' 

Considérons  le  triangle  CBG.  Ce  triangle  est  isocèle  :  son 
angle  C  esi  égal  à  l'angle  FBC,  puisque  ces  angles  sont  alternes- 
internes  par  rapport  jiux  parallèles  CG,  BF,  et  à  la  sécante  CB; 
son  angle  G  est  égal  à  l'angle  FBE,  puisque  ces  angles  sont 
correspondants  par  rapport  aux  mêmes  parallèles  et  à  la  se-  1 
came  AE;  les  deux  angles  C  et  G  sont  donc  égaux,  et  Ton 
a  CB  =  BG,  c'est-à-dire 

FA      AB 
FC""CB' 

143.  Les  réciproques  des  deux  propositions  précédentes  ! 
sont  évidentes.  Le  point  D,  qui  partage  AC  en  segments  pro- 


GÉOMÉTRIE.  79 

portîonnels  aux  côtés  A6  et  CB,  étant  un  point  unique  (136), 
toute  droite  BD  qui  détermine  un  point  jouissant  de  cette 
propriété  se  confond  avec  la  bissectrice  de  l'angle  B.  De 
même,  le  point  F,  situé^sur  le  prolongement  de  AC,  dont  les 
distances  aux  points  A  et  C  forment  un  rapport  égal  à  celui 
des  côtés  AB  et  CB,  étant  aussi  un  point  unique,  toute  droite 
BF  qui  détermine  un  point  jouissant  de  cette  propriété  se 
confond  avec  la  bissectrice  de  Tangle  extérieur  CB£. 

Les  deux  points  D  et  F  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  la  droite  CÀ  (137).  Ainsi,  les  deux  côtés  d'un  angle, 
la  bissectrice  de  cet  angle  et  la  bissectrice  de  son  supplément, 
déterminent  sur  une  sécante  quelconque  quatre  points  dont  les 
deux  derniers  sont  conjugués  par  rapport  aux  deux  autres. 

THÉORÈME. 
144.  Le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  d'un  plan  dont 
Us  distances  à  deux  points  donnés 
sont  dans  un  rapport  donné,  est  une 
circonférence  de  cercle  [fig.  io5). 

Soient  les  deux  points  donnés  A 
et  C,  soient  M  et  N  les  deux  lignes 
dont  le  rapport  représente  le  rapport 
donné.  Déterminons  sur  AC  un  point 
Dtel,  qu'on  ait 

AD      M 

DG""N* 

le  point  D  appartiendra  au  lieu  cherché.  Déterminons  sur  le 
prolongement  de  AC  un  point  F  tel,  qu'on  ait 

FA       M 

FG  """N  • 

le  point  F  appartiendra  au  lieu  cherché. 

Supposons  que  le  point  B  du  plan  soit  un  des  points  du  lieu. 
On  aura  alors 

AB      M 
CB""N' 

Dès  lors,  si  l'on  forme  le  triangle  ABC,  BD  sera  la  bissectrice 
de  l'angle  intérieur  ABC,  et  BF  sera  la  bissectrice  de  l'angle 
extérieur  CBE  (143).  Les  droites  BD  et  BF  étant  bissectrices 
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d*ang1es  supplémentaires  seront  à  angle  droit  et,  par  suite, 
si  Ton  décrit  une  circonférence  sur  FD  comme  diamètre,  elle 
passera  par  le  point  B.  Tous  les  points  du  lieu  appartiennent 
donc  à  cette  circonférence.    " 

11  reste  à  prouver  que  tous  les  points  de  la  circonférence 
appartiennent  au  lieu.  Prenons  un  point  B  quelconque  sur  la 
circonférence  dont  FD  est  le  diamètre.  Joignons  le  aux  points 
D  et  F  et  formons  le  triangle  ABC.  Menons  par  le  point  C  les 
parallèles  CE  et  CG  à  BD  et  à  BF.  Ces  parallèles  seront  à  angle 
droit,  puisque  Tangle  DBF  est  droit  :  il  en  résulte  que  la 
circonférence  décrite  sur  EG  comme  diamètre  passe  par  le 

point  C.  Mais  le  triangle  ACE  donne  -7^^=^^^y  le  triangle  ABF 

LU        Dtà 

FA      AB  .      «  j 

donne  =rT  =  ktt  :  on  en  conclut,  a  cause  du  rapport  commun, 

m  =  ^^     doù    BE=.BG; 

le  point  B  est  le  centre  de  la  circonférence  décrite  sur  EG 
comme  diamètre,  et  Ton  a 

BE  =  CB. 

^,,    ,.  ,  AD      AB  ^     .        AD       AB      M    ^ 

L'egalite  7)7;=  »£  devient  j)r~  cb"N^       ^^^^^  ^"® 

point  B  est  un  point  du  lieu. 

Le  lieu  géométrique  demandé  est  donc  bien  la  circonfé- 
rence décrite  sur  DF  comme  diamètre,  les  points  D  et.F  étant 
ceux  de  la  ligne  AC  qui  répondent  à  la  question. 


II.  —  De  la  similitude  et  de  rhomothétie. 

14^5.  Deux  polygones  d'un  même  nombre  de  côtés  sont  sem- 
blables,  lorsqu'ils  ont  leurs  angles  égaux  chacun  à  chacun  et 
compris  entre  côtés  proportionnels,  les  côtés  proportionnels 
étant  d'ailleurs  disposés  dans  le  même  ordre. 

On  appelle  homologues  les  parties  qui  se  correspondent 
dans  deux  polygones  semblables  :  ainsi,  les  sommets  des 
angles  égaux  sont  des  points  homologues,  les  diagonales  qui 
joignent  des  sommets  homologues  sont  des  lignes  homo- 
logues. 
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On  appelle  rapport  de  similitude  de  deux  polygones  sem- 
blables le  rapport  constant  qui  lie  deux  côtés  homologues. 

On  voit  facilement  qu'on  peut,  dans  un  polygone  quel- 
conque, changer  la  proportion  des  côtés  sans  faire  varier  les 
angles,  ou  faire  varier  les  angles  sans  changer 
les  côtés  Ainsi,  étant  donné  le  polygone 
ÂBCDE  [Jig.  io6),  si  Ton  mène  IH  parallèle 
àEA,  on  forme  un  nouveau  pentagone  qui 
a  les  mêmes  angles  que  le  pentagone  pro- 
posé; mais  la  proportion  des  côtés  n'est  plus 
la  même,  puisque  les  côtés  ED  et  AB  sont 
devenus  plus  petits,  tandis  que  les  côtés  BC  et  CD  n*ont  pas 
changé.  On  pourrait  aussi  conserver  aux  côtés  les  mêmes 
longueurs  et  altérer  les  différents  angles,  en  supposant  des 
articulations  aux  différents  sommets,  et  en  rapprochant  par 
exemple  le  sommet  A  du  sommet  D.  Il  résulte  de  cette  re- 
marque que,  si  Ton  considère  deux  polygones  quelconques,  la 
proportionnalité  des  côtés  n'est  pas  une  conséquence  de  l'éga- 
lité des  angles,  et  réciproquement. 

Celte  dépendance  n'a  lieu  que  pour  les  triangles,  et  la 
théorie  de  leur  similitude  s'en  trouve  beaucoup  simplifiée, 
comme  on  va  le  voir. 

LEMME. 

146.  Si  l'on  coupe  un  triangle  par  une  parallèle  à  l'un  de 
ses  côtés,  le  triangle  partiel  qu'on  détermine 
est  semblable  au  triangle  proposé  [fig.  107  ) 

Soit  le  triangle  ABC.  Menons  la  parallèle 
DE  au  côté  BC.  Les  deux  triangles  ABC,  ADE, 
ont  évidemment  leurs  angles  égaux  chacun 
à  chacun.  DE  étant  parallèle  à  BC,  on  a 


AB 
AD 


AC 


Traçons  EF  parallèle  à  AB,  on  a  de  même 


AC 
AE 


BC 
BF' 


La  6gure  DEFfi  étant  un  parallélogramme,  on  peut  rem- 


Di  C.  —  Court,  n. 
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placer  BF  par  son  égale  DE  et  écrire 

AB  _AC  _BC 
AD  ""AE^DE' 

Les  deux  triangles  ABC,  ADE,  ayant  leurs  angles  égaux  ei 
leurs  côtés  homologues  proportionnels,  sont  semblables  (It^Sj. 

THÉORÈME. 

147.  Deux  triangles  sont  semblables  lorsqu'ils  ont  leurs 
angles  égaux  chacun  à  chacun  [fig.  io8). 

Soient  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  L'angle  A  est  égal  à 

Tangle  A',  Tangle  B  égal  à  l'angle 

^"  B',  rangle  C  égal  à  langle  G.  Pre- 

À  y!        nons  AD  =  A'B'  et  menons  DE 

X  \  y/   \       parallèle  à  BC.  Le  triangle  ADE 

pX- \v    ^/       \^    est   semblable   au   triangle    ABC 

y  \  (146),  et  il  suflit  de  démontrer  que 

'  ^  les  deux  triangles  ADE,  A'B'C, 

sont  égaux.  « 

Or,  l'angle  A  est  égal  à  Tangle  A'  par  hypothèse;  l'angle  D, 
égal  à  l'angle  B  comme  correspondant,  est  égal  à  l'angle  B'; 
enfln,  le  côté  AD  est  égal  au  côté  A'B'  par  construction.  Les 
deux  triangles  ADE,  A'B'C,  sont  donc  égaux  d'après  le  pre- 
mier cas  d'égalité  (30,  i*»). 

THÉORÈME. 

148.  Deux  triangles  sont  semblables,  lorsqu'ils  ont  un  angle 
égal  compris  entre  deux  côtés  proportionnels  [fig.  io8). 

Soient  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C.  L'angle  A  est  égal  i 
l'angle  A'  et  l'on  a  la  proportion 

AB        AC 


(0 


A'B'^A'C' 


Tout  revient  à  démontrer  que  le  triangle  ADE,  formé  comme 
dans  le  cas  précédent  et  semblable  au  triangle  ABC,  est  égal 
au  triangle  A'B'C. 
Or,  on  a,  à  cause  de  la  parallèle  DE, 

AB       AC 
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Si  Ton  compare  les  proportions  (i)  et  (2),  on  voit  que,  AD 
élani  égal  à  A'B'  par  conslruciion,  on  doit  avoir  AE  =  A'C'. 
Les  deux  triangles  AD£,  A'fi'C%  sont  donc  égaux  d'après  le 
deuxième  cas  d'égalité  (30,  s""). 

THÉORÈME. 

119.  Deux  triangles  sont  semblables^  lorsqu'ils  ont  leurs 
côtés  proportionnels  [Ji g*  108). 

Soient  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  on  a 

AB         BC  _  CA 
''  A'B'""B'C'"~C'A'' 

Tout  revient  encore  à  démontrer  que  le  triangle  ADE,  formé 
comme  dans  les  deux  cas  précédents  et  semblable  au  triangle 
ABC,  est  égal  au  triangle  A'B'C. 
La  similitude  des  deux  triangles  ABC,  ADE,  donne  (146) 

^  ,  AB       BC_CA 

^  AD~^DE"~EA* 

Les  suites  de  rapports  égaux  (i)  et  (2}  présentent  les  mêmes 
numérateurs  et  les  dénomfnateurs  A'B'  et  AD  des  deux  pre- 
miers rapports  sont  égaux  par  construction.  Il  en  résulte 
B'C'=DE,  C'A'  =  EA,  et  les  deux  triangles  ADE,  A'B'C,  sont 
égaux  d'après  le  troisième  cas  d'égalité  (30,  3^). 

SCOLIE. 

150.  Les  théorèmes  des  n*»"  IW  et  iW  prouvent  que  l'égalité 
desangles  entratne,  pour  les  triangles,  la  proportionnalité  des 
côtés,  et  réciproquement.  Il  est  donc  permis  de  définir  deux 
triangles  semblables,  deux  triangles  qui  sont  équiangles,  par 
exemple.  Au  point  de  vue  pratique,  il  suffit  de  vérifier  que 
les  deux  triangles  considérés  ont  deux  angles  égaux  chacun 
à  chacun,  puisque  la  somme  des  angles  d'un  triangle  est  con- 
sume. 

Il  existe  pour  les  triangles  d'autres  caractères  très-simples, 
de  similitude,  utiles  à  connaître,  et  que  nous  allons  indiquer. 

THÉORÈME. 

151.  Deux  triangles  sont  semblables  lorsqu'ils  ont  leurs  côtés 
parallèles  ou  perpendiculaires  chacun  à  chacun. 

Nous  avons  vu  (57,  58)  que  deux  angles  qui  avaient  leurs 

6. 
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côtés  parallèles  ou  perpendiculaires  étaient  égaux  ou  supplé- 
mentaires. Désignons  les  angles  des  deux  triangles  considérés 
par  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C.  On  ne  pourra  faire  sur  les  rela- 
tions qui  doivent  lier  ces  angles  deux  à  deux  que  les  quatre 
hypothèses  suivantes  : 


A-i-A'=2<', 

B-t-B'^2^    C  +  C'=2* 

A-+-A'=2S 

B-^-B'=2^            C  =  C'. 

A-+-A'=.2<>, 

B=:B',               C^=C'. 

A  =A', 

B  =  B',            C  =  C'. 

La  première  hypothèse  doit  être  rejetée,  la  somme  des 
angles  des  deux  triangles  ne  pouvant  être  égale  à  six  droits. 
Elle  ne  peut  pas  non  plus  être  égale  à  quatre  droits  augmentés 
de  deux  fois  l'angle  C  :  la  seconde  hypothèse  est  donc  aussi 
inadmissible.  La  troisième  hypothèse  entraîne  la  condition 
A  =  A':  elle  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  (celui  où  les 
triangles  proposés  soni  rectangles)  de  la  quatrième  hypothèse, 
qui  est  la  seule  vraie.  Les  triangles  considérés  étant  équiangles 
sont  semblables  (147). 

11  faut  remarquer  que  les  côtés  proportionnels  sont  toujours, 
dans  les  triangles  semblables,  opposés  aux  angles  égaux.  Dans 
le  dernier  cas  examiné,  les  côtés  homologues  sont  parallèles  ou 
perpendiculaires  entre  eux. 

THÉORÈME. 

• 

152.  Deux  parallèles  sont  coupées  en  parties  proportion- 
nelles par  une  série  de  sécantes  issues  d*un 
même  point  [fig*  109). 

Soient  les  deux  parallèles  AD,  EH,  cou- 
pées par  les  sécantes  OA,  OB,  OC,  OD. 

Les  triangles  OAB,  OEF,  sont  semblables 
(146)  et  donnent 

OBAB 
OF  —  EF  ' 

De   même,   la  similitude  des  triangles  OBC,    OFG,  permet 
d'écrire 

OB  _  BC  - 

0F""FG' 
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On  a  donc 


AB 
EF 


BG 
FG' 


On  prouverait  de  la  même  manière  que 
BC_  CD 

fg~gh" 

Réciproquement,  si  les  deux  parallèles  AD  ^ER,  sont  coupées 
proportionnellement  par  une  série  de  sécantes  AE,  BF,  CG,  DH, 
ces  sécantes  aboutissent  à  un  même  point  0. 

Supposons  que  les  deux  droites  AE  et  CGse  rencontrent  en 
un  certain  point  0.  On  a  par  hypothèse 

AB_  BC 
fG""FG" 

Joignons  OF:  cette  ligne  prolongée  devra  couper  AC  en  par- 
ties proportionnelles  aux  segments  EF  et  FG,  d'après  le  théo- 
rème direct.  Or  AC  est  déjà  divisée  de  cette  manière  au  point 
B;  OF  prolongée  passera  donc  par  le  point  B  (136),  c'est-à- 
dire  que  les  trois  points  B,  F,  0,  sont  en  ligne  droite.  On  prou- 
verait de  même  que  DH  prolongée  passe  par  le  point  0. 

La  Jig.  109  suppose  le  point  de  concours  des  sécantes 
extérieur  aux  deux  parallèles.  Si  ce  point  de  concours  était 
intérieur^  la  démonstration  resterait  la  même  ;  seulement,  la 
disposition  des  parties  proportionnelles  serait  inverse  sur  les 
deux  parallèles. 

THÉORÈME. 

153.  Deux  polygones,  composés  d'un  même  nombre  de 
triangles  semblables  chacun  à  chacun  et  semblablement  dis- 
posés, sont  semblables  „. 

,  -  Fig.  no. 

[Jig.  iio). 

SoientAEDetA'E'D', 
ÀDB  et  A'D'B',  BDC 
et  B'D'C,  deux  séries 
de  uiangles  respecti- 
vement semblables  et 
semblablement  dispo- 
sés. 11  faut  démontrer  ^ 

qae  le  polygone  ABCDE,  formé  par  les  premiers  triangles,  est 
semblable  au  polygone  A'B'C'D'E'  formé  par  les  seconds. 
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On  voit  d'abord  que  les  angles  des  deux  polygones  sont 
égaux,  soit  comme  angles  homologues  de  deux  triangles  sem- 
blables, soit  comme  sommes  d'angles  homologues  de  plusieurs 
triangles  semblables. 

On  voit  ensuite  que  les  côtés  homologues  des  deux  poly- 
gones sont  proportionnels;  car  les  triangles  semblables  consi- 
dérés donnent  successivement 

AE         ED         AD  AB  BD         BC         CD 


A'Ë'  ""  E'D'  ~"  A'D'  ""  AB'  ""  B'D'  ""  B'C  ""  CD' 

c'est-à-dire,  en  supprimant  les  rapports  intermédiaires, 
AB         BC         CD         DE         EA 


A'.B'  ""  BC  ""  CD'  '"  D'E'       EA' 

THÉORÈME. 

154.  Réciproquement,  deux  polygones  semblables  peuvent 
toujours  se  décomposer  en  un  même  nombre  de  triangles  sem- 
blables et  semblablement  disposés  [Jig*  m). 

Soient  les  deux  polygones  semblables  ABCDE,  A'B'C'D'E'. 
p.     jjj  Prenons  un  point  Oquelconqne 

dans  l'intérieur  du  premier  po- 
lygone, et  décomposons- le  en 
triangles  en  joignant  ce  point  0 
à  tous  ses  sommets.  11  faut  dé- 
terminer dans  le  second  poly- 
gone le  point  0^  homologue  du 
^  point  0.  Pour  cela,  formons  en 

A',  avec  A'B',  un  angle  égal  à  Tangle  BAO  et,  en  B',  un  angle 
égal  à  Tangle  ABO.  Le  triangle  ABO  et  le  triangle  A'B'O'  sont 
semblables  (IW),  et  le  point  0'  est  Thomologue  du  point  0. 
Joignons  le  point  0'  à  tous  les  sommets  du  polygone  A'B'C'D'E'. 
Comparons  les  triangles  BOC,  B'O'C  Les  deux  polygones  étant 
semblables,  Tangle  B  du  premier  est  égal  à  l'angle  B'  du  se- 
cond; les  deux  triangles  AOB,  A'O'B',  étant  semblables  par 
construction,  l'angle  ABO  est  égal  à  l'angle  A'B'O'.  L'angle 
OBC,  différence  des  angles  B  et  ABO,  est  donc  égal  à  l'angle 
O'B'C,  différence  des  angles  B'  et  A'B'O'.  La  similitude  des 
deux  polygones  entraîne  d'ailleurs  l'égalité 

AB         BC 
Â^"~B'C'' 
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ei  celle  des  deux  triangles  AOB,  A'O'B'y  donne 

AB  _    PB 

A'B'"~0'B'' 

on  a  donc 

PB  _   BC 

P'B""B'C'' 

Par  suite,  les  deux  triangles  BPC,  B'P'C,  sont  semblables 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  propor- 
tionnels. 

On  prouvera  de  la  même  manière  la  similitude  des  triangles 
COD,  C'P'D',  DPE,  D.'P'F,  EPA,  E'P'A'. 

SCOLIB. 

155.  Il  faut  remarquer  que  le  point  P  pourrait  se  confondre 
aTcc  Tun  des  sommets  A  du  polygone  ABCDE;  son  homologue 
(y  se  confondrait  alors  avec  le  sommet  A'.  Les  deux  poly- 
gones seraient  divisés  en  triangles  semblables  par  les  diago* 
nales  homologues  partant  des  sommets  A  et  A'.  Cette  remarque 
prouve  que,  dans  deux  polygones  semblables,  le  rapport  de 
deux  diagonales  homologues  est  égal  au  rapport  de  similitude 
des  deux  polygones.  Ce  rapport  est  celui  de  deux  lignes  ho-- 
mologues  tracées  d'une  manière  quelconque  dans  les  deux 
polygones. 

Le  point  P  pourrait  être  extérieur  au  polygone  ABCDE.  Le 
même  théorème  subsisterait,  en  convenant  de  regarder  le 
polygone  comme  composé  d'une  série  de  triangles,  les  uns 
additifs,  les  autres  soustractifs.  Ainsi  (fg.  112)  on  pourra 
regarder  le  polygone  ABCDE  comme  composé  des  triangles 
additifs  SAB,  SAE,  SED,  et  des  triangles  soustractifs  SBC,  SCD. 
Le  raisonnement  sera  le  même  que  précédemment. 

156.  Supposons  que  les  polygones  considérés  aient  n  côtés. 
En  prenant  pour  centres  de  décomposition  deux  sommets  ho- 
mologues, on  les  partagera  en  (n— 2)  triangles  semblables; 
et,  comme  il  faut  deux  conditions  pour  que  deux  triangles 
soient  semblables,  la  similitude  des  deux  polygones  exigera 
a(/i— 2)  ou  2/1  — 4  <îondiiions. 

Nous  avons  vu  précédemment  (66)  que  Tégaiité  de  deux 
polygones  de  n  côtés  exigeait  en  général  2/1  —  3  conditions. 
La  similitude  demande  donc  une  condition  de  moins  que 
^'égalité;  par  suite,  deux  polygones  dont  une  seule  condition 
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entratne  Tégalité  sont  nécessairement  semblables  quand  ils  ne 
sont  pas  égaux. 

THÉORÈME. 

157.  Le  rapport  des  périmètres  de  deux  polygones  semblables 
est  égal  au  rapport  de  similitude  des  deux  polygones  [fig»  no). 

Les  deux  polygonesABCDE,  A'B'C'D'E',  éunt  semblables, 
on  a 

AB  _  BC  CD  _  DE         EA 

A'B'  ~  h'C'^  CD'  ""  DE'  ~  E'A'' 

Un  théorème  connu  (Tome  I,  Jrithm.,  386)  permet  donc  de 
poser  immédiatement 

AB-f-BC  +  CD-t-DE-4-E\       _  AB 
A' B' -h  B' C -h  C  D' -t- D'E' +  E' A' ""  A' B' ' 

Le  numérateur  du  premier  membre  de  l'égalité  obtenue  re- 
présente la  somme  des  côtés  du  polygone  ABCDE,  c'est-à-dire 
son  périmètre  V;  le  dénominateur  de  ce  même  premier  membre 
représente  le  périmètre  P'  du  polygone  A'B'C'D'E'.  On  a  donc 

P         AB 
P'"~  AB''  . 

THÉORÈME. 

158.  Si  Conjoint  un  point  quelconque  Sa  tous  les  sommets 
d'un  polygone  ABCDE,  et  si  l*on  prend  sur  les  droites  SA,  SB, 
se, . . . ,  des  points  A',  B',  C, . . .,  tels,  qu'on  ait 

SA_SBSC_SDSE 

SA'  ■"  SB'  "~  se  ~"  SD'  ■"  SE'' 

les    deux  polygones  ABCDE,   A'B'C'D'E',    sont   semblables 

[fia.  lia). 
Fig.  lia.  ^-^  ^  ' 

B  En  effet,  les  deux  triangles 

y^^\^^';^  SAB,  SA'B',  ayant  nn  angle 

i^ -i'----'^'-^S7^:^^^^^   égal  compris  entre  côtés  pro- 

\         /-  -  --^ès^^'"''''  ^         porlionnels,  sont  semblables; 
^^^-^-' — """^  ^'  le  côté  AB  est  parallèle  au  côté 

A'B',  et  Ton  a 

AB   _  SB 
A'B' ""SB'' 

En  comparant  les  deux  triangles  SBC,  SB'C,  on  prouvera  de 
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même  le  parallélisme  des  côtés  BC,  B'C%  et  l'égalité  des  rap- 

BC       SB      ,      ,   ,.         „    ^  AB        BC 

ports STTv  €Icd7»  c  est-a-dire  celle  des  rapports  ^7^7  et-j^T^j  etc. 

Les  deux  polygones  ABCDE,  A'B'C'D'E',  ayant  leurs  côtés 
ptrallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens»  ont  tous  leurs  angles 
égaux;  ils  ont,  de  plus,  tous  leurs  côtés  proportionnels  :  ils 
sont  donc  semblables. 

Remarquons  que  les  points  A',  B',  G',  . . .,  peu  vent,  être  pris 
soit  sur  les  côtés  SA,  SB,  SC,. . .,  soit  sur  les  prolongemenls 
de  ces  côtés:  le  point  S  s'appelle  centre  de  similitude^  les 
droites  SA,  SA',  SB,  SB',...,  sont  les  rayons  vecteurs  des 
points  A,  A',  B,  B',. . ..  Lorsque  les  deux  polygcnes  sont  du 
même  côté  du  point  S,  ils  sont  semblablement  placés;  lors- 
qu'ils sont  de  part  et  d'autre  du  point  S,  ils  sont  inversement 
placés(Jig.  1 13).  Dans  le  premier  cas,  la  similitude  est  directe  ; 
dans  le  second  cas,  elle  est  inverse. 

Pour  abréger,  on  donne  le  nom  d'/iomothétiek  la  similitude 
déforme  et  ie  position  qu'on  vient  d'examiner.  Les  deux  po- 
lygones ABCDE,  A'B'C'D''E'  [^g.  1 12  et  1 13)  sont  dits  homo- 
tkétiques,  le  point  S  est  le  centre  d'fiomothétie  directe  ou 

SA 
inverse,  le  rapport  constant  ^77  est  le  rapport  de  similitude  ou 

à^homothétie. 

Quand  deux  polygones  sont  homothétiques,  les  droites  qui 
joignent  les  points  homologues  deux  à  deux  sont  parallèles  et 
\  leur  rapport  est  égal  au  rapport  d'homothétie. 

Quand  deux  polygones  sont  homothéiiques  inverses,  il  sufQt 
évidemment,  pour  les  rendre  homothétiques  directs,  de  faire 
tourner  l'un  d'eux  de  180°  autour  du  centre  d'homothétie. 

En  faisant  varier  le  rapport  d'homothétie  de  o  à  00  ,  on  ob- 
tient tous  les  polygones  semblables  a  un  polygone  donné. 

THÉORÈME. 
159.  Réciproquement,  si^eux  polygones  semblables  ont  leurs 
côtés  parallèles ,  les  droites  qui  Fig.  ii3. 

joifrnent  les  sommets  homolo- 
ffiesse  croisent  en  un  même  point 
jw  til  le  centre  d'homothétie 
des  deux  polygones  (  ^g.  1 1 3  ) . 

Soient   les   deux  polygones 
ABCDE,  A'B'C'D'E',  qui  remplissent  les  conditions  de  l'é- 
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nonce.  Joignons  A  A'  et  BB'.  Soit  S  le  poini  de  rencontre  de 
ces  deux  droites.  Les  deux  triangles  SAB,  SA'B',  sont  sem- 
blables comme  équiangles,  puisque  AB  et  A'B'  sont  parallèles» 
et  Ton  a 

AS  _  BS  _   AB 

A'S~"B'S"~  AB" 

Joignons  SC  et  SC,  et  comparons  les  triangles  BSC,  B'SC. 
L'angle  en  B  est  égal  à  Tangle  en  B',  à  cause  des  parallèles 
BC,  h'C.  On  a  d'ailleurs 

AB   _    BC 
A'B'""  B'C' 

par  suite  de  la  similitude  des  polygones.  On  a  donc  aussi, 
d'après  ce  qui  précède, 

BC  _  BS  . 
B'C'""B'S*' 

et  les  deux  triangles  BSC,  B'SC,  ^ont  semblables,  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels.  Ils 
sont  donc  équiangles,  et  les  rayons  SC  et  SC  ne  forment 
qu'une  seule  et  même  ligne  droite.  On  prouvera  de  même  que 
DD'  et  ££'  passent  par  le  point  S. 

Plusieurs  instruments  ingénieux  employés  pour  réduire  les 
dessins  sont  fondés  sur  les  théorèmes  que  nous  venons  d'é- 
tablir :  nous  citerons  le  pantographe. 

SGOLIB. 

160.  Ce  qu'on  vient  de  dire  pour  un  polygone  peut  évi- 
demment s'appliquer  à  un  système  quelconque  de  points 
situés  dans  un  plan. 

Suivant  que  le  syslème  proposé  est  formé  de  points  isolés 
ou  se  succédant  d'une  manière  continue,  le  syslème  homo- 
thétique  du  système  donné  est  lui-même  formé  de  points 
isolés  ou  continus.  Les  propriétés  précédentes  s'étendent 
ainsi  aux  lignes  courbes. 

161.  Lorsqu'on  transporte  l'un  des  deux  systèmes  horao- 
thétiques  parallèlement  à  lui-même,  l'homothétie  n'est  pas 
altérée. 

Par  conséquent,  les  extrémités  de  droites  concourantes  et 
les  extrémités  d'autres  droites  concourantes  respectivement 
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parallèles  et  proportionnelles  aux  premièresy  forment  deux 
tptèmes  hqmothétiques. 

L'homothétîe  des  deux  systèmes  est  directe  ou  inverse^  sui- 
TtDt  que  les  droites  parallèles  sont  dirigées  dans  le  même 
sens  ou  en  sens  contraires. 

THÉORÈME. 

162.  Deux  circonférences  quelconques  sont  à  la  fois  homo- 
théiiques  directes  et  homo  thé  tiques  inverses  {fg.  1 14)« 

En  effet,  les  rayons  de  ces  circonférences  peuvent  être  re- 


.  1.4. 


gsrdés  comme  deux  à  deux  parallèles  et  de  même  sens  ou 
parallèles  et  de  sens  contraires,  et  leur  rapport  K  est  con- 
stant (161). 

Pour  avoir  les  deux  centres  d'homothétie  de  ces  circonfé- 
rences 0  et  0%  il  suffit  de  mener  parallèlement  (fg.  ii4)  le 
rayon  OA  de  Tune  et  le  diamètre  A'O'Ai  de  l'autre.  Les  droites 
AA'  et  AAi  coupent  la  ligne  des  centres  00'  aux  points  S  et  S,, 
et  l*on  a 

SO_^_SA  S.O       OA  _  S.A 

se  "  O'A'  ~  SA'  ""     '     S.O'  """"  0' A.  "  S.A.  ~" 

Le  point  S  est  donc  le  centre  d'homothétie  directe  et  le 
point  S,  le  centre  d'bomothétie  inverse,  puisque  tous  les 
rayons  vecteurs  tels  que  AA'  viendront  se  croiser  en  S  et, 
tous  les  rayons  vecteurs  tels  que  AA„  en  S,  (136). 

Les  relations  précédentes  donnant 

S.O       SO 

S.O'~^SO'' 

les  deux  centres  d'homothétie  divisent  harmoniquement  la 
distance  des  centres  des  deux  circonférences  (137). 
Ceqai  précède  fournit  un  procédé  très-simple  pour  diviser 
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barmoniquetnent  une  droite  donnée  dans  un  rapport  donné. 
On  n'a  pas  besoin  de  tracer  les  deux  circonférences  :  il  sufQi 
que  les  parallèles  OA  et  O'A'  ou  O'Ai  soient  dans  le  rapport 
voulu. 

SCOLIB.  • 

163.  Les  rayons  des  deux  circonférences  menés  aux  poir^ts 
de  contact  d'une  tangente  commune  étant  parallèles,  les  tan- 
gentes communes  extérieures  passent  par  le  centre  d'home- 
thétie  directe  et  les  tangentes  communes  intérieures ,  par  le 
centre  d*homothétie  inverse. 

De  là,- un  nouveau  procédé  pour  construire  les  tangentes 
communes  à  deux  circonférences.  11  suffit  de  mener  par  les 
centres  d*homothétie  des  tangentes  à  Tune  des  circonférences: 
elles  le  seront  nécessairement  à  l'autre  circonférence. 

Lorsque  deux  cercles  sont  tangents  extérieurement  y  leur 
point  de  contact  devient  évidemment  le  centre  d'bomothétie 
inverse;  s'ils  sont  tangents  intérieurement^  leur  point  de  con- 
tact devient  le  centre  d'bomotbétie  directe. 


THÉORÈME. 

16Ï.  Deux  systèmes  homothétiques  à  un  troisième  sont 
homothétiques  entre  eux,  et  les  trois  centres  d'Iiomothétie 
correspondants  sont  situés  en  ligne  droite  [Jig,  iiS  et  ii6). 

Soient  les^deux  systèmes  P'  et  P",  homothétiques  au  sjs- 

Fig.  Il 6. 


tème  P.  Prenons  dans  les  trois  systèmes  les  points  homo* 
logues  A,  A',  A'';  joignons  A  à  un  point  quelconque  M  du 
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STStème  P,  ainsi  que  les  points  A'  et  M'  aux  points  M'  et  M'% 
homologues  de  M  dans  les  systèmes  P'  et  P"^. 
Les  systèmes  P  et  P'  étant  homothétiques,  AM  et  A'M'  sont 

AM 

parallèles  et  Ton  a  -ryjrj;  =  K",  rapport  d'homothétie  des  deux 

systèmes  (158).  De  même,  les  systèmes  P  et  P''  étant  bomo- 

ihéliques,  AM  et  A"M^  sont  parallèles  et  l'on  a-r^îT^  =  K', 

A  M 

rapport  d'homothétie  des  deux  systèmes.  Il  en  résulte  que 

K' 

Âlf'  et  A^'M''  sont  parallèles  et  dans  le  rapport  constant  rr^* 

Les  deux  systèmes  P'  et  P'  sont  donc  eux-mêmes  homothé- 
tiques(159]. 

Les  droites  AA'  et  MM'  se  croisent  d'ailleurs  au  point  0', 
centre  d'homoihétie  des  systèmes  P  et  P'.  On  détermine  de 
même  les  centres  d'homoihétie  0'  et  0  des  systèmes  P  et  P", 
F  et  P-'. 

Comme  un  centre  d'homothélie  est  à  lui-même  son  homo- 
logue dans  les  deux  systèmes  considérés  et  que  deux  droites 
homologues  sont  toujours  parallèles,  toute  droite  passant  par 
uo  centre  d'homothétie  est  à  elle-même  son  homologue  dans 
les  deux  systèmes. 

D'après  cela,  la  droite  O'^O'  étant  à  elle-même  son  homo- 
logue relativement  aux  systèmes  P  et  P'  et  aux  systèmes  P 
et  F,  elle  est  au^i  son  homologue  relativement  aux  sys- 
tèmes P'  et  P',  de  sorte  qu'elle  passe  par  leur  centre  0.  La 
droite  des  centres  OO'O"  est  appelée  Y  axe  d'homoihétie  des 
trois  systèmes  proposés. 

Si  rhomothétie  des  systèmes  P  et  P',  P  et  P^  est  directe, 
celle  des  deux  systèmes  P'  et  P"  est  aussi  directe  {/tg.  ii5). 
Si  rhomothétie  des  systèmes  P  et  P'  étant  directe,  celle  des 
systèmes  P  et  P'  est  inverse,  il  en  est  de  même  de  celle  des 
systèmes  P'  et  P^  [Jig.  1 16).  Quand  on  considère  trois  sys^ 
tèmes  homothétiques  deux  à  deux  y  il  jr  en  a  donc  toujours 
un  nombre  impair  dont  l'homothétie  est  directe. 

COROLLAIRE. 

165.  Trois  circonférences  quelconques,  prises  deux  à  deux, 
sont  doublement  homothétiques  (162),  c'est-à-dire  admettent 
deox  centres  d'bomothétie,  l'un  direct;  l'autre  inverse.  On 
obtient  ainsi  six  centres  d'bomothétie,  trois  directs  et  trois 
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inverses.  D'après  ce  qui  précède,  on  aura  à  associer  les  trois 
centres  directs,  ou  bien  un  centre  direct  avec  les  deux  centres 
inverses  qui  ne  lui  correspondent  pas.  D'ailleurs,  les  trois 
centres  associés  seront  toujours  en  ligne  droite.  Les  trois 
circonférences  proposées  admettent  donc  quatre  axes  d'ho^ 
mothétie  :  celui  qui  contient  les  trois  centres  directs  est 
qualifié  A'axe  direct^  et  les  trois  autres  sont  qualifiés  à'axes 
inverses. 

III.  —  Relations  métriques  entre  les  différentes  parties 
d'un  triangle. 

166.  Pour  simplifier  les  énoncés,  on  appelle  en  Géométrie 
produit  de  deux  lignes  le  produit  des  nombres  qui  expriment 
les  mesures  de  ces  lignes  par  rapport  à  la  même  unité;  carré 
d'une  ligne,  le  carré  du  nombre  qui  exprime  sa  mesure. 

Si  l'on  a 

A_C 
B"~D' 

A,  B,  C,  D,  représentant  des  longueurs  ou  les  nombres  qui 
les  mesurent  lorsqu'on  les  rapporte  à  une  même  unité,  on  dit 
que  D  est  une  quatrième  proportionnelle  à  A,  B,  C. 
Si  les  moyens  B  et  C  sont  égaux,  on  a 

AB 
B"~"D^ 

D  est  alors  une  troisième  proportionnelle  à  A  et  B.  Dans  ce 

cas,  B,  à  son  tour,  est  une  moyenne-  proportionnelle  entre  A 

et  D,  et  Ton  a  B'z=  A  x  D. 

Fig,  ,  ,^.  On  appelle  projection  d'un  point  A  sur 

une  ligne  droite  XY  le  pied  a  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  A  sur  XY. 
Si  l'on  donne  une  droite  limitée  AB,  sa 
projection  sur  XY  est  la  longueur  ab 
qui  sépare  les  projections  de  ses  points 

extrêmes  (Jîg.  117). 

THÉORÈME. 

167.  Si  du  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectan^e 
on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse,  chaque  côté 
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de  l'angle  droit  est  moyenne  proportionnelle  entre  sa  pro- 
jection sur  Vhjrpoténuse  et  V hypoténuse  elle-même ,  la  per- 
pendiculaire  abaissée  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  segments  qu'elle  détermine  sur  l'hypoténuse  (Jig.  1 18). 

Soient  le  triangle  rectangle  ABC  et  la  perpendiculaire  AI) 
abaissée  du  sommet  A  sur  l'hypoténuse  BC. 
Celle  perpendiculaire  partage  le  triangle  |i?  ^i  • 

proposé  en  deux  triangles  parliels,  qui  lui 
soDi  semblables  et  qui  sont,  par  consé- 
quent, semblables  entre  eux.  En  effet,  les 
deux  triangles  rectangles  ABC  et  ABD  ayant 
l'augle  aigu  B  commun  sont  équiangles  et  semblables;  il  en 
est  de  même  des  triangles  rectangles  ABC  et  ADC,  qui  ont 
Fangle  aigu  C  commun. 

Si  Ton  compare  successiventeni  les  triangles  ABD  et  ABC, 
ADC  et  ABC,  on  peut  donc  écrire 

Bn        AR 

^  =  ^,     d'où    AB'=BD.BC; 


AB~BC 
CD  AC 
AC  ~  BC' 


d'où     AC'=:CD.BC. 


Il  faut  se  rappeler  que  les  côtés  proportionnels  sont  les 
côtés  opposés  aux  angles  égaux. 

Si  l'on  compare  ensuite  les  triangles  partiels  ABD,  ADC, 
ODa 

|g  =  ^,     d'Où    AD.=  BD.CD. 

Si  Ton  décrit  un  cercle  sur  BC  comme  diamètre,  il  passera 
jnr  le  sommet  A  (113);  on  peut,  par  conséquent,  énoncer 
sous  la  forme  suivante  les  propriétés  démontrées  : 

Toute  corde  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  diamètre 
(jui  passe  par  l'une  de  ses  extrémités  et  sa  projection  sur  ce 
diamètre;  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque 
de  la  circonférence  sur  un  diamètre  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  deux  segments  de  ce  diamètre, 

THÉORÈME. 

168.  Si  l'on  exprime  numériquement,  par  rapport  à  une 
même  unité,  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle,  le  carré 
iu  nombre  qui  représente  l'hypoténuse  est  égala  la  somme 
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des  carrés  des  nombres  qui  représentent  les  deux  côtés  de 
l'angle  droit  [Jig.  118). 

Le  théorème  précédent  vient  de  nous  donner  les  deux  éga- 
lités 

AB*=BD.BC, 

AC»  =  CD.BC. 

Ajoutons-les  membre  à  membre,  et  mettons  dans  le  second 
membre  BC  en  facteur  commun;  nous  aurons 

AB»  +  AC*=  (BD  -h  CDj.BC, 

c'est-à-dire 

AB»-+-AC*=BC*. 

COROLLAIRES. 

169.  On  peut  facilement,  en  ayant  égard  à  cette  relation, 
trouver  l'un  des  côtés  d'un  triangle  rectangle^  lorsqu'on  con- 
natt  les  deux  autres. 

Si  Ton  donne  les  côtés  de  Tangle  droit  égaux  à  4"  et  à  3", 
on  a  immédiaiement,  en  représentant  l'hypoténuse  par  z, 

35:zr:4*+32=25,       d'oÙ       Z=5. 

Si  Ton  donne  l'hypoténuse  égale  à  i3"  et  l'un  des  côtés  de 
Tangle  droit  égal  à  5^,  on  a  immédiatement,  en  représentant 
par  X  le  côté  inconnu, 

i3*  =  5*-+-xS     d'où    a;*=i3»— 5*:r=i44    et    x  =  ii. 

Le  rapport  de  la  diagonale  du  carré  à  son  côté  est  exprimé 
par  le  nombre  incommensurable  ^/â. 

Le  triangle  ABC  [Jig.  119)  étant  rectangle  et 
^  ig.  119.^    isocèle,  donne 


AC*=AB'+BC'  =  2AB*, 
ou 

AC«  .    AC       r 

ÂF«  =  ^    ^'    AB  =  v/-- 

On  doit  remarquer  que  les  théorèmes  relatifs  à  la  simili- 
tude des  triangles  (1&7,  148,  149],  joints  à  celui  du  carré  de 
l'hypoténuse,  sont  les  plus  importants  de  la  Géométrie.  Car 
toutes  les  figures  peuvent  se  décomposer  en  triangles  quel- 
conques, et  tout  triangle  quelconque  peut  se  décomposer  en 
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deui  triangles  rectangles  par  une  perpendiculaire  abaissée  de 
l'un  des  sommets  sur  le  côté  opposé.  On  a  donc  constamment 
à  appliquer  les  propositions  indiquées. 

THÉORÈME. 

170.  Dans  tout  triangle^  le  carré  du  côté  opposé  à  un  angle 
(dgu  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés, 
moins  le  double  produit  de . 

ïan  d'eux  par  la  projection  '^'  "°* 

de  Vautre  côté  sur  la  direc-  •^'^  ^//^ 

lion  du  premier  [fig.  120).  ^        I  \  ^^^  /  \ 

Soit  le  triangle  ABC  dans   ^ ^ — A  ^^ ^^-J 

lequel  Tangle   C    est   aigu. 

Considérons  le  côté  AB  opposé  à  cet  angle.  Du  sommet  A, 
abaissons  sur  le  côté  opposé  la  perpendiculaire  AD  :  elle 
tombe  en  dedans  ou  en  dehors  du  triangle,  suivant  que  l'angle 
Best  aigu  ou  obtus.  Dans  le  premier  cas  on  a 

DB=:BC-CD; 

dans  le  second , 

DB  =  CD  — BC. 

Dans  les  deux  cas,  on  a  donc  (t.  1,  Arithm.y  275) 
DB^  =  BC*-f-  CD*-  îBC.CD. 

Le  triangle  rectangle  ABD  donne  d'ailleurs 

AB»  =  AD'-hDBS 
c'est-à^lire 

AB*=:AD*+BC^-f*CD*-  2BC.CD. 

Le  triangle  rectangle  ADC  permettant  de  remplacer 

AD«4-CD*  par  AC% 
il  vient  finalement 

AB«=BC*  -h  AC*-  2BC.CD. 

THÉORÈME. 

171,  Dans  tout  triangle,  le  carré  du  côté  opposé  à  un  angle 
obtus  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés, 
plus  le  double  produit  de  l'un  d'eux  par  la  projection  de 
l'autre  côté  sur  la  direction  du  premier  [fig.  121). 

De  C.  —  Cours.  II.  7 
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Soit  le  triangle  ABC  dans  lequel  l'angle  C  est  obtus.  Consi- 
dérons le  côté  Afi  opposé  à  cet  angle.  Du  sommet  A,  abaissons 

sur  le  côté  opposé  la  perpendiculaire 
Fig.  121.  ^D .  elle  tombe  en  dehors  du  triangle, 

et  Ton  a 

DB  =  BC  4-  CD, 

^B     d'où  (t.  1,  Arithm.,  275) 

DB'  =--  BC^  -f-  CD*  +  2  BC .  CD. 

Le  triangle  rectangle  ABD  donne  d'ailleurs 

AB*=:AD*H-DB*. 

On  a  donc,  en  remplaçant  DB*  par  sa  valeur» 

AB*=:  AD«  4-  BC*  -T-  CD*  -h  aBC.CD. 

Le  triangle  rectangle  ADC  permettant  de  substituer  AC*  à 
AD*  H-  CD*,  il  vient  finalement 

AB*  =  BC*  -f-  AC^  -h  2  BC .  CD. 

GOROLLÀIRBS. 

172.  Si  Ton  rapproche  les  théorèmes  précédents,  on  voit 
que  l'angle  d'un  triangle  est  nécessairement  aigu,  obtus  ou 
droit j  suivant  que  le  carré  du  côté  opposé  est  inférieur^  supé- 
rieur  ou  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés. 

Étant  donnés  AB  =  7"*,  AC  =  4">  BC  —  5*^,  proposons-nous 
de  déterminer  la  hauteur  du  sommet  A  au-dessus  du  côté  BC 
ou  la  perpendiculaire  AD  {Jig.  121).  Comme  7*  l'emporte  sur 
4*-i-5*,  Tangle  opposé  au  côté  AB  est  obtus,  et  l'on  peut 
poser 

AB*-=  BC*  4-  AC*  -f-  2BC.Cf), 

c'est-à-dire 

49  ==25 -4-  16-MoCD. 
On  en  déduit 

CD  =  0,8. 

Le  triangle  rectangle  ADC  donne  alors 


AD  =  v^i6  — 0,64    ou    AD  =^15,36  =  3,919, 
à  moins  de  o,ooo5  par  défaut. 
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THÉORÈME. 
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173.  Dans  tout  triangle^  la  somme  des  carrés  de  deux  côtés 
est  égale  à  deux  fois  la  somme  des  carrés  de  la  moitié  du  troi- 
sième côté  et  de  la  médiane  correspon-- 
dante  [fig.  i:l:i).  ^'S- '"•     ^ 

Soit  le  triangle  ABC  :  la  médiane  qui 
correspond  au  côté  BC  est  la  droite  AD 

qui  joini  le  sommet  A  au  milieu  D  du      c  d b~b 

côté  BC.  L'un  des  angles  en  D  est  aigu, 

l'autre  est  obtus,  sauf  le  cas  du  triangle  isocèle;  mais  alors 

le  théorème  est  évident.  Le  triangle  ADC  donne  (171) 

KO?  =  CD'  -f-  AD»  -f-  2  CD .  DE. 

Le  triangle  ADB  donne  à  son  tour  (170) 

AB»  =  BD«  +  AD«- 2BD.de. 

Si  l'on  ajoute  ces  deux  égalités  membre  à  membre  et  si 
Foo  remarque  que  CD  =  BD,  il  vient,  en  réduisant, 

AC»4-AB«=2(CD'-+-AD'). 

COROLLAIRES. 

174.  Si  la  droite  BC  ne  change  pas  et  si  la  somme  des  carrés 
des  côtés  AC  et  AB  reste  constante,  ces  côtés  variant  eux- 
mêmes,  l'égalité  précédente  prouve  que  la  valeur  de  la  mé- 
diane AD  reste  constante.  Par  conséquent,  le  lieu  des  points 
dont  la  somme  des  carrés  des  distances  à  deux  points  fixes 
est  constante  est  une  circonférence  de  cercle  qui  a  pour 
centre  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes. 

Si  l'on  a 

AC'-f-AB^zzrWJ», 

il  vient 


2(CD*-f-AD*),     d'où    AD=:l/^- 


CD^ 


Telle  est  l'expression  du  rayon  de  la  circonférence.  Le  pro- 
blème est  impossible,  lorsqu'on  a  /n*<:;  2CD*. 

175.  La  somme  des  carrés  des  côtés  d'un  quadrilatère  quel- 
conque est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales^  aug- 

7- 


Fig.  123. 
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mentée  de  quatre  fois  le  carré  de  la  droite  qui  joint  les  mi- 
lieux des  diagonales  [fig.  i23). 

Soit  le  quadrilatère  ABCD.  Soient  E  et  F  les  milieux  des  dia- 
gonales AC  et  BD.  Les  deux  triangles  ADC, 
ABC,  donnent 

AD»+DC^=:2(AE'-f-DE^), 
AB»-f-BO  =  2(AE^4-BE»). 

Si  Ton  ajoute  ces  deux  égalités  membre  à 
membre,  il  vient 

AB' +  BC» -H  DC»  +  AD»  =  4 AE» -f- 2 ( BE^  4- DE^ ) . 


Le  triangle  BED  donne  d'ailleurs 

2(BEM-DE»)  =  4(BF^ 


EF' 


On  a  donc 

AB»  +  BC^  -*-  DC>  -h  AD^  =  4AE'  +  4BF»  +  4EF». 

Mais  de  2AE=AC,  on  déduit  ^klS?=  KO;  de  même,  de 
2BF  =  BD,  on  déduit  4BF^=:  BD^  Il  reste  donc 

AB'  +  BC^  -4-  DO  -f-  AD'  =  AC'  +  BD'  +  4EF». 

S'il  s'agit  d'un  parallélogramme,  la  distance  £F  devient 
nulle.  Par  conséquent,  dans  tout  parallélogramme,  la  somme 
des  carrés  des  côtés  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  diago- 
nales; et  réciproquement,  tout  quadrilatère  qui  remplit  cette 
condition  est  un  parallélogramme. 

THÉORÈME. 

176.  Dans  tout  triangle,  la  différence  des  carrés  de  deux 
côtés  est  égale  au  double  produit  du  troisième  côté  par  la 
projection  sur  sa  direction  de  la  médiane  correspondante 
[fig.  122). 

Nous  avons  déjà  trouvé  (173)  les  deux  égalités 


AO  =  CD'- 
AB'  =  BD' 


AD' H- 2 CD. DE, 
AD'— 2BD.DE. 


Retranchons-les  membre  à  membre,  en  remarquant  que 
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CD  =  BD  ;  il  viendra 

AC2~AB2  =  4CD.de, 

c'est-à-dire 

AC2-AB2  =  2BC.DE. 

COROLLAIRE. 

177.  Remarquons  que,  si  les  points  B  et  C  restent  fixes,  tan- 
dis que,  les  côtés  AC  et  AB  variant,  la  différence  de  leurs  carrés 
demeure  constante,  l'égalité  précédente  prouve  que  la  pro- 
jection DE  ou  la  position  du  point  £  reste  aussi  constante.  Par 
conséquent,  le  lieu  des  points  dont  la  différence  des  carrés 
des  distances  à  deux  points  fixes  est  constante  est  une  perpen^ 
diculaire  à  la  droite  qui  joint  les  points  fixes. 

Si  Ton  a 

AC2-AB2=:i7l2, 

il  vient 

m^rrr  2BC.de,        d'Oll       DE  =  -^. 

Telle  est  la  valeur  de  DE.  On  portera  cette  valeur  de  DE,  à 
partir  du  point  D  milieu  de  BC,  à  droite  ou  à  gauche  de  ce 
point,  et  le  lieu  se  composera  en  réalité  des  deux  perpendicu- 
laires élevées  à  BC  par  les  points  obtenus. 

THÉORÈME. 

178.  Le  produit  de  deux  côtés  d'un  triangle  est  égal  au 
carré  de  la  bissectrice  de  l'angle  qu*  ils  forment,  augmenté  du 
produit  des  deux  segments  que  cette  bissec^ 
trice  détermine  sur  le  troisième  côté  {fig.  1 24) . 

Soient  le  triangle  ABC  et  la  bissectrice  CD 
de  l'angle  C.  Formons  l'angle  DBE  égal  à  la 
moitié  de  l'angle  C.  Les  deux  triangles  ACD 
et  DBE  seront  évidemment  équiangles  et 
semblables.  L'angle  CAD  sera  donc  égal  à 
raogle  DEB,  ce  qui  entraîne  la  similitude 
4es  deuK  triangles  ACD,  CBE.  On  a,  par  suite» 

~  =  ^>     d'où     AC.CBr^CD.CE. 

On  peut  remplacer  CE  par  CD  +  DE  :  on  a  alors 
AC.CB  =  CD2^CD.DE. 
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La  similitude  des  triangles  ACD,  DBE,  donne  d'ailleurs 
^  =  ^,     d'où    CD.DE  =  AD.DB. 

En  substituant  dans  Tégalilé  précédente,  il  vient  finalement 
AC.CB  =  CD2  +  AD.DB. 


THÉORÈME. 

179.  Le  produit  de  deux  côtés  d*un  triangle  est  égal  au 
produit  de  la  hauteur  qui  correspond  au  troisième  côté  par  le 
diamètre  du  cercle  circonscrit  au    tricaigle 

(fig.   125). 

Lorsqu'un  triangle  est  inscrit  dans  une  cir- 
conférence» on  dit  que  la  circonférence  lui  est 
circonscrite. 

Soit  le  triangle  ABC  inscrit  dans  la  circon- 
férence 0,  soit  AE  perpendiculaire  sur  BC. 
Les  deux  triangles  rectangles  ABD,  AEC  sont  semblables;  car 
l'angle  ADB  et  l'angle  ACE  sont  inscrits  dans  le  même  seg- 
ment. On  a  donc 


AB 

ae' 


AD 

AC 


T> 


d'où     AB.AC^rAE.AD. 


IV.  ~  Des  lignes  proportionnelles  dans  le  cercle. 

THÉORÈME. 

180.  Si  d'un  point  pris  dans  le  plan  d'un  cercle  on  lui  mène 
des  sécantes,  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  intersec- 
Fig.  136.  lions  de  chaque  sécante  avec  la  circonférence 

est  constant  [fig.  126). 

Supposons  d'abord  le  point  donné  intérieur 
au  cercle.  Par  ce  point  E,  menons  deux  cordes 
quelconques  AB  et  CD.  Joignons  AC  et  6D. 
Nous  formerons  deux  triangles  AEC,  DEB;  ces 
triangles  sont  équiangles,  car  les  angles  en  E  sont  opposés  par 
le  sommet,  et  les  angles  en  C  et  en  B  sont  égaux  comme  in- 
scrits dans  le  même  segment.  La  similitude  des  triangles  con- 
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sidérés  permet  donc  de  poser 

AECE 
DE  "■  M 


toi 


d'où     AE.BEr^CE.DE. 


On  énonce  quelquefois  cette  importante  propriété  en  disant 
que  deux  cordes  quelconques  se  coupent  dans  une  circonfé- 
rence en  parties  inversement  proportionnelles. 

Supposons  maintenant  le  point  donné  extérieur  au  cercle. 
Par  ce  point  £,  menons  deux  sécantes  quel- 
conques EAB,  EDC  {Jig.  127).  Joignons  AC 
elBD.  Les  deux  triangles  AEC)  DEB,  sont  sem- 
blables. En  effets  ils  ont  l'angle  £  commun, 
et  les  angles  C  et  B  sont  égaux  comme  inscrits 
ians  le  même  segment.  On  peut  donc  poser 


Fig.  127. 


EC 
£B 


EA 
ED' 


d'où     EC.EDnrrEB.EA. 


On  énonce  quelquefois  cette  propriété  en  disant  que  deux 
sécantes  issues  d'un  même  point  sont  inversement  proportion- 
nelles à  leurs  parties  extérieures. 

COBOLLAIRB. 

181.  Si  Ton  conçoit  que  la  sécante  EC  tourne  autour  du 
point  £  de  manière  à  devenir  la  tangente  EF,  le  théorème  ne 
cesse  pas  d'être  vrai;  mais,  à  la  limite»  la  sécante  entière  se 
confond  avec  sa  partie  extérieure.  On  a  donc 

EF-  =  £B.£A. 


ia8. 


Ce  qui  prouve  que,  lorsqu'une  tangente  et  une  sécante 
partent  d'un  même  point,   la  tangente  est 
moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  en- 
tière et  sa  partie  extérieure  (Jig.  128). 

On  peut  d'ailleurs  le  démontrer  directement 
comme  il  suit.  Soient  la  tangente  £F  et  la  sé- 
cante EAB.  Joignons  AF  et  BF.  Les  deux 
triangles  EBF,  EAF,  sont  semblables.  En  effet, 
ils  ont  l'angle  £  commun,  et  l'angle  EBF  est 
égal  à  l'angle  EFA,  puisque  ces  deux  angles 
ont  pour  mesure  la  moitié  du  même  arc  AF.  On  a  donc 


EB 
JEF 


EF 


d'où     EF2=:EB.EA. 
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THÉORÈME. 

182.  Réciproquement,  lorsque  deux  droites  AD,  BC,  prolon- 
gées s'il  jr  a  lieu,  se  coupent 
^^S-  129.  ^;j  j^^  point  E,  tel  qu^on  ait 

AE.DE  =  BE.CE, 

leurs  extrémités  A,  D,  B,  C, 
sont  situées  sur  une  même  cir- 
conférence [Jig*  1^9)- 
Divisons  les  deux  membres 
de  l'égalité  donnée  par  BE.DE;  il  viendra 

AECE 
BÉ  ~  DE* 

Les  deux  triangles  ACE,  BDE,  ont  donc  un  angle  commun 
ou  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels.  Ces  trian- 
gles, étant  alors  semblables,  sont  équiangles.  Par  conséquent, 
si  Ton  décrit  sur  CD  comme  corde  un  segment  capable  de 
l'angle  CAD,  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois  sommets 
C,  A,  D,  passe  aussi  par  le  quatrième  sommet  B  ;  en  effet,  les 
angles  en  A  et  en  B  sont  égaux,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire. 

On  prouverait  de  même  que»  si  par  rapport  à  l'angle  £ 
(y?g.  128)  les  trois  points  A,  B,  F,  satisfont  à  la  relation 

EF2=EB.EA, 

la  circonférence  déterminée  par  ces  trois  points  est  tangente 
en  F  au  côté  EF. 


SGOLIB. 

183.  Lorsque  deux  droites  forment  respectivement  des  an- 
•    p.     j3^  gles  égaux  avec  les  côtés  d'un 

même  angle,  on  leur  donne  le 
nom  de  droites  antiparallèles. 
Soit  l'angle  A  coupé  par  les 
droites  BC,  DE;  si  les  angles 
ABC,  AED,  sont  égaux,  les 
droites  BC  et  DE  sont  antipa- 
rallèles  [fig*  i3o).  Prenons 
AE'=:AE  et  AD'=AD,  joignons  D'E'  :  les  deux  triangles 
ADE,  AD'E%  sont  égaux»  et  l'angle  AED  est  égal  à  l'angle 
AE'D'.  L'angle  ABC  est  donc  lui-même  égal  à  l'angle  AE'F, 
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et  la  droite  BC  est  parallèle  à  la  droite  E'D'.  On  a  donc 
AB        AC 


c'esl-à-dire 

AB_  AG 
AÈ""  AD 


AE'  —  AD' 


,     d'où     AB.AD=:AC.AE. 


Les  distances  du  sommet  de  l'angle  aux  points  d'intersec- 
tion  de  chacun  de  ses  côtés  avec  les  deux  droites  antiparal- 
tèles  forment  donc  un  produit  constant» 

Si  le  point  D  se  confondait  avec  le  point  B,  on  aurait 

AB2=:AC.AE. 

Lorsque  les  deux  droites  antiparallèles  se  croisent  en  un 
même  point  sur  l'un  des  côtés  de  l'angle^  la  distance  dusommet 
à  ce  point  est  donc  moyenne  proportionnelle  entre  les  segments 
comptés  sur  l'autre  côté  de  l'angle, 

La  propriété  qu'on  vient  de  démontrer  permet  de  rendre 
plus  rapide  Texposilion  de  quelques-uns  des  ttiéorèmes  pré- 
cédents. Considérons,  par  exemple  [Jlg.  126),  les  cordes  AB, 
CD.  Les  angles  en  A  et  en  D  étant  égaux  comme  inscrits  dans 
le  même  segment,  les  droites  AC,  DB,  sont  antiparallèles  par 
rapport  aux  côtés  de  l'angle  E;  on  a  donc  immédiatement 

AE.BE  =  CE.DE. 

On  voit  que  deux  droites  antiparallèles  déterminent  deux 
triangles  semblables,  qui  deviennent  semblablement  placés  par 
le  retournement  de  l'un  d'eux. 

Y.  —  Problèmes  sur  les  lignes  proportionnelles. 
PROBLÈME. 

181.  Diviser  une  ligne  droite  en  un  certain  nombre  de  par- 
ties égales  (Jlg.  i3i).  Fig.  i3i. 

Soit  A  à  diviser  en  cinq  parties  égales.         , L. , 

Formons  un  angle  quelconque  CBD  et,  sur 
le  côté  BC,  portons  une  longueur  BE  égale 
à  la  droite  A.  Sur  l'autre  côté  BD,  mar- 
quons à  la  suite  l'une  de  l'autre  cinq  fois 
de  suite  la  longueur  arbitraire  BF.  Soient  H 
et  G  les  deux  derniers  points  de  division.  Joignons  GE  et, 
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par  le  point  H,  menons  HK  parallèle  à  6E;  EK  sera  la  cin- 
quième partie  de  BE  ou  de  A.  On  a,  en  effet,  à  cause  des 
parallèles, 

EKGH      £ 

bu:  ~"  iJG  ~~  5' 

PROBLÈME. 

185.  Diviser  une  ligne  droite  en  parties  proportionnelles  à 
p.     ^^^  des  lignes  données  ou  à  des  nombres  donnés 

[flg.    l32). 

Soit  à  diviser  la  droite  A  en  parties  pro- 
portionnelles aux  droites  M,  N,  P.  Formons 
un  angle  quelconque  CBD  et,  sur  le  côté  BC, 
portons  une  longueur  BE  égale  à  A.  Sur 
l'autre  côté  DB,  marquons  successivement 
des  longueurs  BF,  FG,  GH,  respectivement 
égales  aux  longueurs  M,  N,  P.  Joignons  le 
point  H  au  point  E,  et  menons  à  la  droite  HE 
les  parallèles  GK,  FL.  La  droite  BE  ou  A  est  divisée  aux  points 
L  et  K,  comme  l'exige  l'énoncé.  On  a,  en  effet,  à  cause  des 
parallèles, 

BL      BF 

d'où 


M 

et 

FG 
Gil" 

N 

BL 
M  ~ 

LK 

N 

KE 
—  p- 

Si  Ton  devait  partager  A  proportionnellement  à  des  nombres 
donnés,  on  représenterait  ces  nombres  par  des  droites  en  fai- 
sant cboix  d'une  certaine  unité,  et  Ton  opérerait  comme  on 
vient  de  l'indiquer. 

PROBLÈME. 

186.  Construire  la  quatrième  proportionnelle  à  trois  droites 

données  [Hg.  i33). 
Fig.  i33. 

Soient  M,  N,   P,  les   trois 

'     droites  données.  Formons  un 

I        angle  quelconque  BAC.  Sur 

le  côté  AB,  prenons  AB  =  M 
et  AD  =  N;  puis,  sur  le  côté 
AC,  AC  =  P.  Joignons  BC  et, 
parle  point  D,  menons  DE  parallèle  à  BC.  AE  est  la  quatrième 


A' 
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proportionnelle  demandée,  car  on  a 

AB      AC  M       P      ,,--, 

AD  =  XE     ^"     N=ÂÊ    (*^^^- 

Si  les  lignes  N  et  P  étaient  égales,  AE  serait  la  troisième 
proportionnelle  aux  lignes  M  et  N. 

PROBLÈME. 

187.  Construire  la  moyenne  proportionnelle  à  deux  lignes 
données  (fisc*  i34). 

^•^  *         ^'  Fig.  134. 

Soient  les  deux  lignes  données  A  et  B.  Por-       ^^ , 

tons  ces  lignes  de  C  en  D  et  de  D  en  E,  sur  une       »' ■ 

droite  indéQnie.  Sur  CE  comme  diamètre,  dé- 
crivons une  demi-circonférence,  et  soit  DF 
perpendiculaire  à  CE;  DF  est  la  moyenne  pro- 
portionnelle demandée.  On  a,  en  effet, 

DF2=CD.DE=:A.B    (167). 

Si  les  lignes  A  et  B  sont  inégales,  le  rayon  OF  est  toujours 
plus  grand  que  la  perpendiculaire  FD.  On  vérifie  ainsi  géo- 
métriquement que  la  moyenne  proportionnelle  à  deux  lignes 
inégales  est  plus  petite  que  leur  moyenne  arithmétique. 

Lorsque  les  lignes  A  et  B  sont  trop  grandes  pour  qu'il  soit 
commode  de  les  porter  à  la  suite  Tune  de 
Taolre,  on  opère  autrement.  On  prend  sur  *^*  '    * 

une  droite  indéfinie   (Jig.  i35)   CD=:A,    ^\  .  ' 

CE  =  B.  On  décrit  sur  CD  comme  diamètre 
une  demi-circonférence  et,  au  point  E,  on 
élève  EF  perpendiculaire  au  diamètre.  La 


moyenne  proportionnelle  demandée  est  la      c  0  e   o*   d 

corde  CF.  On  a,  en  effet, 

Cr-  =  CD.CE~rA.B     (167). 

On  aurait  pu  aussi,  dans  le  cas  considéré,  décrire  une  demi- 
circonférence  sur  ED  comme  diamètre  :  ED  représente  la  dif- 
férence des  deux  lignes  données.  Si  Ton  mène,  par  le  point  C, 
une  tangente  C6  à  cette  circonférence,  CG  représente  la 
moyenne  proportionnelle  cherchée,  car  on  a  encore 

CG2=CD.CE  =  A.B   (181). 
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A    |>  A     _i       II 

On   a    évidemment   CO'==Bh = -De    même, 

2  2 

4 g 

0'G=:  O'D  = Le  triangle  CO'G  est  d'ailleurs  recungle 

en  G.  II  en  résulte  que  ia  demUsomme  de  deux  lignesy  leur 
moyenne  proportionnelle  et  leur  demi-différence  peuvent 
être  représentées  par  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle, 

PROBLEME. 

188.  Construire  deux  droites,  connaissant  leur  somme  et 
leur  produit  {Jig.  i36). 

Soit  BC  la  somme  donnée  ;  soit  A  la  droite  dont  le  carré 
égale  le  produit  donné.  Sur  BC  comme  dîa- 
mèlre,  décrivons  une  demi-circonférence. 
Au  point  B,  élevons  sur  le  diamètre  BC  la 
perpendiculaire  BD  égale  à  A.  Par  le  point 
D  ainsi  obtenu,  menons  la  parallèle  DEE' 
B^^ ~r^  au  diamètre  BC.  Celte  parallèle  coupe  géné- 
ralement la  circonférence  en  deux  points  E 
et  E';  par  ces  points,  abaissons  sur  le  diamètre  BC  les  perpen* 
diculaires  EF,  E'F'.  Les  deux  droites  demandées  sont  BF  et 
FC  ou  BF'  et  F'C  :  ces  deux  solutions  n'en  font  qu'une  seule, 
car  on  a  évidemment  BF'=r  FC  etF'C=:BF;  on  a  bien  d'ail- 
leurs BF  -4-  FC  =  BC  et  BF.FC=:  EF2=  A^. 

Pour  que  la  parallèle  DEE'  rencontre  la  circonférence,  il 
faut  que  A  ne  surpasse  pas  le  rayon  de  la  circonférence  ou  la 

BC 

moitié  de  la  somme  BC  :  si  A  est  égale  à  — 9  la  parallèle  devient 

tangente  à  la  circonférence,  et  son  point  de  contact  se  projette 
au  centre.  Le  produit  de  deux  lignes  dont  la  somme  est  con- 
stante est  donc  maximum  lorsque  ces  deux  lignes  sont  égales. 
Nous  retrouvons  ainsi  par  la  Géométrie  un  théorème  déjà 
démontré  au  point  de  vue  algébrique  (t.  I,  ^Ig.,  285). 

PROBLÈME. 

189.  Construire  deux  droites,  connaissant  leur  différence 
et  leur  produit  {Jig.  137). 

Soit  BC  la  différence  donnée,  soit  A  la  droite  dont  le  carré 
égale  le  produit  donné.  Sur  BC  comme  diamètre,  décrivons 
une  circonférence.  Au  point  B,  élevons  sur  le  diamètre  BC  la 
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perpendiculaire  BD  égale  à  A.  Par  le  point  D  ainsi  obtenu  et 
le  centre  de  la  circonférence,  menons  la  sé-^ 
dDie  D£F.  Les  deux  lignes  demandées  sont 
la  sécante  entière  DF  et  sa  partie  extérieure 
DE.  On  a,  en  effet, 

DF-DEr=EF  =  BC 

et 

DF.DE==DB2r=A^     (181). 

I    Les  deux  problèmes  que  nous  venons  de 
I  résoudre  permettent  de  construire  les  racines  des  équations 
du  second  degré. 

PROBLÈME. 

190.  Diviser  une  droite   en  moyenne  et  extrême  raison 
IJtg.  i38). 

Diviser  une  droite  AB  en  moyenne  et  extrême  raison,  c'est 
trouver,  sur  cette  droite  ou  sur  son  prolongement,  un  point 

Fig.  i38. 


dont  la  distance  à  Tune  des  extrémités  A  soit  moyenne  pro- 
portionnelle entre  sa  distance  à  l'autre  extrémité  B  et  la  droite 
AB  elle-même. 
Supposons  qu'un  point  X  situé  entre  A  et  B  réponde  à  la 

XR       X  A 
question.  On  a  alors  à  considérer  les  rapports  ^j  ^^  Xk'  Q"^'^^ 

te  point  X  parcourt  AB,  le  premier  rapport  diminue  d*une 
manière  continue  depuis  l'infini  jusqu'à  zéro,  tandis  que  le 
second  rapport  augmente  d'une  manière  continue  depuis  zéro 
jusqu'à  !•  11  y  a  donc  entre  A  et  B  un  point  X  et  un  seul  ré- 
pondant à  la  question,  et  pour  lequel  on  a 


!') 


XB 
XA 


X\ 

AB 


ou     XA  =XB  AB. 
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Supposons  qu'un  point  X',  situé  sur  le  prolongement  de  la 
droite  AB,  à  gauche  de  A,  réponde  à  la  question.  On  a  alors 

X'  B       X'  A 
à  considérer  les  rapports  s^t-t  et  -j^*  Quand  le  point  X'  par- 
court X'A,  en  supposant  d'abord  X'  aussi  loin  que  possible  à 
gauche  de  A,  le  premier  rapport,  qu'on  peut  écrire 

X^A  -h  AB  _         AB 

X'A       ""'"^X'A' 

augmente  d'une  manière  continue  depuis  i  jusqu'à  l'inGni, 
tandis  que  le  second  rapport  diminue  d'une  manière  continue 
depuis  l'infini  jusqu'à  zéro.  Il  y  a  donc,  à  gauche  de  A,  un 
point  X'  et  un  seul  répondant  à  la  question,  et  pour  lequel  on  a 

(2)  ^  =  ^     OU    X'A=X'B.AB. 
A.  A        Ad 

II  est  d'ailleurs  évident  que,  sur  le  prolongement  de  AB  à 
droite  de  B,  aucun  point  X'"  ne  peut  répondre  à  la  question, 
la  distance  X'' A  surpassant  alors  à  la  fois  la  distance  X'^B  et  la 
droite  AB. 

Pour  déterminer  les  deux  points  X  et  X'  qui,  seuls,  répon- 
dent à  la  question,  retranchons  membre  à  membre  les  rela- 
tions (i)  et  (2).  Il  vient 

XTÂ'  -  XÂ'  1:=  (X'B  —  XB)  AB. 

Mais  le  premier  membre  de  cette  égalité  équivaut  à 

(X'A-f-XA)(X'A~XA), 

c'est-à-dire  à  XX' (X'A  —  XA),  tandis  que  le  second  membre 
est  XX'. AB.  En  supprimant  le  facteur  commun  XX%  on  a 
donc 

(3)  X'A  — XA=:AB. 
D'ailleurs,  la  relation (i]  donne  (t.  I,  Jrithm.^  393) 

XB-4-XA       XA  +  AB 


ou,  d'après  (3), 

XA       ~        AB 

AB       X'A 

XA       AB' 
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c*est-à-dire 

;4)  X'a.xa  =  âb! 

U  recherche  des  points  X  et  X'  ou  des  droites  AX  et  AX' 
revient  donc,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4),  à  construire 
deux  longueurs  ayant  pour  différence  AB  et  pour  produit  A6 . 
Le  problème  de  la  moyenne  et  extrême  raison  n'est,  par  con- 
séquent, qu'un  cas  particulier  du  problème  résolu  au  n"  189  : 
ce  qui  motive  la  construction  suivante. 

A  l'extrémité  B  de  AB,  on  élève  la  perpendiculaire  BO  égale 
à  la  moitié  de  AB.  Du  point  0  comme  centre,  avec  OB  pour 
rajon,  on  décrit  une  circonférence  que  la  droite  AO  rencontre 
aux  points  C  et  C.  La  partie  extérieure  AC  de  la  sécante  AO 
représente  l'inconnue  AX,  et  la  sécante  entière  AC  représente 
l'inconnue  AX'. 

On  retrouve  ainsi  les  valeurs  obtenues  précédemment,  en 
traitant  le  même  problème  par  l'Algèbre  (t.  I,  Jlg.,  256),  car, 
si  l'on  désigne  par  a  la  longueur  AB,  on  a,  sur  la  fîgure, 


AC=  AX  =  AO  -  OC  =  i/a^  +  ^  _  f  ^  ?(^5  _  ,)^ 
et|  en  valeur  absolue, 
AC=  AX'  =  AO  +  OC  =  y/fl.  +  ^  ^  ?  =  f  (^5  +  i). 

Il  peut  être  utile  de  remarquer  que  les  deux  autres  segments 
BX  et  BX'  ont  pour  valeurs 

BX  =  a-AX  =  -(3-^5),     BX'=a -i- AX'  =  -(3 -+- v^5). 

2  2 

PROBLÈME. 

191.  Construire  sur  une  droite  donnée  un  triangle  ou  un 
polygone  semblable  à  un  triangle 
ou  à  un  polygone  donné  [fig.  iSg). 

Si  l'on  veut  construire  sur  la 
«Iroiie  A'B',  homologue  de  AB, 
QQ  triangle  semblable  au  triangle 
ABC,  on  fera  l'angle  B'A'C  égal 
àVangle  BAC  et  l'angle  A'B'C 
^^  à  l'angle  ABC.  Le  triangle 
•VB'C  et  le  triangle  ABC  seront  semblables,  comme  équiangles. 
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Si  Ton  veut  construire  sur  la  droite  A' B',  homologue  de  AB, 
un  polygone  semblable  au  polygone  ABCDE,  on  décomposera 
le  polygone  donné  en  triangles  en  menant  du  sommet  Aies 
diagonales  AC,  AD.  On  construira  alors  sur  A'B'  un  triangle 
A'B'C  semblable  au  triangle  ABC;  puis,  sur  A'C,  homologue 
de  AC,  un  triangle  A' CD'  semblable  au  triangle  ACD;  enfln, 
sur  A'D',  homologue  de  AD,  un  triangle  A'D'E'  semblable  au 
triangle  AED.  Les  deux  polygones  ABCDE  et  A'B' CD' E'  seront 
semblables,  comme  composés  d'un  même  nombre  de  triangles 
semblables  et  semblablement  disposés. 

PROBLÈME. 

192.  Construire  une  échelle  [fig.  i4o). 

Quand  on  a  levé  le  plan  d'un  terrain,  il  faut  le  rapporter  sur 
le  papier.  Le  rapport  d'une  droite  du  plan  à  celle  qui  lui  cor- 
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Fig.  i4o. 
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respond  sur  le  terrain  s'appelle  échelle  du  plan.  Si  ce  rapport 
est  o,oi,  le  plan  est  construit  à  l'échelle  de  o,oi  ou  au  cen- 
tième. 

Par  extension,  on  dippeWe  échelle  graphique  une  figure  géo- 
métrique qui  permet  de  trouver  immédiatement  les  longueurs 
(les  lignes  du  terrain,  réduites  dans  un  certain  rapport,  et,  réci- 
proquement, de  passer  des  lignes  mesurées  sur  le  plan  aux 
lignes  qu'elles  représentent  effectivement. 


Soit  à  construire  une  échelle  de 


5ooo 


5ooo^  sont  alors  re- 


présentés par  i"  et  loo"  par  o",o2. 

Sur  une  droite  indéfinie  AB,  on  prend  une  longueur  AF 
égale  à  o*',o2  et  on  la  divise  en  lo  parties  égales.  AF  représen- 
tant loo**,  chaque  division  représentera  lo"  :  on  numérotera 
donc  les  points  de  division  o,  xo,  20, ...,  100.  On  porte  alors  des 
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longueurs  égales  à  AF  à  la  suite  du  point  F,  et  Ton  indique  ces 
nouvelles  divisions  par  les  nombres  loo,  200,  3oo,  etc.,  de 
manière  à  atteindre  le  plus  grand  nombre  de  centaines  de  mè- 
tres qu'on  puisse  avoir  à  considérer.  Par  les  points  A,  F,  100, 
200,  3oo,  etc.,  on  élève  des  perpendiculaires  à  la  droite  AB.  On 
porte  sur  Tune  d'elles,  F£,  dix  fois  une  même  longueur  arbi- 
traire, et  par  les  points  de  division  i,  2,  3,.. .,  10,  on  mène 
des  parallèles  à  AB.  On  prend  sur  CE,  à  partir  du  point  £,  une 
longueur  EG  égale  au  dixième  de  AF,  on  joint  FG,  et  par  les 
points  de  division  de  AF  on  mène  des  parallèles  à  FG. 

Les  centaines  de  mètres  sont  alors  représentées  par  les  di- 
visions de  FB,  les  dizaines  de  mètres  par  les  divisions  de  AF, 
et  les  neuf  premiers  multiples  du  mètre  par  les  portions  de 
parallèles  à  AB  comprises  dans  le  triangle  FGE.  En  effet,  si 
l'on  considère  la  cinquième  parallèle  et  le  segment  L5  qui  lui 
correspond,  on  a 

F5_L5_^, 
FE  ~GE~"  10' 
* 
comme  GE  représente  10",  L5  en  représente  5. 

Si  Ton  veut  marquer  sur  le  plan  une  longueur  de  325",  on 
place  Tune  des  pointes  du  compas  sur  l'intersection  M  de  la 
parallèle  à  FG  qui  correspond  au  point  de  division  20  sur  AF, 
avec  la  parallèle  à  AF  qui  passe  par  la  division  5  de  FE,  et  l'on 
amène  l'autre  pointe  du  compas  sur  la  parallèle  à  F£  qui  est 
marquée  3oo  :  on  a  300*^  depuis  celte  parallèle  jusqu'à  FE, 
25^  depuis  FE  jusqu'au  point  M. 

Réciproquement,  si  l'on  veut  savoir  la  longueur  réelle  d'une 
ligne  du  plan,  on  prend  une  ouverture  de  compas  égale  à  cette 
ligne,  et  l'on  voit  immédiatement  combien  elle  renferme  de 
centaines  de  mètres.  Supposons  qu'elle  tombe  entre  200*'  et 
3oo^.  On  place  alors  l'une  des  pointes  du  compas  sur  la  paral- 
lèle 200  h  FE,  et  on  la  fait  glisser  sur  cette  parallèle  jusqu'à  ce 
que  l'autre  pointe  du  compas  vienne  rencontrer  un  point 
d'intersection  des  parallèles  à  AF  et  des  parallèles  à  FG  ou 
couper  l'une  des  parallèles  à  FG  entre  deux  parallèles  à  AF. 
Supposons  qu'on  rencontre  ainsi  la  parallèle  3o  à  FG  entre  la 
huitième  et  la  neuvième  parallèle  à  AF.  La  longueur  cherchée 
renferme  d'abord  200",  puis  30**,  puis  un  nombre  de  mètres 
compris  entre  8"  et  9**.  Cette  longueur  sera  donc  238"  ou  239", 
à  un  demi-mètre  près,  en  déterminant  à  vue  quelle  est  la 
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parallèle  à  AF  la  plus  rapprochée  de  la  pointe  du  compas. 
Ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  au  lever  des  plans 
s'applique  évidemment  à  la  représentation  graphique  d'un 
bâtiment,  d'une  machine,  d'un  objet  quelconque. 


VI.  —  Exercices  et  questions  complémentaires. 

PROBLÈME. 

193.  Déterminer  les  hauteurs,  les  médianes  et  les  bissectrices  (Pun 
triangle  en  fonction  de  ses  trois  côtés. 

Nous  désignerons  par  ABC  le  triangle  donné  et  par  a,  b,  c,  les  longueurs 
des  côtés  respectivement  opposés  aux  angles  Â,  B,  C. 

1*  Cherchons  la  hauteur  AE  =  A,  qui  correspond  au  sommet  A.  Des 
deux  angles  B  et  C,  l'un  est  nécessairement  aigu.  Supposons  que  ce  soit 
l'angle  C  [fig,  laa). 

Le  triangle  rectangle  ABC  donne  d'abord 

Â»  =  ^«— ce'. 

Le  triangle  ABC,  où  l'angle  C  est  aigu,  permet  ensuite  de  poser  (170) 

c2=û2h-ô«— aa.CE, 

d'où 

^^a^^b^-c^ 


%a 

La  première  relation  devient  alors 

Aï-  b^      (a^-hb^—c^Y  _  ^n'^b^—(a^-\-b^—c^)^ 
4«'  ""  4û*  ' 

ou,  d'après  un  théorème  élémentaire  d'Agèbre  (t.  I,  Alg,y  30,  II), 

"  4rt* 

__  (a-f-  ft-+-c)(rt-H  b  ^  c)(c -^  a  —  b][c  -^  a  -\-  b) 

Mais,  si  Ton  désigne  par  a/^Ie  périmètre  du  triangle  ABC,  on  a  successi- 
vement 

a-hb'hc  =  ^py  a-hb—c  =z^p^^c  =  ^(p^c), 

c  H-a — b  =  ^p  —  a^  =  2(/î  — ^),     c--a-4-A  =  a/?-— aa—  2(/7— fl). 

En  substituant  ces  résultats  dans  la  valeur  de  A>,  en  simplifiant  et  en 
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extrayant  la  racine  carrée,  on  trouve 


Pour  avoir  les  hauteurs  h'  et  l^  qui  correspondent  aux  côtés  b  et  c,  il 
jni&t  de  remplacer  successivement  dans  la  valeur  de  h  le  facteur  -  par  t 

eii 
e 

a?  Cherchons  la  médiane  ÂD  =  m,  qui  correspond  au  côté  a  (Jîg.  123)» 
On  a  immédiatement,  d'après  le  théorème  du  n"*  173, 

^«  H-  c*  =  2  (  —  H-  /w*  )  • 
On  en  déduit 

m  =  -  ^2  (  6*  -I-  c*  )  —  fl«. 

Les  médianes  m'  et  m*  qui  correspondent  aux  côtés  ^  et  c  auront  de 
mfime  pour  expressions 

3*  Cherchons  la  bissectrice  CD  =  7  de  l'angle  C  du  triangle  ABC 
(^.  ia4).  Le  théorème  du  n**  178  donne  immédiatement 

tf6  =  7«H-AD.DB. 
Mais  on  a  (141) 

AD^DB^AD-4-DB^     c 

'  b  ~~   a  ~^     a-\-b    "^  a -^  b 

Il  en  résulte 

a-{-b  a-^  b 

n  vient  donc,  en  substituant  dans  la  première  relation  et  en  isolant  7', 

1-    h  ^^'     _ab[{a-^b)^—c*^ 

'^  "  (a-^b)^~  (a-hb)* 

__ab{a'i'  b-i-c)(a  -hb  —  c) 
~  (a-hb)* 

Par  suite,  en  remplaçant  a  +  6  +  e  par  a/?,  a -h  ^ -r  c  par  a(/>  — c),el 
en  ^trayant  la  racine  carrée,  on  trouve 


7  =  ^^-j-^V>û^(/'-c). 

Si  Ton  désigne  par  ^  et  a  les  bissectrices  des  angles  B  et  A,  on  a  de  la 

8. 
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même  manière 

PROBLÈME. 

494.  Calcuier  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle,  en  fonction 
des  côtés  de  ce  triangle. 

Soit  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  [Jîg.  i25).  Le 
théorème  du  n^  i79  donne  immédiatement 

ab  =  aR//', 

en  désignant  par  h'  la  hauteur  qui  correspond  au  côté  c.  Si  Ton  remplace 
h"  par  sa  valeur  (193,  i**),  il  vient 

R=  "*^ 


é^y/p[p-a)[p-b)[p  —  c) 

PROBLÈME. 
195.  Construire  les  racines  d'une  équation  du  second  degré. 

Les  équations  du  second  degré,  en  mettant  les  signes  en  évidence, 
rentrent  toutes  dans  les  quatre  types  suivants  (t.  I,  ^lg>)  : 

x^-^px-^q  =0^     x^  —  px-+-q  =  o^ 
x*-^px  —  7  =  o,     x^  —  px  —  q  =  o. 

Le  premier  se  ramène  au  deuxième  et  le  troisième  au  quatrième,  par 
le  seul  changement  de  x  en  —  x.  On  n'a  donc  à  construire  effectivement 
que  les  racines  des  équations 

x^^px-^q:=0,     X^—px  —  q  =  Oj 

où  la  somme  de  ces  racines  est  égale  à  p^  tandis  que  leur  produit  est  +  q. 
En  les  mettant  sous  la  forme 

x(p'^x)  =  q,     x(X'-p)  =  q, 

on  voit  que  construire  les  racines  de  la  première,  c'est  trouver  deux 
droites  dont  la  somme  soit  p  et  le  produit  q  (188),  et  que  construire  les 
racines  de  la  seconde,  c'est  trouver  deux  droites  dont  la  différence  soit  p 
et  le  produit  q  (189).  Remarquons  en  effet  que,  dans  l'équation 

x^  —  px  —  y  =  o, 

les  racines  sont  de  signes  contraires,  la  plus  grande  étant  positive.  Si  x 
représente  cette  plus  grande  racine  positive,  la  racine  négative  prise  eti 
valeur  absolue  est  a*  —  /?. 
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190.  Construire  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points  donnés 
ri  soit  tangente  à  une  droite  ou  à  une  circonférence  donnée, 

i"  Soient  [fig,  141)  A  et  B  les  deux  points  donnés,  «t  KL  la  droite 
dMDéft»  SyppocoQS  le  problème  résolu. 

Si  la  corde  AB  prolongée  coupe  KL,  Fig.  141. 

et  si  CT  désigne  la  distance  du  poiùt 
<fiatersection  C  au  point  de  contact  de 
ILa?ec  la  circonférence  cherchée,  on 
doit  a?oir  (181) 

CT«=AC.BC. 

On  n'a   donc    qu'à    construire   la 
ADjoine  proportionnelle  CT  aux  lon- 

gwars  AC,  BC  (187),  et  à  porter  cette  moyenne  sur  la  droite  KL,  de 
fui  et  d'autre  du  point  C,  en  GT  et  en  CI'.  En  élevant  alors  les  perpen- 
dicQiaires  TO  et  T'CK  à  KL  et  en  menant  sur  le  milieu  de  AB  la  perpendi- 
culaire 00',  les  points  d'intersection  0  et  0'  sont  les  centres  des  deux 
drconférences  qui  répondent  à  la  question. 

Si  ÂB  était  parallèle  à  KL,  il  n'y  aurait  qu'une  solution.  Le  point  de 
coDtact  correspondant  T  s'obtiendrait  en  menant  une  perpendiculaire  sur 
Jemiliea  de  AB  jusqu'à  la  rencontre  de  KL. 

2*  Soient  (Jïg,  142)  B  et  C  les  deux  points  donnés,  et  01a  circonférence 
doBoée.  Supposons  le  problème  résolu.  Il  n'est 
éndeniment  possible  que  si  les  points  B  et  G 
snt  ensemble  extérieurs  ou  intérieurs  à  la  cir- 
fiooférence  0. 

Cela  posé,  si  A  est  le  point  de  contact  de  la 
eimmiérence  donnée  0  et  de  la  circonférence 
ineoanue  0',  on  voit  qu'il  suffit  de  trouver  le 
poinl  M  de  rencontre  de  la  tangente  commune 
iM  avec  la  corde  BG  prolongée.  Or,  si  l'on  fait 
passer  par  B  et  G  une  circonférence  auxiliaire 
(jaelooDque  qui  coupe  la  circonférence  0  en 
dm  points  D  et  E,  la  corde  DE  prolongée  coupe  précisément  BG  au 
point  M.  En  effet,  désignons  pour  un  instant  par  s  le  point  où  la  droite 
^couperait  la  circonférence  0.  On  aura  à  la  fois  (181) 


Fig.  142. 


MA  =  MB.MG  =  MD.M6. 

n  eii  résulte  (182)  que  le  point  e  appartient  à  la  circonférence  dé- 
terminée par  les  trois  points  B,  G,  D,  de  sorte  qu'il  se  confond  avec  le 
poi&tE. 

U  point  M  étant  ainsi  à  la  rencontre  de  BG  et  de  DE,  on  mène  par  ce 
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point  la  tangente  MA  à  la  circonférence  0.  Le  point  Â  est  le  point  de 
contact  de  cette  circonférence  avec  la  circonférence  cherchée  CK,  dont  le 
centre  est  à  la  rencontre  de  OA  prolongée  et  de  la  perpendiculaire  éle- 
vée sur  le  milieu  de  BC. 

La  seconde  tangente  menée  du  point  M  à  la  circonférence  0  fournit  une 
seconde  solution. 

Si  les  points  Bet  C  étaient  équidistants  du  centre  0,  les  droites  BC,  DE, 
seraient  parallèles.  La  tangente  AM  serait  donc  parallèle  aux  mêmes 
droites,  et  le  problème  admettrait  encore  deux  solutions. 
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CHAPITRE  IV. 

MESURE  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  DE  CERCLE. 


I.  —  Des  polygones  régnliers. 

197.  Un  polygone  esl  régulier  lorsqu'il  a  tous  ses  côtés  égaux 
et  tous  ses  angles  égaux.  Parmi  les  triangles  et  les  quadrilatères, 
le  triangle  équilatéral  et  le  carré  sont  des  polygones  réguliers. 

Un  polygone  est  inscrit  dans  un  cercle  lorsque  tous  ses 
sommets  appartiennent  à  la  circonférence  :  on  dit  alors  que  le 
cercle  esl  circonscrit  au  polygone. 

Un  polygone  esl  circonscrit  à  un  cercle  lorsque  ses  côtés 
sont  tangents  à  la  circonférence  :  on  dit  alors  que  le  cercle  esl 
inscrit  dans  le  polygone. 

Tout  triangle  esl  inscriptible  et  circonscriptible  (94,  130). 

THÉORÈME. 

198.  Si  Von  partage  une  circonférence  en  un  nombre  quel^ 
conque  d'arcs  égaux  y  les  cordes  de  ces  arcs  forment  un  poly- 
gone régulier  inscrit;  les  tangentes  menées 

par  les  points  de  division  forment  un  poly-  ^'Éf-  '43. 

gune  régulier  circonscrit  {fig,  i4^)*  ® 

Supposons  qu'on  partage  la  circonférence 
en  «parties  égales  et  qu'on  joigne  les  poinis 
<le  division.    Considérons   un  angle   quel- 
conque ABC  du  polygone  formé  :  les  côlés 
de  cet  angle  interceptant  deux  divisions,  il 
a  pour  mesure  la  moitié  de  n  —  2,  divisions. 
Uen  est  de  même  de  lous  les  autres  angles  du  polygone; 
ses  angles  sont  donc  égaux.  Quant  à  ses  côtés,  ils  sonl  égaux 
comme  cordes  sous-tendant  des  arcs  égaux.  On  obtient,  par 
conséquent,  un  polygone  régulier. 
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partagent  la  circonférence  dans  le  même  nombre  de  parties 
égales  que  les  points  Â,  B,  C,  . . . .  Le  polygone  régulier  cir- 
conscrit ainsi  obtenu  a  ses  côtés  parallèles  à  ceux  du  polygone 
régulier  inscrit^  et  les  rayons  du  polygone  inscrit  prolongés 
sont  les  rayons  du  polygone  circonscrit;  car,  les  triangles  rec- 
tangles MOD,  MOE,  étant  égaux,  MO  est  la  bissectrice  de 
l'angle  DOE  et  doit  se  confondre  avec  BO,  bissectrice  du 
même  angle. 

Reportons-nous  à  la^îg*.  i45.  Si  Ton  joint  le  point  D  aux 
points  A  et  B,  le  point  E  aux  points  B  et  C,  . . .,  on  forme 
évidemment  un  polygone  régulier  inscrit  de  un  côtés,  si  le 
nombre  de  côtés  du  polygone  ABC...  est  /i.  Le  périmètre  du 
nouveau  polygone  est  plus  grand  que  celui  du  polygone  ABC. .  -, 
puisqu'on  a  BE  -+-  EC  >  BC. 

De  même,  si  Ton  mène  des  tangentes  à  la  circonférence  par 
les  points  B,  C,  . . . ,  et  qu'on  les  arrête  aux  tangentes  qui 
forment  le  polygone  circonscrit  LMN...,  on  obtient  un  poly- 
gone régulier  circonscrit  de  2/1  côtés.  Le  périmètre  de  ce  nou- 
veau polygone  est  plus  petit  que  celui  du  polygone  LMN..., 
puisqu'on  a  RS  <RM  -+-  MS. 

Ainsij  à  mesure  qu'on  double  successivement  le  nombre  des 
côtés  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  une  circonférence^ 
le  périmètre  de  ce  polygone  augmente.  A  mesure  qu  on  double 
successivement  le  nombre  des  côtés  d'un  polygone  régulier 
circonscrit  à  une  circonférence ^  le  périmètre  de  ce  polygone 
diminue. 

Remarquons  que  le  triangle  rectangle  BOI  donne 

BO-OKBl. 

La  différence  entre  le  rayon  et  l'apothème  d'un  polygone 
régulier  est  donc  toujours  plus  petite  que  la  moitié  du  côté 
de  ce  polygone.  A  mesure  qu'on  double  le  nombre  des  côtés 
du  polygone,  son  côté  diminue  (94.)  et  tend  vers  zéro,  puisque 
les  sommets  du  polygone  se  rapprochent  indéfiniment  sur  la 
circonférence  :  par  suite,  la  différence  entre  le  rayon  et  l'apo- 
thème diminue  en  tendant  aussi  vers  zérOy  à  mesure  que  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  augmente. 
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THÉORÈME. 

202.  Deux  polygones  réguliers  qui  ont  le  même  nombre  de 
côtés  sont  semblables f  et  le  rap- 
port de  leurs  périmètres  est  égal  >e-  "4  • 
à  celui  de  leurs  rayons  ou  de     *"- — ' — ^  *'  ^ — 5' 
leurs  apothèmes  [fig.  i46). 

La  valeur  de  l'angle  d'un  pply- 
gonerégulierne  dépend,  comme 

Qous  l'avons  déjà  vu,  que  de  son  nombre  de  côtés  :  les  deux 
polygones  considérés  ont  donc  leurs  angles  égaux. 

Leurs  côtés  sont  proportionnels,  les  rapports  -77^7»  WC''*  "  *  ' 

éiant  nécessairement  identiques.  Ces  deux  polygones  sont 
donc  semblables. 
Les  périmètres  P  et  P'  des  deux  polygones  forment  alors 

un  rapport  égal  au  rapport  de  similitude  -^7^  ou,  ce  qui 

AF 

revient  au  même,  ttf7>  OF  et  0'  F'  représentant  les  apothèmes 

des  deux  polygones  (102).  Mais  les  deux  triangles  rectangles 
AOF,  A'O'F',  sont  évidemment  semblables,  puisque  les  rayons 
AO  et  A'O'  sont  bissecteurs  des  angles  A  et  A'  des  deux  po- 
lygones. On  a  donc 

AF  _  AO  _  OF 
A'F'""A'Ô'~*0'F' 
et  Ton  en  conclut 

P  _  AO  _  OF 
F""A'0'"~0'F'* 

SGOLIB. 

303.  Supposons'  une  circonférence  divisée  en  n  parties 
égales  à  a.  En  joignant  les  points  de  division  dans  leur  ordre 
oaturel,  on  obitient  un  polygone  régulier  ordinaire  de  n 
côtés  (198).  Admettons  maintenant  qu'on  joigne  ces  points  de 
division  de  /?  en  /i  à  partir  de  Tun  d'eux. 

%\p  est  premier  avec  n  (t.  I,  Arithm.^  113),  la  circonfé- 
rence représentée  par  na  et  l'arc  pa  sous-tendu  par  cha- 
cune des  cordes  successives  ont  npa  pour  plus  petit  multiple 
commun  (t.  I,  Arithm.y  144.),  et  l'on  revient  au  point  de 
départ  après  avoir  parcouru  n  Tois  l'arc  pa  ou  p  fois  la  cir- 
conférence na.  On  forme  donc  ainsi  un  nouveau  polygone 
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régulier  de  n  côtés.  Seulement,  ses  côtés  s'entrecoupent,  et 
on  lui  donne  le  nom  de  polygone  régulier  étoile. 

Si  /?  et  71  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  d^  le  plus 
petit  multiple  commun  de  la  circonférence  na  et  de  Tare  pa 

est  -4->  el  l'on  revient  au  point  de  départ  après  avoir  par- 
couru -i  fois  l'arc  pa  ou  ^  fois  la  circonférence  na.  On  forme 

donc  ainsi  un  polygone  régulier  de  ^  côtés  et  non  plus  de 

n  côtés. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  nombre  des 'poly- 
gones réguliers,  convexes  ou  étoiles,  de  n  côtés,  est  égal 
au  nombre  des  nombres  premiers  et  inférieurs  à  n,  c'est- 
à-dire  au  nombre  des  nombres  premiers  à  n  renfermés 
dans  la  suite  i,  2,  3,  . . .,  n  —  i.  Mais  si  l'on  remarque  (t.  I, 
Arithm.y  168)  que  les  nombres  premiers  et  inférieurs  à  n 
se  répondent  deux  à  deux  à  égale  distance  du  plus  petit  et 
du  plus  grand  de  ces  nombres,  qui  sont  1  et  »  —  i,  c'est-à-dire 
qu'on  obtient  le  même  polygone  étoile  en  joignant  les  points 
(ie  division  de  p  en  p  (p  étant  premier  à  n)  qu'en  les  joignant 
«le  »  — /?  en  »  — /;,  on  voit  qu'en  réalité  le  nombre  des  poly- 
^'ones  réguliers  de  n  côtés  est  égal  au  nombre  des  nombres 

premiers  à  n  renfermés  dans  la  suite  i,  2,  3,  . . ., • 

D'après  cela,  il  n'y  a  qu'un  seul  hexagone  régulier,  puisque, 

5 
pour  /i  =  6,  la  suite  à  considérer  est  i,  2,  -5  qui  ne  renferme 

aucun  autre  nombre  entier  que  i  premier  à  6.  Il  y  a  deux 
pentagones  réguliers,  un  convexe,  un  étoile,  puisque,  pour 
n  =5,  la  suiie  à  considérer  est  i,  2,  et  que  i  et  2  sont  pre- 
miers à  5.  Il  y  a  de  même  deux  décagones  réguliers,  un  con- 
vexe, un  étoile;  quatre  pentédécagones  réguliers,  un  convexe, 
trois  étoiles,  etc. 


IL  —  Problèmes  sur  les  polygcmes  réguliers. 

PROBLÈME. 

204-.  Inscrire  un  carré  dans  un  cercle  donné  [Jig.  i47.)- 

Menons  deux  diamètres  AC,  BD,  perpendiculaires  entre  eux, 
et  joignons  leurs   extrémités  A,  B,  G,  D.  Le  quadrileière 
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obtenu  est  un  carré,  car  la  circonférence  est  divisée  en  quatre 
parties  égales  par  les  angles  au  centre  AOB^ 
BOC,  COD,  DOA,  qui  sont  droits.  ^''e-  '47- 

Le  triangle  isocèle  rectangle  AOB  donne 

AB'=:2A0%       d'où       AB::r:AOv/ï. 

Par  conséquent,  le  côté  du  carré  inscrit 
ett  égal  au  rayon  du  cercle  circonscrit  multi- 
plié par  la  racine  carrée  de  2. 

Le  diamètre  du  cercle  inscrit  dans  le  carré  est  évidemment 
égal  à  son  côté  AB.  L'apothème  du  carré  inscrit  est  donc  égal 
à  la  moitié  de  son  côté. 

On  voit  facilement  que  le  côté  du  carré  circonscrit  est  égal 
au  diamètre  du  cercle  considéré. 

Si  Ton  divise  en  deux  parties  égales  les  arcs  sous-tendus  par 
les  côtés  du  carré,  les  points  de  division  et  les  sommets  du 
carré  partagent  la  circonférence  en  huit  parties  égales.  Par- 
tant du  carré,  on  peut  donc  inscrire  l'octogone  régulier.  En 
continuant  de  la  même  manière,  on  inscrit  toute  la  série  des 
polygones  réguliers  ayant  pour  nombre  de  côtés  une  puissance 
eniière  quelconque  de  2,  à  partir  de  t^^. 

PROBLÈME. 

205.  Inscrire  un  hexagone  régulier  et  un  triangle  équila- 
téraldans  un  cercle  donné  [Jig.  i48)* 

Supposons  que  BC  représente  le  côté  de  Tbexagone  régulier. 

Uangle  au  centre  BOC  est  égal  à  -^  ou  à  ^ 

d'angle  droit.  Le  triangle  BOC  étant  isocèle, 

chacun  des  angles  B  et  C  est  aussi  égal  à  ^ 

d'angle  droit.  Par  conséquent,  le  triangle  BOC 

étant  équiangle  est  équilatéral,  et  le  côté  BC 

de  l'hexagone  régulier  inscrit  est  égal  au  rayon  OB  du  cercle 

circonscrit. 

Pour  inscrire  un  hexagone  régulier^  il  suffit  donc  de  porter 
iixfois  le  rayon  sur  la  circonférence. 

On  inscrit  le  triangle  équilatéral,  en  joignant  de  deux  en 
deux  les  sommets  de  l'hexagone  régulier  inscrit. 

Si  Ton  considère  le  triangle  rectangle  ACD,  on  a  immédia- 
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Fig.  149. 
n 


tement 

AC2  =  AD2-CD2. 
Mais 

ADrr=2A0    et    CD:=AO. 
Il  \ient  donc 

AC»=r4AO^-AO^  =  3AO%    d'où    AC=A0v/3. 

Le  côté  du  triangle  équilatércd  inscrit  est  donc  égal  au  rajvn 
du  cercle  circonscrit  multiplié  par  la  racine  carrée  de  3. 

Le  lo^nge  ABCO  montre  que  Tapothème  du  triangle  équi* 

latéral  est  égal  è  la  moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit.  La 

3 
hauteur  de  ce  triangle  est,  par  suite,  égale  aux  -  du  rayon. 

On  peut  remarquer  ici  que,  lorsqu'un  polygone  régulier  a 
un  nombre  de  càiés pair,  comme  l'hexagone,  chaque  rayon  AO 
prolongé  donne  un  diamètre  AD;  tandis 
que,  lorsque  le  polygone  régulier  con- 
sidéré a  un  nombre  de  côtés  impair, 
comme  le  triangle  équilatéral,  à  chaque 
rayon  AO  prolongé  correspond  un  apo- 
thème. 

Soit  le  triangle  équilatéral  inscrit  ABC 
[fig.  i^g].  Menons  les  apothèmes,  pro- 
longés jusqu'à  la  circonférence,  OH,  01, 
OK.  En  traçant  par  les  points  H,  I,  K,  des  tangentes  à  la  cir- 
conférence, nous  formerons  un  triangle  équilatéral  circonscrit 
dont  les  côtés  seront  parallèles  à  ceux  du  triangle  équilatéral 
inscrit  (201).  Les  triangles  semblables  OAB,  ODE,  donnent  alors 

ABOA       OGi 
DE~bD~0H~2" 

Le  côté  du  triangle  équilatéral  circonscrit  est  donc  double 
de  celui  du  triangle  équilatéral  inscrit.  11  en  résulte  évidem* 
ment  que  toutes  les  lignes  tracées  dans  le  triangle  circonscrit 
sont  doubles  des  lignes  homologues  du  triangle  inscrit.  En 
particulier,  la  hauteur  du  triangle  équilatéral  circonscrit  est 
triple  du  rayon  du  cercle  inscrit. 

Partant  du  triangle  équilatéral  et  de  l'hexagone,  on  peut 
inscrire  les  polygones  réguliers  de  12,  24»  48,  96,  . . .  côtés, 
en  opérant  successivement  la  bissection  des  arcs  considérés, 
c'est-à-dire  toute  la  série  des  polygones  réguliers  dont  le 
nombre  de  côtés  est  exprimé  par  3. a". 


v-îT 

7S 

^ 

f 
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PROBLÈME. 

206.  Inscrire  un  décagone  régulier  dans  un  cercle  donné  (  '  ) 
{fig,  i5o  el  i5i). 

Divisons  la  circonférence  en  dix  parties  égales.  En  joignant 
les  points  de  division  dans  leur  ordre  naturel,  nous  obtiendrons 


le  décagone  régulier  convexe  ABCDEF6HIK;  en  les  joignant 
de  trois  en  trois,  nous  obtiendrons  le  décagone  régulier  étoile 
ADGKCFIBEH  (fig.  i5i).  En  effet,  pour  n  =  to,  la  suite  à  con- 
sidérer est  I,  2,  3,  4,  -»  et  cette  suite  ne  renferme  que  i  et  3 

qui  soient  premiers  à  lo  (203).  Nous  allons  chercher  à  déter- 
miner à  la  fois  les  côtés  AB  et  AD  des  deux  décagones. 

Remarquons  {Jig.  i5o)  que  le  rayon  BO  prolongé  passe  par 
le  sommet  6.  L'angle  en  M  a  donc  pour  mesure  deux  divi- 
sions de  la  circonférence  (111).  L'angle  inscrit  ABG  a  la  même 
mesare  (108),  ainsi  que  l'angle  au  centre  BOD.  Les  deux 
iriangles  ABH,  MOD  sont  donc  isocèles,  et  l'on  a  AB  =  AM, 

MD  =  OD,  d'où 

AD-ABi=OD. 

De  plus,  les  angles  BOA  et  GHA  sont  égaux  comme  ayant 
toasdeux  pour  mesure  trois  divisions  de  la  circonférence.  Les 
droites  DO  et  GM  ou  OM  sont  donc  antiparallèles  par  rapport 

aux  côtés  de  l'angle  OAD,  et  l'on  a  (183)  AM.AD  :==  ÂÔ^  ou 

ab,ad=:Ôd\ 


(')  Ttous  empruntons  les  démonstrations  des  n***  ^06  et  208  au  Traité  de 
GtoHtniB,  par  Eugène  Roucbé  et  Gh.  de  Combdrousse,  4*  édition  (1879). 
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Les  deux  inconnues  ÂB  a^  AD  ne  sont  donc  autre  chose  que 
les  deux  solutions  qui  répondent  à  la  division  du  rayon  en 
moyenne  et  extrême  rayon  (190),  ei  Ton  a 

2  2 


PROBLÈME. 

207.  Inscrire  un  pentagone  régulier  dans  un  cercle  donné 
[fig.  i52  et  i53]. 

La  circonférence  étant  divisée  en  lo  parties  égales,  si  l'on 
joint  les  points  de  division  de  deux  en  deux,  on  obtient  le 
pentagone  régulier  convexe  ACEGl  ;  si  Ton  joint  ces  mêmes 
points  de  division  de  quatre  en  quatre  (203),  on  obtient  le  pen- 
tagone régulier  étoile  AEICG  [Jig.  i52). 

On  calcule  facilement  les  côtés  de  ces  deux  pentagones,  en 


se  reportant  à  la^ïg*.  i53.Si  AB  est  le  côté  du  décagone  régu- 
lier convexe,  BF  est  celui  du  pentagone  régulier  étoile  (303), 
et,  si  AD  est  le  côté  du  décagone  régulier  étoile,  DF  est  celui 
du  pentagone  régulier  convexe.  Les  deux  triangles  rectangles 
ADF,  ABF,  donnent  donc  immédiatement,  en  remplaçant  AD 
et  AB  par  leurs  valeurs  (206)  et  en  désignant  par  R  le 
rayon  OA, 


BF  =  ^4R^- ji^-i)' 


:  -  Vio  -h  2y5. 


Partant  du  pentagone  régulier  et  du  décagone  régulier  con- 
vexes, on  peut  inscrire  les  polygones  réguliers  de  20,  40,  80, 
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i6o, . . .  côtés»  en  opérant  successivement  la  bissection  des 
arcs  considérés,  c'est-à-dire  toute  la  série  des  polygones  régu- 
liers dont  le  nombre  de  côtés  est  exprimé  par  5.2''. 

PROBLÈME. 

208.  Inscrire  un  peniédécagone  régulier  dans  un  cercle 
donné  [fig*  i54). 

Divisons  la  circonférence  en  i5  parties  égales.  En  joi- 
goant  les  points  de  division 
dans  leur  ordre  naturel,  nous 
obtiendrons  le  pentédécagone 
régulier  convexe  ;  en  les  joi- 
gnant de  2  en  2,  de  4  en  4»  de 
7  en  7,  nous  obtiendrons  les 
trois  peniédécagones  réguliers 
éioilés.  En  efTet,  pour  n  =  i5, 
la  suite  à  considérer  est  i,  2, 
3, 4,  5,  6,  7,  et  cette  suite  ren- 
ferme, comme  nombres  pre- 
miers à  i5»  les  nombres  i,  2,  4  et  7  (203). 

Considérons  les  côtés  AB  et  Â£  du  premier  et  du  troisième 
pentédécagone.  Q  étant  le  milieu  de  l'arc  CD,  on  a,  en  prenant 
ia  circonférence  pour  unité, 


arcAQ  =  — ?- 
i5 


I 

g' 


I  5        , 
arcQB=:arcQE  =  — ^  =  — • 
i5        10 

Donc,  pour  construire  AB  et  AE,  il  suffit  de  porter,  à  partir 
du  point  A,  une  corde  AQ  égale  au  côté  de  l'hexagone  ou  au 
rayon  (205)  ;  puis,  de  part  et  d'autre  du  point  Q,  une  corde 
QBi=QE  représentant  le  côté  du  décagone  régulier  convexe. 

Abaissons  du  point  Q  les  perpendiculaires  QS  et  QT  sur  les 
deux  côtés  AB  et  AE.  Les  deux  triangles  rectangles  QAS  et 
QAT  éunl  égaux  (W,  i*»),  on  a 

AS=AT,    QS  =  QT. 

Les  deux  triangles  rectangles  QBS  et  QET  sont  donc  eux- 
mêmes  égaux  (  47,  2«),  et  il  en  résulte 


BS=ET. 


DeC— Cotfrj.  H. 
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Par  suite, 

ABz=AS-BS    et    AE=:  AT -h  TE  =  AS -4-BS. 

Pour  calculer  AB  el  AE,  il  suffit  donc  de  calculer  AS  ei  BS, 
Or,  l'angle  au  centre  du  décagone  régulier  convexe  ayant 

pour  mesure  —  de  la  circonférence,  Tangle  inscrit  BAQ  est  la 

moitié  de  cet  angle  au  centre,  et,  comme  AQ  est  égal  au  rayon, 
QS  est  la  moitié  du  côté  du  décagone  régulier  convexe.  En  dé- 
signant par  R  le  rayon  du  cercle  donné,  on  peut  donc  écrire 
successivement  (206) 

QS=|(^5-0, 


AS^V^AQ'  -QS'=|v/io  +  2v^5, 

BS  =  v/bq'  -  QS'  =Ç  (v/T5  -  v/3), 
4 

AB  =  j(s/io-i-2v/5-  v/ïS-f-v^), 
AE=  j  (Vio-t-2v5-|-  v^75  -  v^). 

Considérons  maintenant  les  côtés  AO  et  AI  du  deuxième  ei 
du  quatrième  pentédécagone.  X  étant  le  milieu  de  Tare  ML, 
on  a 

arc  AX  =  ~-  =  —  ? 
i5        10 

?  5       I 
arcXO  =  arc  XI  =  -^  =  -• 
i5        o 

Donc,  pour  construire  AO  et  Al,  il  suffit  de  porter,  à  partir 
du  point  A,  une  corde  AX  égale  au  côté  du  décagone  régulier 
étoile;  puis,  départ  et  d'autre  du  point X,  une  corde X0  =  XI , 
représentant  le  côté  de  l'hexagone  régulier  ou  le  rayon. 

Abaissons  du  point  X  les  perpendiculaires  XY  et  XZ  sur  les 
deux  côtés  AO  et  AL  Les  deux  triangles  rectangles  XAY  et 
XAZ  étant  égaux,  on  a 

AY=:AZ,    XY==XZ. 

Les  deux  triangles  rectangles  XOY  et  XIZ  sont  donc  eux- 
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mêmes  égaux,  et  il  en  résulte 

0Y=1Z. 
Par  suite, 

AO  =  AY-OY    et    AI=: AZ +ZI  =  AY  +  OY. 

Pour  calculer  AO  et  Al,  il  suffît  donc  de  calculer  AY  et  OY. 
Or,  l'angle  au  centre  du  décagone  régulier  étoile  ayant  pour 

3 

mesure  —  de  la  circonférence,  l'angle  inscrit  XIZ  ou  son  égal 

XOY  est  la  moitié  de  cet  angle  au  centre,  et^  comme  OX  est 
égal  au  rayon,  XY  est  la  moitié  du  côté  du  décagone  régulier 
étoile.  On  peut  donc  écrire  successivement  (206) 

XY  =  |(,/5-^,), 
AY  =  \/ls!  -  XY'  =  ^  (^  ^.  ^3), 
OY  =  v/Ôx'-Xy'  =  j  Vio-2v/5, 

AO=:5(v/T5-f-v^~Vio-2v^5), 

AI  =  5(^-l-^  +  v'io-2v^5). 

Panant  du  pentédécagone  régulier  convexe,  on  peut  inscrire 
les  polygones  réguliers  de  3o,  6o,  120,  ti^o,  . . .  côtés,  par  la 
bissection  des  arcs  considérés,  c'est-à-dire  toute  la  série  des 
polygones  rég  uliers  dont  le  nombre  de  côtés  est  exprimé 
par  3.5.2". 

PROBLÈME. 

209.  Le  rayon  d'un  cercle  et  le  côté jd' un  polygone  régulier 
inscrit  dans  ce  cercle  étant  donnés,  calculer 
le  côté  du  polygone   régulier    inscrit  d'un 
nombre  double  de  côtés  [Jig.  i55). 

Soient  AB  =  a  le  côté  donné  et  R  le  rayon 
du  cercle.  Si  nous  abaissons  sur  AB  le  dia- 
mètre perpendiculaire  CD,  AC  représentera  le 
côté  cherché,  que  nous  désignerons  par  a\ 

On  a  immédiatement  (167) 

ÂC'=CD.CE, 


i3a 
c'est-à-dire 
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a'2  =  2R{R-0E). 
Le  triangle  rectangle  ÂEO  donne  d'ailleurs 


ou  bien 


oe=v'oa'  — ae'. 


OE 


=^\/^^-j=lm^-a-^- 


On  a  donc,  en  substituant  dans  la  valeur  de  a'^  et  en  ex- 
trayant la  racine  carrée, 


(i)  a'=Vii(2R-v'4H-'-tf-j. 

Si  Ton  prend  le  rayon  pour  unité»  il  vient 

(ibis)  a'=\l:i  —  v/4 —' «^• 

Remarquons  que  OE  est  Tapothème  du  polygone  régulier 
inscrit  dont  le  côté  est  a. 

SGOLIB. 

210.  Si  Ton  connaît  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de 
n  côtés,  on  peut,  par  Tapplication  répétée  de  la  formule  (i  bis], 
calculer  successivement  les  côtés  et,  par  suite,  les  périmètres 
des  polygones  réguliers  inscrits  de  2/1,  ^n,  8n, . .  •  côtés.  Oo 
peut,  en  même  temps,  calculer  les  apothèmes  des  polygones 
réguliers  inscrits  de  n,  un,  ^n^.. .  côtés. 

Voici  les  résultats  par  défaut  qu'on  obtient,  pour  les  demi^ 
périmètres  des  polygones  considérés,  à  moins  d'une  unité  di 
cinquième  ordre  décimal,  soit  en  partant  du  carré  dont  I4J 
côté  dans  le  cercle  de  rayon  i  est  v^,  soit  en  partant  de  l'hexa* 
gone  dont  le  côté  est  i  : 


Nombre  Demi- 
dès  côtés.  périmètres. 

4 2,82842 

8 3,06146 

16 3,i2i44 

32 3,i3654 

64 3,i4o33 

128 3, 14127  I 


Nombre 
des  côtés. 


Demi» 

périmètreaJ 

6 3,oooooJ 

12 3,io582 

24 3,13262] 

48 3,13935] 

96 3,i4io3 

19^ 3,14145 
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PROBLÈME. 

îil.  Étant  donné  le  côté  d'un  polygone  régulier  inscrit^ 
cdculer  le  côté  du  polygone  régulier  cir- 
CMtcrit  semblable  [fig.  i56). 

Soient  AB  =  a  le  côté  donné  et  R  le  rayon 
do  cercle*  Si  Ton  détermine  le  point  de  ren- 
contre F  de  l'apothème  OE  avec  la  circon- 
firence,  et  si  Ton  mène  en  ce  point  la  tan- 

Dte  CD  limitée  aux  rayons   OA    et    OB 

)longé5,  cm  sait  (201,202)  que  CD  est  le 
ftté  du  polygone  régulier  circonscrit,  sembhiMe  afu  polygone 

gatier  inscrit  dont  le  côté  est  a. 

Si  Ton  pose  CD  =  Xj  les  triangles  semblables  AOE,  COF, 
floiment  immédiatement 


lus (209) 
ht  suite. 


CF 

OF 
■~0E 

OE  =  i 

2 
If  — - 

I 

-X 

2 

ou              — '■ 

AE 

I 
-  a 

2 

2aR 

OE' 


V4R^ 


BroQ  prend  le  rayon  pour  unité,  il  vient 


[ïhis] 


X  =  • 


2a 


V^4-a^ 
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218.  La  formule  (2615)  permet  de  calculer  les  demi-péri- 
iDètres  des  polygones  réguliers  circonscrits,  en  opérant  comme 
i»us  l'avons  indiqué  au  n**  210.  Les  résultats  ci-après  sont 
obtenus  par  excès  à  moins  d'une  unité  du  cinquième  ordre 
décimal  : 
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Nombre  Demi- 
dès  côtés.  périmètres. 

4 4  »  ooooo 

8 3,3i37i 

i6. 3,18260 

32 3,i5i73 

64 3,i44ï2 

128 3, 142^3 


Nombre  Demi- 
dès  côtés.  périmètres. 

6 3,4^1' 

12 3,ai54o 

24 3, 15967 

48 3,14609 

96 3,14272 

192 3,i4i88 


PROBLÈME. 

213.  Étant  donnés  le  rayon  r  et  V apothème  a  d'un  polygone 
régulier,  calculer  le  rayon  r'  et  Vapothème  a'  du  polygone 
régulier  de  même  périmètre,  mais  d*un  nombre  de  côtés 
double  [fig.  i5']). 

Considérons  le  cercle  0  circonscrit  au  polygone  régulier 

donné  dont  le  côté  est  AB.  Si 
Ton  mène  le  rayon  OGC  perpen- 
diculaire 9  AB,  on  a  OC  =  r  ei 
OG  =  a. 

Traçons  les  cordes  CA  et  CE, 
et  joignons  leurs  milieux  D  et  E. 
La  droite  DE,  parallèle  à  AB  et 
égale  à  sa  moitié,  est  le  côté  du 
polygone  régulier  de  même  pé- 
rimètre que  le  polygone  donné  et  d'un  nombre  de  côtés 
double.  D'ailleurs,  l'angle  DOE,  étant  évidemment  la  moitié 
de  l'angle  au  centre  AOB  du  polygone  primitif,  est  l'angle  au 
centre  du  second  polygone,  et  il  en  résulte  OD  =  r'  et  OF  =  a\ 
Cela  posé,  le  point  F  étant  le  milieu  de  CG,  il  vient 


OF  =  OG  -f-  i(OC  -  OG)  =  i(OG  -f-  OC), 


c'est-à-dire 

(0 


2  ^  ' 


Le  triangle  rectangle  ODC  donne  à  son  tour 
Ôd'=:0C.0F, 


c'est-à-dire 


i'=\lr.a'. 
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SCOLIE. 

âl&.  La  figure  montre  immédiatement  que  OF  est  plus  grand 
qoe  OG,  tandis  que  OD  est  moindre  que  OC.  Ainsi,  lorsqu'on 
passe  d*un  polygone  régulier  au  polygone  régulier  isopéri- 
mèlre  d'un  nombre  de  côtés  double,  Tapolhème  augmente  et 
le  rayon  diminue  :  la  différence  entre  le  rayon  et  Tapothème 
Ta  donc  en  décroissant.  D'ailleurs,  on  a,  dans  le  triangle  Â06, 

AB 

OA  —  OG  <C  AG  ou  que  —  ;  cette  différence  est  donc  toujours 

moindre  que  la  moitié  du  côté  du  polygone  correspondant. 
Mais,  si,  conservant  le  même  périmètre,  on  double  indéfini- 
ment le  nombre  des  côtés,  la  valeur  de  chacun  d'eux  tend 
vers  zéro.  Par  suite,  la  différence  entre  le  rayon  et  l'apothème 
a  aussi  pour  limite  zéro. 

On  peut  démontrer  que  la  différence  r'  —  a'  est  moindre 
que  le  quart  de  la  différence  précédente  r—  a. 

En  effet,  les  formules  (ij  et  (2)  du  n^"  213  donnent 


«■=\/-"- 


a  +  r 
2 


En  multipliant  et  en  divisant  le  second  membre  de  cette 
égalité  par  la  somme ^  +  i/ ?  il  vient 

r'-a'=       ^      ^ ^^^. 


Il  faut  donc  simplement  vérifier  l'inégalité 


V' 


a-^  r 


V-r+y/î 


qui  est  évidente,  puisque  a  est  moindre  que  r.  On  a  bien,  par 
conséquent. 
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m.  -  Méthode  des  Umites  (M* 

215.  X  étani  une  quantité  variable  qui  se  rapproche  îndéfl- 
nimentde  la  quantité  fixe  A,  de  manière  que  la  valeur  absolue 
de  la  différence  X  —  A  puisse  devenir  et  rester  plus  petite 
que  toute  quantité  donnée  (aussi  petite  qu'on  voudra),  on  dit 
que  A  est  la  limite  de  X,  et  Ton  écrit 

limX  =  A. 

216.  Une  quantité  variable  ne  peut  tendre  vers  deux  limites 
inégales. 

Supposons,  en  effet,  qu'une  pareille  quantité  puisse  avoir 
deux  limites  différentes  a  et  by  dont  ta  différence  soit  d,  et 

prenons  o  <  -  • 

Les  intervalles  compris  d'une  part  entre  a  +  i  et  a  —  5  et, 
d'autre  part,  entre  6  -f-  ô  et  6  —  d,  n'ont  évidemment  rien  de 
commun  et  sont  même  séparés  par  un  intervalle  égal  kd  —  7,i, 
Cela  posé,  une  variable  qui  aurait  pour  limite  a  Qnirait  par 
tomber  entre  a  +  d  et  a  —  d,  tandis  qu'une  variable  qui  aurait 
pour  limite  b  finirait  par  tomber  entre  6  +  d  et  6  —  d.  Elle 
serait  donc  comprise  à  la  fois  dans  deux  régions  complète- 
ment distinctes,  ce  qui  est  impossible. 

217.  Considérons  une  égalité  entre  des  variables  tendant 
vers  leurs  limites;  dans  les  deux  membres  de  cette  égalité, 
les  variables  sont  liées  entre  elles  et  avec  des  quantités  con- 
stantes à  l'aide  d'opérations  quelconques. 

Si  la  fonction  ainsi  constituée  est  continue  (t.  I,  Alg.  élém., 
n^  310),  on  peut  donner  aux  variables  qu'elle  renferme  des 
valeurs  assez  rapprochées  pour  que  les  valeurs  correspon- 
dantes de  la  fonction  soient  elles-mêmes  aussi  rapprochées 
qu'on  voudra.  Les  valeurs  de  ces  variables  x,jr,Zy  , . . ,  peuvent 
donc  différer  assez  peu  de  leurs  limites,  a,  b^  c,  . . .,  pour  que 
la  fonction  supposée  des  premières  diffère  aussi  peu  qu'on 


(*)  Nous  reviendrons  sur  la  Théorie  des  limites  dans  l'uilgèbre  supérieure 
(t.  ni);  nous  n'en  donnons  ici  que  ce  qui  est  absolument  indispensable  au 
point  de  vue  de  l'étude  de  la  Géométrie. 
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voudra  de  la  même  fonction  des  secondes,  qui  sera  alors  la 
limite  de  la  fonction  variable. 

Par  conséquent,  si  des  variables  tendent  vers  des  limites 
faiies^  toute  fonction  de  ces  variables  tendra  vers  la  même 
fonction  de  ces  limites. 

C'est  là  une  proposition  fondamentale,  qui  résume  en  réa- 
lité la  méthode  des  limites. 

Nous  dirons  donc,  avec  Duhamel  {^)  :  «  Lorsqu'on  veut 
obtenir  une  relation  entre  des  quantités  qui  peuvent  être 
coDsidérées'comme  limites  de  quantités  variables  d'une  espèce 
plus  simple,  on  cherchera  d'abord  la  relation  entre  ces  der- 
nières et  les  données,  et  peut-être  encore  certaines  autres 
farlables  auxiliaires. 

>  Si  cette  relation  est  obtenue,  on  en  aura  une  autre  en 
substituant  à  toutes  les  variables  leurs  limites,  et  l'on  aura 
ainsi  une  relation  entre  les  quantités  proposées,  b 

En  particulier  : 

la  limite  d'une  somme  est  égale  à  la  somme  des  limites  de 
la  parties; 

La  limite  d'un  produit  est  égale  au  produit  des  limites  des 
facteurs  (^); 

La  limite  d'un  quotient  est  égale  au  quotient  des  limites 
du  dividende  et  du  diviseur. 

218.  Une  quantité  variable  dont  la  limite  est  zéro  est  un 
infiniment  petit. 

219.  La  limite  de  la  somme  d'infiniment  petits  reste  la 
même  quand  on  leur  substitue  d'autres  quantités  dont  les 
rapports  respectifs  avec  les  quantités  considérées  ont  tous 
l'unité  pour  limite. 

Soient  les  infiniment  petits 

«1,  OCif  «Si   . .  . ,  a», 

dont  la  somme  tend  vers  une  limite  déterminée  quand  n  croît 
indéfiniment. 


(')  Dei  Méthodes  dans  les  Sciences  de  raisonnement  (II*  Partie,  p.  SgS). 
(')  Il  est  entendu  que  le  nombre  des  parties,  de  là  somme  ou  des  facteurs 
do  pfTodiiit  est  un  nombre  fini. 
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Soient  d'autres  infiniment  petits 

Pi,  (3.,  Pa P,,, 

tels  que  les  rapports 

cCi      at      âfs  cc„ 

pv  p;'  pv  '"'  p,: 

aient  tous  l'unité  pour  limite. 

Si  Ton  ajoute  terme  à  terme  tous  ces  rapports  pris  dans 
leur  valeur  absolue ,  le  rapport  résultant  est  compris  entre 
le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  rapports  proposés  (t.  I,  Jlg. 
élém.y  n<*  66);  il  a  donc  aussi  pour  limite  Tunité,  et  les  deux 
sommes  d'infiniment  petits  ont  par  conséquent  la  même 
limite. 

Il  en  résulte  que»  si  l'une  des  sommes  est  constante,  l'autre 
somme  a  cette  constante  pour  limite. 


).  La  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits  reste 

la  même  quand  on  leur  substitue  d'autres  quantités  dont  les 

rapports   respectifs  avec   les  infiniment  petits  proposés  ont 

V  unité  pour  limites. 

Soient  les  deux  couples  d'infiniment  petits  «  et  p,  <x!  et  P'» 

a'       S' 
tels  que  les  rapports  —  et  g-  aient  l'unité  pour  limites.  Il  en 

sera  alors  de  même  nécessairement  des  rapports  Inverses  -7 

Cela  posé,  on  a  identiquement 

a  _  a[  p'  a 
P""P'  P  a'' 

OU,  en  passant  à  la  limite  (217 ), 

,.     a       ,.     a',.     P',.      a 
P  P'         p        a 

Par  hypothèse,  les  deux  dernières  limites  sont  égales  à 
l'unité;  il  reste  donc  simplement 

limp  =  limp,. 
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IV.  —  Mesure  de  la  circonférence. 

221.  Deux  lignes  ont  la  même  longueur  ou  sonl  égales, 
lorsqu'elles  peuvent  coïncider  (7). 

Celle  défînilion  peut  recevoir  immédiatement  son  applîca- 
lion  lorsqu'il  s*agit  de  lignes  droites  limitées,  puisqu'on  peut 
toujours  vérifier  si  leur  coïncidence  est  possible  ou  les  me- 
tarer  en  les  comparant  directement  à  Tunité  de  longueur  (11). 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même  pour  les  autres  lignes,  qui 
ne  peuvent  coïncider  que  dans  des  cas  très  particuliers,  par 
exemple  si  l'on  considère  des  arcs  de  cercle  dont  les  rayons 
soient  égaux. 

Puisque  la  mesure  directe  delà  longueur  n'^si  possible  que 
pour  la  ligne  droite,  c'est  à  elle  qu'il  faut  rapporter  à  ce  point 
de  vue  toutes  les  autres  lignes.  Seulement,  d'une  manière 
générale,  une  droite  et  un  arc  de  courbe  ne  peuvent  être 
égaux,  puisqu'on  ne  peut  pas  les  faire  coïncider;  ils  ne 
peuvent  Qtre  (\W équivalents ^  s'ils  renferment  le  même  nombre 
d'unités  de  longueur. 

Or,  pour  constater  cette  équivalence,  il  faut  nécessairement 
indiquer  ce  qu'on  entend  par  la  longueur  d'une  courbe. 

On  adopte  la  définition  suivante  :  La  longueur  d'une 
courbe  entre  deux  points  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le 
périmètre  d'un  contour  polygonal  inscrit  dans  la  courbe  entre 

ces  deux  points,  lorsque  les  côtés  de  ce  contour  tendent  indé- 
finiment vers  zéro. 

222.  Rigoureusement,  il  faut  prouver  que  la  limite  indiquée 
eiiste  et  demeure  indépendante  de  la  loi  d'inscription  choisie, 
c'est-à-dire  de  la  manière  dont  on  fait  tendre  vers  zéro  les 
côtés  du  contour  polygonal  auxiliaire. 

Nous  supposons  l'arc  de  courbe  proposé  convexe  dans  toute 
son  étendue  ;  les  contours  polygonaux  inscrits  rempliront  alors 
la  même  condition.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  décomposerait 
l'arc  donné  en  plusieurs  arcs  convexes,  à  chacun  desquels  on 
appliquerait  le  raisonnement  que  nous  allons  présenter  (*). 


(*)  Voir  Traité  de  Géométrie,  par  Eugène  Rouché  et  Ch.  de  Comberousse, 
4*  édition,  1879. 
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223.  Soit  donc  Tare  de  courbe  quelconque  AB  [fig,  i58). 
Adoptons  la  loi  d'inscription  suivante.  Prenons  sur  la  courbe 
le  point  Cy  qui  est  également  distant  des  points  A  et  B;  puis, 
les  points  D  et  £,  qui  sont  respectivement  à  égale  distance  des 
points  A  et  C  et  des  points  C  et  B,  et  ainsi  de  suite  indéfi- 
niment. II  est  clair  que  le  nombre  des  côtés  du  contour  poly- 


gonal inscrit  de  la  sorte  ira  constamment  en  doublant  et 
croîtra  sans  limite;  en  même  temps,  la  grandeur  de  ces  côtés 
tendra  vers  zéro,  puisque  les  points  de  division  se  rapproche- 
ront indéfiniment  sur  la  courbe. 

Chaque  nouveau  périmètre  inscrit  est  plus  grand  que  le 
précédent  (35),  mais  reste  inférieur  à  une  ligne  polygonale 
convexe  terminée  aux  mêmes  extrémités  et  enveloppant  la 
courbe  (37).  Il  en  résulte  que  les  périmètres  inscrits  suc- 
cessifs tendent  vers  une  certaine  limite,  car  une  grandeur 
variable  qui  crott  constamment,  en  demeurant  cependant  au- 
dessous  d'une  valeur  fixe  déterminée,  tend  nécessairement 
vers  une  limite  connue  ou  inconnue. 

Soit  maintenant  (Jig.  iSg)   le  contour  polygonal   AFGB, 


répondant  à  une  autre  loi  d'inscription,  en  vertu  de  laquelle 
ses  côtés  doivent  toujours  tendre  vers  zéro. 
En   menant  des  tangentes  à  la  courbe  par  les  différents 
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sommets  A,  F,  G»  B,  nous  formerons  un  contour  polygonal 
circonscrit  correspondant  ÂLMNB.  Il  est  facile  de  voir  que  le 
périmètre  de  ce  contour  circonscrit  tend  vers  la  même  limite 
que  le  périmètre  du  contour  inscrit,  quelle  que  soit  d'ailleurs 
celte  limite. 

En  effet,  projetons  les  sommets  L,  M,  N,  en  L',  M',  N',  sur 
les  cordes  AF,  FG,  GB,  et  comparons,  par  exemple,  les  lon- 
gueurs AL  et  AL'.  Quand  AF  tend  vers  zéro,  cette  corde  se 
rapproche  indéfiniment  de  la  tangente  AL,  de  sorte  que,  dans 
le  triangle  rectangle  AL'L,  l'angle  aigu  A  tend  vers  zéro  et  le 

rapport  -ryr  vers  l'unité.  Il  en  est  de  même  des  autres  rapports 

LF    FM  NB 

L'F'FM'  *"'N'B' 

Il  en  résulte  immédiatement  (219]  que  la  somme  des  numé- 
rateurs de  ces  rapports  a  la  même  limite  que  la  somme  de  leurs 
dénominateurs,  c'est-à-dire  que  le  périmètre  polygonal  cir- 
conscrit a  la  même  limite  que  le  périmètre  polygonal  inscrit, 
lorsque  leurs  côtés  tendent  indéGniment  vers  zéro,  quelle  que 
soit  la  loi  d'inscription  adoptée  pour  le  périmètre  inscrit. 

Cela  posé,  soit  L  la  limite  commune  des  deux  périmètres 
rormés  d'après  la  première  loi  d'inscription.  Désignons  par  p 
et  par  P  les  périmètres  correspondants  de  deux  contours 
polygonaux  inscrit  et  circonscrit  appartenant  à  une  autre  loi 
quelconque  d'inscription.  Il  faut  prouver  que  leur  limite  com- 
mune est  aussi  égale  à  L. 

En  effet,  les  côtés  du  contour  p  tendant  vers  zéro,  la  diffé- 
rence V  —  p  pourra,  d'après  ce  qu4  précède,  être  rendue 
moindre  qu'une  quantité  fixe  ^  aussi  petite  qu'on  voudra. 
D'autre  pan,  P,  étant  supérieure  l'un  quelconque  des  contours 
inscrits  (37),  ne  peut  être  qu'égal  ou  supérieur  à  la  première 
limite  L.  Puisque  P  —  /;  est  <  (3,  on  a  donc,  a  fortiori, 

/?-hP>L    ou    p>L  — (3. 

D'ailleurs,  p,  étant  moindre  que  l'un  quelconque  des  con- 
tours circonscrits,  est  au  plus  égal  à  la  limite  L  de  celui  con- 
sidéré en  premier  lieu,  et  l'on  peut  écrire 

piL; 

p  étant  ainsi  compris  entre  L  et  L  —  (3,  et  p  tendant  indéfini- 
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ment  vers  zéro,  la  limite  de  p  (comme  celle  de  P)  est  encore 
égale  à  L. 

224.  La  démonstration  qu'on  vient  de  développer  entratoe 
d'importantes  propositions  qu'il  convient  d'énoncer  ici. 

La  corde  AB  [Jig.  iSg),  éunt  moindre  que  tous  les  contours 
polygonaux  inscrits  (36),  est  moindre  que  leur  limite,  c'est-à- 
dire  que  l'arc  ÂB  quel  qu'il  soit.  Donc,  la  ligne  droite  est  le 
plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre. 

225.  Si  l'on  considère  un  arc  convexe  AB  et  un  autre  arc  quel- 
conque AIB,  terminé  aux  mêmes  extrémités  et  enveloppant  le 
premier,  on  peut  inscrire  dans  l'arc  AB  un  contour  polygonal  p 
et  dans  l'arc  AIB  un  contour  polygonal  p'  n'ayant  aucun  point 
commun  avec  l'arc  AB.  On  aura  alors  [^^)p"> p  et,  par  suite, 
en  passant  à  la  limite  (223),  arc  AIB  >-  arc  AB. 

Donc,  tout  arc  convexe  est  moindre  que  tout  arc  enveloppant 
terminé  aux  mêmes  extrémités. 

On  prouverait  de  même  que  toute  ligne  convexe  est  moindre 
que  toute  ligne  enveloppante, 

226.  Enfin,  en  se  reportant  à  \2l  Jig.  iSg,  on  a,  d'après  ce 
(jui  précède, 

corde  AF  <  arc  AF  <  AL  -+-  LF. 

Il  en  résulte,  en  divisant  par  corde  AF  =  AL'  +  L'F, 

arcAF  AL  j-JLF 

'  ^  corde  AF     "^  AL'  -h  L' F  * 

Mais  le  dernier  rapport  a  pour  limite  l'unité  quand  l'arc  AF 
tend  vers  zéro,  puisqu'il  est  formé  par  l'addition  terme  à  terme 
de  deux  rapports  qui  remplissent  la  même  condition  (219). 
Donc,  la  limite  d'un  arc  de  courbe  quelconque  à  sa  corde,  quand 
cet  arc  tend  vers  zéro,  est  égale  à  l'unité. 

THÉORÈME. 

227.  Deux  circonférences  quelconques  sont  proportionnelles 
à  leurs  rayons  ou  à  leurs  diamètres. 

Soient  C  et  C  les  longueurs  des  deux  circonférences  pro- 
posées, qui  ont  pour  rS^yons  R  et  R',  pour  diamètres  D  et  D'. 
Inscrivons  respectiveniïmi  dans  ces  deux  circonférences 
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deax  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés,  dont 
les  périmètres  soient  P  et  P'.  Ces  polygones  seront  semblables, 
ei  l'on  aura  (202) 

P  _  R 

Si  l'on  fait  croître  indéûniment  le  nombre  de  côtés  des  deux 

polygones  inscrits,  leurs  côtés  respectifs  tendront  vers  zéro, 

et,  la  même  relation  subsistant  toujours,  on  aura,  en  passant 

à  la  limite  (221), 

C_R_D 

COROLLAIRES. 

298.  La  proportion  précédente  peut  s'écrire 
C  _£ 

Donc,  le  rapport  d'une  circonférence  à  son  diamètre  est  un 
nombre  constant. 

Ce  rapport,  qui  est  la  longueur  de  la  circonférence  qui  a 
pour  diamètre  l'unité,  est  toujours  représenté  par  tt. 

Le  nombre  tt  est  incommensurable,  mais  on  peut,  comme 
nous  le  montrerons,  le  calculer  avec  une  approximation  quel- 
conque. Nous  donnons  ci«dessous  sa  valeur,  celle  de  son  in- 
verse et  celle  de  son  logarithme  décimal,  à  moins  d'une  unité 
du  quinzième  ordre  par  défaut  : 

71  =  3,141592653589793. . .  , 

-  =  0,3183098861  83790 . . . , 

logir  =  0,49714987269^133 .... 

229.  De  la  relation 

D-^R""""' 

on  déduit 

C  =  27rR,     R  =  — . 

Ces  formules  permettent,  quand  on  connaît  tt,  de  calculer 
b  longueur  d'une  circonférence  de  rayon  donné  et  le  rayon 


d'une  circonférence  de  longueur  donnée. 
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230.  Dans  une  circonférence  de  rayon  R,  la  longueur  de 
l'arc  de  i**  est  égale  (107)  à 

27rR_  ttR 

36o        i8o 

Donc,  dans  cette  circonférence,  la  longueur  /  d'un  arc  de 
n  degrés  est  donnée  par  la  formule 

Cette  relation,  qui  sert  à  calculer  Tune  des  trois  quantités 
/,  R,  Uy  quand  les  deux  autres  sont  données,  est  d'un  usage 
continuel  dans  les  applications. 

THÉORÈME. 

231.  Deux  arcs  semblables  sont  proportionnels  à  leurs  rayons. 

On  entend  par  arcs  semblables  des  arcs  qui  répondent  à  des 
angles  au  centre  égaux  dans  des  cercles  de  rayons  différents. 
Ces  arcs  comprennent  alors  le  même  nombre  de  degrés  sur 
leurs  circonférences  respectives  (107). 

Soient  /  et  /'  les  longueurs  des  deux  arcs  semblables  consi- 
dérés sur  les  circonférences  de  rayons  R  et  R',  et  soit  n  leur 
nombre  de  degrés  commun.  On  a  (230) 


d'où 


ttRw        ,,  _7rR'n 


/  ~"  R  * 


SGOLIE. 

232.  La  proportion  précédente  peut  s'écrire 

i-L 
R""R'* 

Par  suite,  lorsqu'un  angle  est  donné,  la  longueur  de  Tare 
qui  lui  sert  de  mesure  (106)  change  avec  le  rayon  choisi,  mais 
le  rapport  de  cet  arc  au  rayon  correspondant  demeure  inva- 
riable. On  peut  donc  adopter  ce  rapport  comme  mesure  a  de 
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TaDgle  considéré  el  poser 

a=-Ti     ou     l=(xK. 

MX 

Dans  ce  système,  l'angle  est  numériquement  égal  au  rap^ 
port  de  l'arc  qu*il  intercepte  sur  une  circonférence  déterminée 
dont  son  sommet  est  le  centre  au  rayon  de  cette  circonférence, 
et  l'arc  à  son  tour  est  égal  au  produit  de  l'angle  par  le  rayon. 

On  a  a=i  pour  /  =  R.  Par  conséquent.  Vanité  angulaire 
est  alors  représentée  par  l'angle  qui  intercepte  sur  une  cir- 
conférence quelconque  un  arc  égal  au  rayon  de  cette  circon- 
férence. On  obtient  le  nombre  de  degrés  de  cet  arc  en  faisant 
/=  R  dans  la  formule 

. ttR/i 

TëôT 

du  n"  230.  Il  vient  alors 

n  =  — =570iy44",8o.... 

Si  l'on  prend  de  plus  le  rayon  choisi  pour  unité  de  longueur, 
au  lieu  de  la  laisser  arbitraire,  on  a  simplement 

CC  =  l. 

L'angle  est  alors  mesuré  par  l'arc  qu'il  intercepte  sur 
la  circonférence  de  rayon  i,  égale  à  271,  son  sommet  étant 
au  centre  de  cette  circonférence.  Dans  ce  cas,  l'angle  droit 

est  représenté   par    -  =  i  ,5707968  . . . ,  l'angle  de  45**  par 

-  =  0,7853981 . .  .,etc. 

Quand  un  angle  est  mesuré  ainsi  par  un  nombre  abstrait  Â, 
son  nombre  de  degrés  se  déduit  de  la  formule 

^  =  T8"^' 


oïl  l'on  doit  faire  /  =  A  et  R  =  1 . 
On  a  donc 

180  A 
n  = • 
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V.  —  Calcul  de  tt. 

233.  II  s'agît  surtout  ici  de  démontrer  la  possibilité  de  cal- 
culer TT  avec  une  approximation  quelconque.  La  solution 
complète  et  pratique  de  cette  question  appartient  aux  Matlié- 
matiques  supérieures.  Nous  y  reviendrons  plus  loin  [voiri.  III, 
j^lg.  sup.). 

Il  résulte  de  la  formule  (229) 

circ.R 

que,  pour  trouver  71,  on  peut  : 

I*»  Se  donner  la  longueur  d'une  circonférence  et  calculer 
son  rayon  (c'est  la  méthode  des  isopérimètres); 

2®  Se  donner  le  rayon  d'une  circonférence  et  calculer  sa 
longueur  (c'est  la  méthode  des  périmètres), 

234-.  Méthode  des  isopëribiètres.  —  Cette  méthode  a  été  pu- 
bliée à  Nancy,  en  i8i3,  par  le  géomètre  Schwab.  Elle  conduite 
des  calculs  qui  sont,  directement,  plus  simples  que  ceux  que 
la  méthode  des  périmètres  exige. 

Si  nous  prenons  2  comme  longueur  de  la  circonférence 
choisie,  on  a 

71  =  — rr^rr       OU       R=-- 

2R         R  TT 

Le  rayon  de  la  circonférence  égale  à  2  représente  donc  l'in- 
verse du  nombre  tt. 

Il  en  résulte  que  l'apothème  et  le  rayon  de  tout  polygone 
régulier  de  périmètre  égal  à  2  sont  des  valeurs  approchées 

de  -»  Tune  par  défaut,  l'autre  par  excès;  car,  la  circonférence 

TT 

inscrite  dans  ce  polygone  et  la  circonférence  qui  lui  est  cir- 
conscrite étant  alors,  l'une  moindre,  l'autre  plus  grande  que 
son  périmètre  2  (221,  223),  les  rayons  de  ces  circonférences 
comprennent  nécessairement  le  rayon  R  de  la  circonférence 
égale  à  2  (227). 

Cela  posé,  prenons  pour  point  de  départ  le  carré  de  péri- 
mètre égal  à  2  ou  de  côté  -•  Nous  aurons,  en  désignant  son 
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apothème  par  a^  et  son  rayon  par  n  (204)> 

I  i/2 

Nous  pourrons  donc,  à  l'aide  des  formules  du  n""  213,  cal- 
culer successivement  les  apothèmes  et  les  rayons  ao,  n,  az,  r^, 
Uky  /•4,  ...  des  polygones  réguliers  isopérlmèlres  de  8,  ï6, 
32, . . .  côtés. 

Nous  aurons 

/i<4-r<  I «2+ ''2  / 

2  2 

On  \oit  que,  dans  la  suite 

<^\>  r{y  aof  r^y  ^3»  ''3>   •••>fl/i>  /"«>   •••, 

chaque  terme,  à  partir  du  troisième,  est  alternativement  la 
moyenne  arithmétique  et  la  moyenne  proportionnelle  des  deux 
termes  qui  le  précèdent.  De  plus,  les  apothèmes  ou  les  termes 
de   rang  impair  a^y  a^y  a^,  ...,  an,  ...   vont  en   croissant 

tout  en  restant  inférieurs  à  -»  tandis  que  les  rayons  ou 
les  termes  de  rang  pair  n,  ra,  r^,  . . .,  rn,  . . .  vont  en  décrois- 
sant (214), 
on  a (214) 


sant  (214),  tout  en  restant  supérieurs  à~*  D'ailleurs,  comme 

TT 


4 
on  a  aussi 


4  4 


^To — fin  ^  r —  a 

ra— a3<-^-7 — '  OU     rs— ii3< 


7 


rn—an< T ou     '•«— û/ï<--t;j-* 

Par  conséquent,  en  prenant  n  assez  grand,  on  peut  rendre 
la  différence  rn  —  On  de  deux  termes  consécutifs,  assez  éloi- 
gnés dans  la  suite,  moindre  que  toute  quantité  donnée. 
Les  termes  de  cette  suite,  alternativement  inférieurs  et 

supérieurs  à  -9  ont  donc  ce  nombre  pour  limite  (215). 

TT 

10. 
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Si  Ton  remarque  enfin  que  ax=^j est  la  moyenne  arithmé- 

tique  entre  o  et  -  et  que  r^  =  ^  est  la  moyenne  proportion- 
nelle entre  -  et  yj  on  peut  énoncer  ce  théorème,  qui  résume 
la  méthode  : 
La  suite  des  nombres  obtenus  en  partant  de  o  et  -^  et  en 

prenant   alternativement   la   moyenne    arithmétique   et   la 
moyenne  proportionnelle  des  deux  précédents,  tend  vers  une 

limite  égale  au  nombre  -  »  inverse  de  tt. 

Si  Ton  prolonge  le  calcul  des  moyennes  successives  jusqu'à 
ce  que  deux  termes  consécutifs  présentent  m  -+- 1  décimales 
communes^  ces  décimales  appartiendront  nécessairement  à 

la  valeur  de  -»  et,  en  divisant  i  par  le  nombre  trouvé,  on 

TT 

connaîtra  tt  avec  m  décimales  exactes  ou  à  moins  d'une  unité 
du  /n'*°^®  ordre  décimal. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  e  et  par  c'  les  erreurs  correspon- 
dantes de  -  et  de  tt,  on  a 

TT 


I  I 

-       -4-e 

TT         71 


ttU       ^) 


ou 

e'<T.^e, 
c'est-à-dire 

c'<;ioe. 

En  prenant  les  valeurs  des  apothèmes  et  des  rayons  avec 
sept  décimales  exactes  et  en  s'arrétant  au  polygone  de  1 28  côtés» 
on  forme  le  Tableau  suivant  : 

Nombre  des  côtés.  Apothèmes.  Rayons. 

4 a,  =  o ,  aSooooo  r,  =  o ,  3535534 

8 «2  =  0,3017767  Ta  =  0,3266407 

16 «3=  0,3142087  r,  =:  o ,  3203645 

32 04^:0,3172866  r4  =  0,3188218 

64 û»=o, 3180542  rB=  0,3184377 

128 a«=  0,3182459  Te  =  0,3183418 
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La  valeur  de  -  est  donc  égale  à  o,3i8  à  un  millième  près; 

elle  est  même  égale  à  o,3i83  à  un  dix-millième  près,  car  la 
différence  /'e—  «e  =  0,0000959.  En  divisant  l'unité  par  o,3i83, 
on  trouve  t:=  3,142  à  un  millième  près(»). 

235.  MÉTHODE  DBS  PÉRIMÈTRES.  —  SI  BOUS  considéroiis  la  circonfé- 
rence de  rayon  1 ,  sa  longueur  est  le  double  du  nombre  tt.  Il  faut  donc 
trouver  Texpression  de  cette  longueur  et  la  diviser  ensuite  par  a. 

Inscrivons  dans  la  circonférence  proposée  les  polygones  réguliers  de  4, 
8, 16,  32,  ...  côtés,  et  calculons  leurs  périmètres  en  faisant  usage  des 
formules  du  n*»  209. 

Si  nous  appelons  ci,  cj,  C3,  ...  les  côtés  des  polygones  réguliers  suc- 
cessifs et  «1,  itiya^,  ...  leurs  apothèmes,  nous  aurons  (204) 


afli  =  v/2, 


2flî=a4/i  — ^      =v/4  — ^î, 


^v/4^^, 


,=  24/i-^=v/4~cî_i, 


Cl  =  V^2, 


C2=V^2— /4  — Cf      =v/2  — 2fl,, 


rs  =  v^2  —  v/4 -- C|     =V^2  — 2^3, 


Cn  =  v/a  —  v/4  —  c;^_i  =  v/a—  2fl„. 


Remarquons  que  Ton  peut  borner  le  calcul  à  la  recherche  des  diamètres 
inscrits  a^i,  2^2,  2^73,  . . . ,  a^;»  et  du  dernier  côté  c„.  £n  effet,  si,  dans 
Texpression  de  a^r^,  on  remplace  Cn-i  par  sa  valeur  v^a  —  a^;j_i,  on  trouve 


aâr,^==v/2-+-2^2,i_i. 

Chaque  diamètre  inscrit  peut  donc  être  calculé  à  Taide  du  précédent. 

Admettons  qu'on  s'arrête  au  polygone  régulier  de  256  côtés,  dont  le 
côté  est  représenté  par  c?. 

On  pourra  former  le  Tableau  suivant  : 

2^1  =  i,4i42i352, 
2/72=1,84775905, 
2^73=  1,96157055, 
2^4  =  1,99036945, 
a  «5=  1,99759091, 
a<i6  =  1,99939764, 
a  «7  =1,99984940. 


(*)  On  peut  abréger  beaucoup  les  calculs,  eu  égard  au  degré  d'approximation 
obtenu,  en  adoptant  la  marche  indiquée  dans  le  Traité  de  Géométrie,  par 
Eugène  Rouché  et  Ch.  de  Gomberousse,  4'  édition  (187g),  p.  192  et  suiv. 
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De  la  dernière  valeur,  on  déduira 

c^  =  v^a  — a«7  =  o,024543oa. 

En  multipliant  c^  par  a56,  on  aura,  pour  le  périmètre  du  polygone 
régulier  inscrit  de  a56  côtés, 

p  =  6,283oi. 

On  en  déduira,  pour  le  périmètre  du  polygone  circonscrit  semblable  (20â), 
-  =  1,     d'où     P  =  6,a8349, 

Les  théories  exposées  en  Arithmétique  [voir  t.  I,  p.  189  et  suiv.) 
prouvent,  en  effet,  qu'on  ne  peut  pas  compter  sur  plus  de  cinq  décimales 
exactes  dans  le  calcul  des  périmètres  p  et  P. 

La  circonférence  de  rayon  i  étant  comprise  entre  /?  et  P  (^1,  223), 
toutes  les  décimales  communes  aux  expressions  des  deux  périmètres 
appartiennent  à  l'expression  de  cette  circonférence.  On  a  donc,  pour  sa 
longueur,  6, a83  à  un  demi-millième  près,  et,  en  divisant  ce  nombre  par  2, 
on  trouve  r  =  3,i4i5  à  un  quart  de  millième  près.  Ici,  le  chiffre  des 
dix-millièmes  se  trouve  lui-môme  exact. 

236.  Les  dernières  formules  indiquées  conduisent  à  une  expression 
remarquable  de  tt. 

De  2ai  =  v/2  et  ^an=^^-i-^an_i  on  déduit  successivement 


',  =  sJt,  h-  v^2,     2/73  =  V  2  H-  \/2  -h  y/â, 

i/7„  =  Y  2-H  y  2 -h  V2H-  \/2-h  v/2  H-. 


le  nombre  des  radicaux  du  second  membre  dans  la  dernière  égalité  étant 
égal  à  /i. 
On  a  ensuite 

c„=  v/2  —  2«„, 
c'est-à-dire 


i=\^—\ik-+-\i-h  Va-h  v/2H 


yâ- 


le  nombre  des  radicaux  du  second  membre  étant  /z  -f- 1. 

Mais,  puisqu'on  part  du  carré,  Cn  répond  à  un  nombre  de  côtés  représenté 
par  2«-*-*.  On  a  donc,  pour  le  périmètre  du  dernier  polygone  régulier 
inscrit  dans  la  circonférence  de  rayon  i , 

p  ss  2'^iV  2  — Va4-V2H-  \7,  -h  ^2  H- v/2 -h.  . ., 
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OU,  en  divisant  par  2  et  en  faisant  tendre  n  vers  Tinfini, 


y  ^i—y  ^-h\  i-hyii-i-  \/ii-^^2 


7r  =  Jima'»V2  —  V2-f-V2-f-V^'^V^-+■V2■ 
le  nombre  des  radicaux  du  second  membre  étant  /i  + 1. 

237.  La  méthode  des  périmètres  a  été  suivie  par  Archihèdb, 
l'illustre  géomètre  de  Syracuse,  qui,  le  premier  (25o  avant 
J.-C),  a  trouvé  une  expression  approchée  du  nombre  tt. 

En  partant  de  l'hexagone  et  en  s'arrêtant  aux  deux  polygones 
réguliers  inscrit  et  circonscrit  de  96  côtés,  Arghihède  a  montré 
/    .  .  ..      'o      _      10      22    -,         , 

que  TT  était  compris  entre  3h et  3h =  — •  Cette  der- 

^  *^  7^  70       7 

nière  valeur,  qui  surpasse  tt  de  moins  de  2  millièmes,  est  très 
souvent  employée  dans  la  pratique. 

Adrien  Mêtius  a  découvert  la  valeur  aussi  par  excès  — r> 

qui  est  approchée  à  moins  d'un  demi-millionième  et  qui  est 
facile  à  retenir.  Pour  la  retrouver,  on  écrit  deux  fois  de  suite 
les  trois  premiers  nombres  impairs.  On  a  ainsi  ii3355  :  les 
trois  premiers  chiffres  composent  le  dénominateur  de  l'expres- 
slon,  et  les  trois  derniers  son  numérateur. 


LIVRE  DEUXIÈME. 

LES  SURFACES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DÉTERMINATION  DES  AIRES. 


I.  —  Aires  polygonales. 

238.  Après  avoir  étudié,  au  point  de  vue  élémentaire,  les 
propriétés  des  deux  lignes  planes  les  plus  simples,  nous 
devons  considérer  de  même  les  surfaces  planes  limitées  dont 
on  fait  l'usage  le  plus  fréquent. 

239.  Un  contour  fermé  de  figure  quelconque,  tracé  sur  un 
plan,  détermine  une  surface  plane  limitée. 

Deux  surfaces  planes  limiiées  sont  égales  (7),  lorsqu'on 
peut  les  placer  exactement  l'une  sur  l'autre,  c'est-à-dire  les 
faire  coïncider. 

Ajouter  plusieurs  surfaces  planes  limitées,  c'est  les  disposer 
les  unes  à  la  suite  des  autres  sur  le  même  plan,  dans  un  ordre 
dVilleurs  quelconque,  de  manière  qu'elles  n'aient  aucune 
partie  intérieure  commune  et  qu'elles  ne  se  relient  que  par 
certaines  portions  de  leurs  contours. 

Si  une  surface  A  est  ainsi  la  somme  de  deux  surfaces  B  et  C, 
la  surface  C,  à  son  tour,  est  la  différence  des  deux  surfaces  A 
eiB. 

2iO.  Mesurer  une  surface  plane  limitée,  c'est  trouver  son 
rapport  à  une  autre  surface  plane  limitée  prise  pour  unité. 
U  résultat  de  cette  mesure  s'appelle  Vaire  de  la  surface  pro- 
posée. 
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Il  y  a  donc  la  même  différence  entre  les  mots  surface  et 
aire  qu'entre  les  mots  ligne  et  longueur  :  on  les  confond 
d'ailleurs  très  souvent  dans  le  langage  ordinaire. 

Deux  surfaces  planes  limitées  peuvent  n'être  pas  super- 
posables  et  avoir  cependant  des  aires  égales.  On  dit  alors  que 
ces  deux  surfaces  sont  équivalentes  (7). 

Par  exemple,  si  Ton  ajoute  trois  surfaces  planes  quelcon- 
ques A,  B,  G,  d'abord  dans  l'ordre  ABC,  puis  dans  l'ordre  ACB, 
puis  enfin  dans  l'ordre  CAB,  les  surfaces  sommes  obtenues  ne 
sont  pas  en  général  superposables,  mais  elles  renferment 
évidemment  le  même  nombre  d'unités  superficielles,  et  sont 
équivalentes. 

Si,  à  des  figures  planes  de  surfaces  équivalentes,  on  ajoute 
ou  l'on  retranche  d'autres  figures  de  surfaces  équivalentes,  il 
est  clair  que  les  sommes  ou  les  différences  ainsi  formées  sont 
encore  équivalentes.  De  même,  si  l'on  divise  deux  figures 
équivalentes  en  un  même  nombre  de  parties  équivalentes, 
les  parties  de  la  première  sont  équivalentes  à  celles  de  la 
seconde. 

241.  Le  problème  de  la  mesure  des  surfaces  planes  limitées 
ou  de  la  détermination  des  aires  correspondantes  présente 
un  caractère  particulier,  à  cause  de  la  difficulté  de  porter  ou 
d'appliquer  successivement  sur  une  surface  plane  quelconque 
la  surface  choisie  pour  unité.  On  ne  peut  donc  résoudre  ce 
problème  directement  que  dans  un  très  petit  nombre  de  cas. 
Mais,  une  fois  ces  solutions  obtenues,  on  peut  en  déduire, 
par  des  considérations  d'équivalence,  l'expression  des  aires 
de  toutes  les  surfaces  planes  limitées  par  des  lignes  droites. 

C'est  le  rectangle  qui  nous  servira  de  point  de  départ. 
Nous  indiquerons  d'abord  les  définitions  suivantes. 

242.  On  prend  pour  base  d'tin  triangle  le  côté  que  l'on  veut: 
la  hauteur  du  triangle  est  alors  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  opposé  sur  la  base. 

Un  côté  quelconque  d'un  parallélogramme  étant  pris  pour 
base,  la  hauteur  de  ce  parallélogramme  est  la  distance  con- 
stante qui  existe  entre  la  base  et  le  côté  opposé,  égal  et  paral- 
lèle. 

D'après  cela,  les  deux  côtés  adjacents  d'un  rectangle  con- 
stituent indifféremment  sa  base  et  sa  hauteur^  ou  encore  les 
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dimensions  de  la  figure.  Mais  cette  dernière  dénomination 
s'applique  exclusivement  aux  côtés  du  rectangle. 

Les  deux  côtés  parallèles  d'un  trapèze  sont  ses  bases;  sa 
hauteur  est  la  distance  constante  entre  ses  deux  bases. 

2i^.  L'unité  de  surface  est,  en  général,  le  carré  construit 
sur  ri^niié  de  longueur^  c'est-à-dire  le  mètre  carré. 

Par  conséquent,  chercher  l'aire  d'une  figure  plane,  c'est 
chercher  combien  sa  superficie  renferme  de  mètres  carrés  et 
de  subdivisions  du  mètre  carré. 

THÉORÈME. 

ÎU.  Le  rapport  des  aires  de  deux  rectangles  de  même  base 
est  égal  au  rapport  de  leurs  hauteurs  [fi g*  160). 

L'aire  d'un  rectangle  dépend  évidemment  de  sa  base  et  de 
sa  hauteur.  Nous  allons  chercher  quelle 
influence  la  variation  de  la  hauteur  peut  *^'  '  ^' 


avoir  sur  la  variation  de  Taire,  en  suppo-      j^ 
sant  en  premier  lieu  la  base  constante.      i 

Deux  rectangles  de  même  base  et  ^" 
de  même  hauteur  sont  égaux ,  puisqu'ils  b  - 
peuvent  coïncider. 

Cela  posé,  soient  deux  rectangles  ayant  une  même  base  BC 
et  des  hauteurs  différentes  BA  et  BE.  On  peut  toujours  les 
supposer  placés  l'un  dans  l'autre,  comme  l'indique  la  figure. 
Admettons  l'existence  d'une  commune  mesure  entre  les  deux 
hauteurs  BA  et  BE.  Si  cette  commune  mesure  est  contenue 
ciDq  fois  dans  BA  et  deux  fois  dans  BE,  on  aura 

BA      5 
BE"~ï* 

Par  tous  les  points  de  division  G,  I,  L,  menons  des  paral- 
lèles à  la  base  BC.  Nous  partagerons  le  rectangle  ABCD  en 
cinq  rectangles  partiels  et  le  rectangle  BCFE  en  deux  rec- 
angles  partiels  :  tous  ces  rectangles  partiels  seront  égaux 
cûlre  eux  comme  ayant  même  base  et  même  hauteur*  On 
pourra  prendre  l'un  de  ces  rectangles  partiels  comme  commune 
niesure  entre  les  deux  rectangles  proposés,  et  l'on  aura 

ABCD      5 
BCFE  ~"  a' 
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Le  rapport  des  deux  rectangles  de  même  base  est  donc  égal  à 
celui  de  leurs  hauteurs.  Et  comme  on  peut  prendre,  au  con- 
traire, pour  base  du  premier  rectangle  le  côté  BA  et  pour  base 
du  second  le  côté  BE,  de  sorte  qu'ils  ont  alors  BC  pour  hau- 
teur commune,  on  peut  dire  aussi  que  le  rapport  des  aires  de 
deux  rectangles  de  même  hauteur  est  égal  au  rapport  de 
leurs  bases. 

Si  la  commune  mesure  supposée  entre  les  hauteurs  BA  etBE 
n'existait  pas,  on  se  reporterait  aux  indications  déjà  données 
à  ce  sujet  (105). 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède,  d'après  la 
théorie  des  grandeurs  proportionnelles  (t.  I,  Arithm.y  411), 
que  les  aires  de  deux  rectangles  quelconques  sont  entre  elles 
comme  les  produits  de  leurs  deux  dimensions. 

THÉORÈME. 

245.  Lorsqu'on  prend  pour  unité  d'aire  le  carré  construit 
sur  l'unité  de  longueur,  l'aire  du  rectangle  a  pour  mesure  le 
produit  des  mesures  de  ses  deux  dimensions. 

Désignons  par  R  et  R'  les  aires  de  deux  rectangles  quel- 
conques ayant  pour  dimensions,  le  premier  B  et  H,  le  second 
B'  et  H'.  Nous  pourrons  écrire  (244) 

R       JBH^_  B    H 
R  ~"B  H'~B  'H  ■ 

Si  R'  est  alors  l'unité  d'aire  ou  le  carré  construit  sur  l'unité 
de  longueur  (243),  on  a  R' =:!»«,  B'r=H'=:i«,  et  l'égalité 
précédente  devient 

R  _  B^  h; 

j  Mq  I M     j  M 

Mais  -^j  rapport  de  R  à  son  unité,  est  la  mesure  de  l'aire  du 

premier  rectangle;  de  même -g  et -g  représentent  les  me- 
sures des  deux  dimensions  de  ce  rectangle.  Le  même  nombre 
abstrait  correspond  donc  à  la  mesure  du  rectangle  proposé, 
exprimée  en  mètres  carrés,  et  au  produit  des  mesures  de  la 
hauteur  et  de  la  base  du  rectangle,  exprimées  en  mètres. 

C'est  ce  qu'on  énonce  d'une  manière  rapide,  mais  inexacte, 
en  disant  :  Un  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
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par  sa  hauteur.  Celle  abréviaiion  n'a  d'aiiieurs  aucun  incon- 
vénient, lorsqu'on  a  bien  saisi  le^  explications  précédentes. 
On  voit  que  l'aire  d'un  carré  est  représentée  par  la  seconde 
puissance  du  nombre  qui  mesure  son  côté.  C'est  de  là  que 
Tient  le  nom  de  carré,  donné  en  Arithmélique  à  la  seconde 
puissance  d'un  nombre. 

THÉORÈME. 

2i6.  L'aire  d'un  parallélogramme  a  pour  mesure  le  produit 
des  mesures  de  sa  base  et  de  sa  hauteur  [fi g.  i6i  ). 

Soit  le  parallélogramme  ABCD.  Par  les  exlrémités  de  la 
base  ÂBy  menons  à  AB  et  à  sa  parallèle  CD 
les  perpendiculaires  AF  ei  BE.  On  forme  ^*s-  '^'• 

ainsi  un  rectangle  ABEF  qui  a  même  base  AB       ^    ^ ^     ^ 

etméme  hauteur  AF  que  le  parallélogramme 
proposé.  Ce  rectangle  est  équivalent  au  pa- 
rallélogramme donné. 

En  effet,  ces  deux  flgures  ont  une  partie  commune  ABED  et 
ne  diffèrent  que  par  les  triangles  ADF,  BCE;  si  l'on  démontre 
que  ces  triangles  sont  égaux,  on  aura  prouvé  l'équivalence  des 
deux  figures.  Or  les  triangles  Rectangles  ADF,  BCE,  sont 
égaux,  parce  que  leurs  hypoténuses  AD  et  BC  sont  égales, 
comme  parallèles  comprises  entre  parallèles,  et  que  leurs 
côtés  AF  et  BE  sont  égaux  pour  la  même  raison. 

Hais  le  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur  (2^5);  telle  sera  donc  aussi  la  mesure  du  parallé- 
logramme. 

COROLLAIRE. 

247.  Soient  deux  parallélogrammes  P,  P';  désignons  leurs 
bases  par  B,  B',  leurs  hauteurs  par  H,  H'.  On  aura 

Pi=:BH,    P'  =  B'H'. 

n  en  résulte 

P  _  BIT 

P'^B'H  ' 

Par  conséquent,  deux  parallélogrammes  de  même  base  et  de 
même  hauteur  sont  équivalents;  deux  parallélogrammes  quel- 
conques sont  entre  eux  comme  les  produits  respectifs  de  leurs 
^(ues  par  leurs  hauteurs;  deux  parallélogrammes  de  même 
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base  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs;  deux  parallélo- 
grammes de  même  hauteur^sont  entre  eux  comme  leurs  bases. 

THÉORÈME. 

248.  L'aire  d'un  triangle   a  pour  mesure  la   moitié  du 
produit  des  mesures  de  sa  base  et  de  sa  hauteur  [fig.  162  ]. 

Soit  le  triangle  ABC.  Par  le  point  A,  menons  AD  parallèle 

à  BC,  et  par  le  point  C,  CD  parallèle  à  AB. 

*^'  '    '  On  forme  ainsi  le  parallélogramme  ABCD.  Le 


triangle  ABC  est  évidemment  la  moitié  de 
ce  parallélogramme 9  qui  a  même  base  et 
même  hauteur  que  lui,  puisque  les  deux 
triangles  ABC  et  ACD  sont  égaux   comme 

ayant  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 
Le  parallélogramme  ayant  pour  mesure   le  produit    des 

mesures  de  sa  hase  BC  et  de  sa  hauteur  AE  (246),  le  triangle 

a  pour  mesure  la  moitié  de  ce  produit. 

COROLLAIRES. 

249.  Soient!  etT'  deux  triangles  quelconques;  désignons 
leurs  bases  par  B  et  B'y  leurs  hauteurs  par  H  et  H'.  On  aura 


Il  en  résulte 


2  2 


T        BH 
T'""B'H'' 


Par  conséquent,  deux  triangles  de  même  base  et  de  même 
hauteur  sont  équivalents;  deux  triangles  quelconques  sont 
entre  eux  comme  les  produits  respectifs  de  leurs  bases  par 
leurs  hauteurs;  le  rapport  de  deux  triangles  de  même  base  est 
égal  à  celui  de  leurs  hauteurs;  le  rapport  de  deux  triangles 
de  même  hauteur  est  égal  à  celui  de  leurs  bases, 

250.  On  peut  exprimer  Vaire  d*un  triangle  équilatéral  en 
fonction  de  son  côté. 

Désignons  ce  côté  par  a.  La  hauteur  du  triangle  est  évi- 
demment égale  à  l/«'--y  ou  à  — ^;  par  suite,  son  aire  a 
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pour  expression 

flV3 

4 

251.  Si  l'on  désigne  respectivement  par  S,  a  ei  h,  les 
nombres  qui  mesurent  l'aire»  la  base  et  la  hauteur  d'un 
triangle,  on  a 

Mais,  la  hauteur  qui  correspond  au  côté  a  ayant  pour  expres- 
sion (193,  I») 

il  vient,  en  substituant, 


s=)/p(P'-^np-^){p-<^)' 

Dans  cette  formule,  qui  fait  connaître  Yaire  d'un  triangle 
en  fonction  de  ses  trois  côtés,  p  représente  le  demi-péri- 

mètre du  triangle. 

252.  Désignons  par  a,  6,  c,  les  trois  côtés  d'un  triangle  quel- 
conque ABC,  le  côté  a  correspondant  au  sommet  À,  le  côté  b  au 
sommet  B,  le  côté  c  au  sommet  C.  En  joignant  le  centre  0  du 
cercle  inscrit  dans  le  triangle  {fg.  98]  à  ses  trois  sommets, 
OD  décompose  ce  triangle  en  trois  triangles  partiels  dont  les 
bases  sont  les  côtés  a,  6,  c,  et  dont  la  hauteur  commune  est 
le  rayon  r  du  cercle  inscrit.  On  peut  donc  exprimer  l'aire  du 
iriaogle  ABC  par  la  somme 


ar      br      cr 

1 1 ou 

222 


(--i^)- 


En  désignant  par  2/>  le  périmètre  a  +  ô  +  c  du  triangle  et 
en  représentant  son  aire  par  S,  on  a  donc  la  formule  générale 

g 
S  =  pr,     d'où    r=-- 
P 

253.  Nous  avons  vu  (179)  que  le  produit  de  deux  côtés  a 
el  b  d'un  triangle  est  égal  à  la  hauteur  h  correspondant  au 
iroisième  côté  c,  multipliée  par  le  diamètre  2R  du  cercle  cir- 
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conscrit  au  triangle.  On  a  donc 

ab  =  h,iVi. 

En  mullipliant  par  c  les  deux  membres  de  cette  égalité,  il 
vient 

Mais  hc  représente  le  double  2  S  de  Taire  du  triangle.  On  a 
donc  a6c  =  4SR.  Il  en  résulte  la  formule  générale 

abc        ,.   ,      ^       abc     ,  ,^. . 
S  =  _,     dou    R  =  -^-^     (194). 

Les  résultats  trouvés  aux  n®'  251  et  252  permettent  de  cal* 
culer  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  à  un  triangle 
en  fonction  de  ses  côtés. 

THÉORÈME. 

254.  L'aire  d*un  trapèze  a  pour  mesure  le  produit  des 
mesures  de  la  demi-somme  de  ses  bases  et  de  sa  hau^ 
ieur  [fig.  i63). 

Partageons  le  trapèze  donné  en  deux  triangles  parla  diago* 

nale  BC.  Le  triangle  ACB  a  pour  mesure  (248) ?  le 

.       I    «/.T^                             CDxEF     ^ 
Fîg.  i63.  triangle  BCD  a  pour  mesure Le 

CE  p  ^ 

/\|^      TA         trapèze  ABCD,  qui  est  la  somme  de  ces  deux 
— iXTv       triangles,  a  donc  pour  mesure  la  somme 
î ^^       de  ces  deux  mesures,  c'est-à-dire,  en  mei- 

tant  la  hauteur  commune  £F  en  facteur, 

2 
SCOLIE. 

255.  Si  Ton  représente  par  S,  B,  fr.  H,  les  nombres  qui 
mesurent  respectivement  Taire  d'un  trapèze,  ses  deux  bases 
et  sa  hauteur,  on  a  la  formule 

2 

256.  Si  par  le  point  G,  milieu  de  AC,  on  mène  GH  parallèle 
aux  deux  bases,  on  sait  (85)  que  cette  droite  passe  par  le 
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milieu  H  de  BD  ei  représente  la  demi-somme  des  bases  du 
irapeze.  On  peut  donc  dire  encore  que  l'aire  d'un  trapèze  a 
pour  mesure  le  produit  de  sa  hauteur  par  la  droite  qui  joint 
Us  milieux  de  ses  côtés  non  parallèles. 

PROBLÈME. 

257.  Mesurer  l'aire  d'un  polygone  quelconque. 

Pour  évaluer  Taire  d'un  polygone  quelconque,  on  peut  le 
décomposer  en  triangles,  soit  en  menant  toutes  I  es  diagonales 
^ai  aboutissent  à  un  même  sommet,  soit  en  choisissant  un 
point  dans  son  plan  et  en  le  joignant  à  tous  ses  sommets.  On 
calcule  alors  Taire  de  chaque  triangle  formé,  on  fait  la  somme 
anlhmeiique  ou  algébrique  des  résultats  obtenus,  et  on  a  la 
inesure  demandée. 

Lorsque  le  polygone  est  tracé  sur  le  terrain,  on  suit  ordinal- 
«ment  une  autre  méthode  [Jig,  164). 

On  mène  la  plus  grande  diagonale  AF  du  polygone  proposé, 
et  Ton  abaisse,  des  sommets  exté- 
rieurs sur  celte  diagonale,  les  perpen-  ^''^'  '^*  • 
diculaires  BN,  CP,  DQ,  ER,  HO,  GQ.         ^^ — 
Ces  perpendiculaires    partagent    la      /\        \ 
figure  en  triangles  et  trapèzes  rec*     ^Nçf'^rô  "p' 
Ungles.  En  mesurant  les  différents            h— — — 
segments  déterminés  sur  AF  et  les 
perpendiculaires  abaissées  sur  celte  droite,  on  a  tous  les  élé- 
ments nécessaires  pour  calculer  les  aires  des  différentes  parties 
du  polygone,  et  par  suite  Taire  de  ce  polygone  lui-même. 

I/)rsque  le  polygone  proposé  est  tracé  sur  le  papier,  on  peut 
le  transformer  en  un  triangle  équivalent  dont  on  cherche  en- 
suite la  mesure.  C'est  ce  que  nous  montrerons  plus  loin  (276). 

II.  —  Aires  circnlaires. 
THÉORÈME. 

258.  Vaire  d'un  polygone  régulier  a  pour  mesure  la  moitié 
in  produit  de  son  périmètre  par  son  apothème  (Jig.  i65). 

SoitO  le  centre  du  polygone  régulier  ABCDEF;  joignons-le 
à  tous  les  sommets  du  polygone  ;  nous  le  partagerons  ainsi  en 
autant  de  triangles  qu'il  a  de  côtés,  et  tous  ces  triangles  seront 
égaux  entre  eux.  Considérons  en  particulier  le  triangle  AOB; 

Db  C.  -  Cours.  II.  1 1 


F"- 'E 
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si  AB  est- sa  base,  l'apothème  OG  du  polygone  sera  sa  hau- 

AB  '^  or 

leur,  et  la  mesure  de  Taire  du  triangle  sera  égale  à 

Fig.  i65.  gj  jg  polygone  proposé  a  n  côtés,  il  faudra 

multiplier  la  mesure  précédente  par  n  pour 
avoir  Taire  du  polygone  :  cette  aire  S  aura 

.                               .       nABxOG         Pxa 
donc  pour  expression ou  ? 

en  désignant  par  P  le  périmètre  du  polygone 
et  par  a  son  apothème. 

THÉORÈME. 

259.  L'aire  d'un  cercle  a  pour  mesure  la  moitié  du  produit 
de  sa  circonférence  par  son  rayon, 

La  circonférence  étant  la  limite  des  périmètres  des  polygones 
réguliers  qui  y  sont  inscrits  et  dont  on  double  indéfiniment  le 
nombre  des  côtés  (221,  222],  le  cercle  est  en  même  temps  la 
limite  des  aires  de  ces  polygones.  De  plus,  le  rayon  de  la  cir- 
conférence est  la  limite  des  apothèmes  de  ces  mêmes  po- 
lygones (201),  puisque  la  longueur  de  leur  côté  tend  vers 
zéro. 

Cela  posé,  soient  S,  P,  a,  Taire,  le  périmètre  et  Tapoihème 
(le  Tun  quelconque  des  polygones  considérés  :  on  a  constam- 
ment entre  ces  variables  la  relation 

g^Px«     ,258). 

Donc,  elle  aura  aussi  lieu  entre  les  limites  des  deux  membres 
de  Tégalité  posée  (217).  On  a,  par  conséquent,  en  désignant 
par  R  le  rayon  du  cercle, 

cercle  R== • 

Nous  avons  d'ailleurs  trouvé  (229) 

circR  =  27rR, 

et  il  vient,  en  substituant, 

cercle  R  =7rR'. 

Ainsi,  pour  calculer  l'aire  d'un  cercle  y  il  faut  multiplier  le 
carré  de  son  rayon  par  le  nombre  constant  tt. 
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De  la  formule  précédente,  on  déduit 


^^      /cercle  K 


! 


Donc,  pour  calculer  le  rayon  d'un  cercle  d'aire  donnée  y  il  \ 

"eut  diviser  par  tt  le  nombre  qui  exprime  cette  aire  et  extraire 
s  racine  carrée  du  résultat. 

Si  ToD  élimine  R  entre  les  relations 

,   -.       cîrcRxR      .       .     i>  ,> 

cercleR= et    circR~27rR, 

90  irouve 

cercle  R  ^  -^— — , 

brmule  qui  permet  de  calculer  directement  Taire  du  cercle 
en  fonction  de  la  longueur  de  sa  circonférence,  et  réciproque- 
ment. 

THÉORÈME. 

260.  L'aire  d'un  secteur  a  pour  mesure  la  moitié  du  produit 
de  Varc  qui  lui  sert  de  base  par  le  rayon  du  cercle  dont  le 
secteur  fait  partie  [fig.  i66). 

Un  secteur  AOB  est  la  portion  de  cercle  comprise  entre 

deux  rayons  OA  et  OB;  Tare  AB  qui  correspond 

aux  extrémités  de  ces  rayons  est  la  base  du 

secteur. 
Si  Ton  inscrit  dans  la  base  du  secteur  une 

ligne  brisée  régulière  (197),  la  portion  de  plan 

comprise  entre  cette  ligne  brisée  et  les  rayons 

(lui  limitent  le  secteur  circulaire  constitue  un 

!>ecieur  polygonal  régulier  inscrit  dans  ce  secteur  circulaire 

ciqaia  pour  base  la  ligne  brisée  régulière. 

Si  l'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  la 
ligne  brisée  régulière  inscrite,  elle  a  pour  limite  l'arc  AB 
(ai,  2^).  L*aire  du  secteur  circulaire  est  donc  la  limite  des 
aires  des  secteurs  polygonaux  réguliers  inscrits,  lorsqu'on 
Wl  croître  iftdéflniment  le  nombre  des  côtés  de  leur  base. 

Cela  posé,  désignons  par  R  le  rayon  du  cercle,  par  S  l'aire 
dusecteurAOB,  par  /  la  longueur  de  sa  base;  soient  de  même  5 
IVire  d'un  secteur  polygonal  régulier  inscrit,  p  le  périmètre  de 

II. 
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sa  base  et  a  rapoihème  de  cette  base.  En  raisonnant  comm 
au  n°  258,  on  trouve  immédiatement 

2 

Cette  relation,  ayant  constamment  lieu  entre  les  quantitc 
variables  considérées,  a  aussi  lieu  entre  leurs  limites  (217 
et  Ton  obtient  la  formule 


qui  justifie  l'énoncé. 


2 


COROLLAIRE. 

261.  Si  n  est  le  nombre  de  degrés  de  l'arc  AB,  on  a  (230 

ibo 
et  l'expression  de  Taire  du  secteur  AOB  devient 

Cette  formule  est  facile  à  retenir.  -^  représente  Taire  di 
secteur  de  i",  c'est-à-dire  de  celui  qui  a  pour  base  Tare  de  i* 

^  représente  donc  Taire  du  secteur  qui  a  pour  base  Tan 
de  n  degrés. 

SG0L1B. 

262.  L 'aire  d'un  segment  circulaire  a  pour  mesure  la  moitii 
du  produit  du  rayon  par  l'excès  de  Varc  du  segment  sur  h 
moitié  de  la  corde  qui  sous^tend  l'arc  double  (fig.  i66). 

Nous  avons  déjà  défini  le  segment  circulaire  (110). 

Cherchons  Taire  du  segment  AFB  :  il  est  la  différence  de 
secteur  correspondant  AOB  et  du  triangle  isoscèle  AOB. 

Si  Tare  AB  correspond  à  un  polygone  régulier  dont  on  sacbc 
calculer  le  côté  AB  et  l'apothème  OH,  on  a  immédiatement 

^^„      arcABxOA           ,^„       AB  x  OH 
sect  AOB  = y     tr  AOB  ^ ■- ? 

2  2 

d'où 

,^^       arcAB.O\  -  AB.OH 

segm  AFB  == •  | 
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Si  l'arc  AB  est  quelconque,  on  écrit 

tr  AOB  = » 
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BG  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  B  sur  OÂ,  et 

il  vient 

,^„      OAfarcAB  — BG] 
segm  AFB  = 

ce  qui  justiQe  l'énoncé. 

La  Trigonométrie  [voir  plus  loin)  permet,  dans  tous  les  cas, 
de  calculer  la  perpendiculaire  BG,  quand  on  connaît  le  nombre 
de  degrés  n  de  l'arc  AB. 

Remarquons,  en  terminant,  que»  lorsqu'on  a  à  calculer  des 
formules  où  il  entre  des  nombres  complexes  de  degrés, 
minutes  et  secondes,  le  mieux  est,  en  général,  de  convertir  les 
minutes  et  les  secondes  en  parties  décimales  de  degré  (t.  I, 
Jrithm.,Zn). 


ni.  —  Aire  approchée  d'une  figure  plane  terminée  par  une  courbe 

quelconque. 

FORMULE  DE  SIMPSON. 

263.  B  et  B'  désignant  les  bases  d'un  trapèze,  B''  la  parallèle  équidi- 
stante  de  ces  bases  et  h  la  demi-hauteur,  on  peut  exprimer  Taire  du  trapèze 
par  la  formule 

(I)  ^'(Bh-B'^4B"), 

qui  se  réduit  en  effet  à  la  formule  connue  /i  (B  +  B'),  lorsqu'on  y  rem« 

place  B*  par  sa  valeur  -  (B  h-  B'). 

Cela  posé,  soit  à  évaluer  approximativement  Taire  comprise  entre  un 
arc  de  courbe  quelconque  AB,  une  droite  fixe  XY  et  les  perpendiculaires 


X      1»      C     D'      B'      F'     G'      H*      I'      X*     V      B'      1 


AA',BB',  abaissées  sur  cette  droite  des  extrémités  de  Tare  AB  {Jlg.  167). 
Supposons  d*abord  que  Tare  AB  soit,  dans  toute  son  étendue,  concave 
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vers  la  droite  XY.  Divisons  la  base  A'B'  en  un  nombre  pair  de  parties 
égales,  en  dix  par  exemple,  et,  par  les  points  de  division  C,  D',  E',  F',  G', 
H\  F,  K',  L',  élevons  des  perpendiculaires  à  XY.  Désignons  respective- 
ment par^i,  jj,  /j,  . . . ,  /il,  les  perpendiculaires  ou  ordonnées  AA',  CC', 
DD', . . . ,  BB',  et  par  h  la  distance  constante  de  deux  ordonnées  conséca- 
tives.  C,  étant  le  point  où  la  corde  AD  coupe  CC,  on  a,  pour  Taire  du  tra> 
pèze  rectiligne  AD  D'A', 

|(AA'-f-DD'H-4CiC'); 

mais  ce  trapèze  est  moindre  que  le  trapèze  curviligne  ACDD'A';  on  est 
ainsi  conduit  à  remplacer  CiC'  par  CC,  et  à  prendre  pour  valeur  appro* 
chée  de  Taire  du  trapèze  curviligne  ACDD'A'  Texpression 


En  prenant  de  même 


5(j3-+-r--*-4j4),    5 (/*-+■  77 -+-4/6), 
3(r7-+-r9-+-4j8),   ^(:r9-f-^„-t-47io) 

pour  expressions  des  aires  des  trapèzes  curvilignes  DFF'D',  FHH'F\ 
HKK'H',  RBB'K',  et  faisant  la  somme,  on  obtient  pour  valeur  approchée 
de  Taire  demandée 

On  i^etient  aisément  cette  formule,  attribuée  à  Simpson,  en  la  mettant 
sous  la  forme 

(îà)  S  =  5{E-^stI  +  4P), 

dans  laquelle  £  désigne  la  somme  des  deux  ordonnées  extrêmes,  1  la 
somme  des  autres  ordonnées  de  rang  impair,  et  P  la  somme  de  toutes 
les  ordonnées  de  rang  pair. 


FORMULE  DE  PONGELET. 

264.  La  base  A'B' doit  ici  encore  être  partagée  en  un  nombre /w/r  de 
parties  égales,  dix  par  exemple  (fig.  i68).  'Nous  désignerons  les  onze 
ordonnées  correspondantes  par/i,^j,^3,  •  • .,  /lo,  Tn-  Par  les  extrémités 
de  toutes  les  ordonnées  de  rang  pair  ^f,jr^,  •  •  •  *  Jioi  menons  des  tangentes 
à  la  courbe  AB  et  terminons  ces  tangentes  aux  deux  ordonnées  voisines. 
Nous  formerons  ainsi  une  série  de  trapèzes  dont  la  somme,  évidemmenl 
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supérieure  à  Taire  cherchée  dans  le  cas  de  la  figure,  sera  une  limite  supé- 
rieure du  résultat  demandé. 

En  appelant  h  Tintervalle  constant  entre  deux  ordonnées  consécutives, 
osa 

trapèze  AD'  —  2/* .^2, 

trapèze  DF'=  a/*./*, 

ï 

trapèze  KB'=  2/1.^10. 

En  désignant  par  S  la  somme  de  ces  trapèzes,  il  vient 

I  la  parenthèse  renferme  toutes  les  ordonnées  de  rang  pair.  En  désignant 
I  leor  somme  par  P,  on  a  donc 

I  S=2A.P. 

I    Menons  les  cordes  AC  et  BL,  qui  correspondent  aux  divisions  extrêmes  ; 
puis,  dans  l'intervalle,  les  cordes  CE,  EG,  GI,  IL,  qui  correspondent 


1      A'       C        D'       E'        F'       G 


chacime  à  deux  divisions.  Nous  formerons  une  nouvelle  série  de  trapèzes 
dont  la  somme  sera  une  limite  inférieure  du  résultat  demandé.  On  a 

trapèze  AC'=  A  ^-^^^^^tTEN 
trapèze  CE'=  2//^*?l±:21*^ , 

trapèze  IL'=aA(-?^îi^»), 
trapèze  LB'=  A  (-^^li^i^'V 
En  déàgnant  par  s  la  somme  de  ces  trapèzes,  il  vient 
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OU  bien,  en  ajoutant  et  en  retranchant  dans  la  parenthèse*^' "^       j 

A  étant  l'aire  cherchée,  on  a 

5<A<S. 

S  -4-  ^ 

Mais  la  moyenne tombe  aussi  entre  ^  et  S.  On  peut  donc,  sauf  un 

erreur  que  nous  estimerons,  prendre 

dans  celte  formule,  P  désigne,  comme  nous  l'avons  dit,  la  somme  de 
toutes  les  ordonnées  de  rang  pair,  E  est  la  somme  des  deux  ordonnétt 
extrêmes,  £'  est  la  somme  des  deux  ordonnées  voisines  des  deux  extrêmes. 

L'avantage  de  cette  formule,  quand  le  nombre  des  divisions  est  grand, 
c'est  qu'il  n'y  entre  que  les  ordonnées  de  rang  pair  et  les  deux  ordonnées 
extrêmes,  ce  qui  dispense  de  calculer  les  ordonnées  intermédiaires  de 
rang  impair. 

Il  reste  à  indiquer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise  en  em- 
ployant la  formule.  Comme  A  tombe  entre  S  et ou  entre et  x, 

Terreur  que  Ton  fait  en  substituant '-  à  A  est  moindre  que  S — 

ou  que  — ; — '■ —  J,  c'est-à-dire  que 


S- 


s      ./E-E'X      /i/E      E'X 


Menons  sur  la  figure  les  droites  AB  et  CL;  ces  deux  droites  coupent 
l'ordonnée  du  milieu  GG'  en  deux  points  M  et  N,  et  l'on  a 

c'est-à-dire 

2  2 

La  limite  supérieure  de  Terreur  commise  s'exprime  donc  géométriquement 
par  le  produit 

a 

On  peut  donc,  après  avoir  tracé  la  courbe,  mener  provisoirement  les 
deux  premières  et  les  deux  dernières  ordonnées,  ainsi  que  celle  du  milieu, 
en  donnant  à  h  une  certaine  valeur  ;  puis,  avant  tout  calcul,  vérifier,  en 


GÉOMÉTRIE.  169 

BMsarant  MN,  si  rapproximation  demandée  est  bien  obtenue,  c'est-à-dire 
si  la  valeur  choisie  pour  h  est  convenable. 

Si,  dans  ce  qui  précède.  Tare  ÂB  était  convexe  vers  la  droite  XY  dans 
toute  son  étendue,  une  marche  analogue  conduirait  aux  mêmes  formules. 
Si  cet  arc  était  en  partie  concave  et  en  partie  convexe,  en  menant  une 
perpendiculaire  à  XY  par  le  point  d'inflexion,  on  mesurerait,  d'après  les 
règles  trouvées,  les  aires  situées  de  part  et  d'autre  de  cette  perpendi- 
culaire et  Ton  en  ferait  la  somme. 
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CHAPITRE  II. 

COMPARAISON  DES  AIRES. 


I.  —  Rapports  des  aires  semblables. 
THÉORÈME. 

265.  Les  aires  de  deux  triangles  qui  ont  un  angle  égai 
ou  supplémentaire  sont  proportionnelles 
aux  produits  des  côtés  qui  comprennent 
cet  angle  [fig.  169). 

Soient  deux  triangles  ayant  un  angle 
égal.  On  pourra  les  disposer  de  manière 
que  cet  angle  leur  soit  commun ,  c'est- 
à-dire  les  placer  l'un  dans  l'autre  comme 
les  triangles  ABC,  ADE. 

Formons  alors  le  triangle  ABE  en  menant  la  droite  BE.  Si 
Ton  prend  B  comme  sommet  commun  des  deux  triangles  ABC, 
ABE,  on  voit  que  ces  deux  triangles  ont  leurs  bases  AC,  AE, 
sur  une  même  ligne  droite;  ils  ont  donc  même  hauteur  et 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  (2&9).  On  a  donc 

,  ABC_AC 

^'^  ABE""AE' 

Si  l'on  prend  E  comme  sommet  commun  des  deux  triangles 
ABE,  ADE,  ces  deux  triangles  ont  aussi  même  hauteur  par 
rapport  à  leurs  bases  AB,  AD,  et  l'on  peut  écrire 

ABE  _  AB 
^^^  ADE  ""AD* 

Si  l'on  multiplie  terme  a  terme  les  égalités  (i)  et  (2],  le  fac- 
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teur  commun  AB£  disparate  et  il  reste 
ABCA^B.AC 

ade~ad.ae' 

La  démonstration  précédente  s'applique  identiquement  aux 
deux  triangles  ABC,  AD'  E,  qui  ont  un  angle  supplémentaire. 

THÉORÈME. 

266.  Les  aires  de  deux  triangles  semblables  sont  propor- 
tionnelles    aux    carrés    de    leurs 
côtés  homologues  [Jlg,  170). 

Soient  les  deux  triangles  sem- 
blables ABC,  A'B'C.  Si  l'on  porte 
ie  second  sur  le  premier  de  ma- 
nière à  faire  coïncider  les  angles 
égaux  A  et  A',  le  triangle  A'B'C 
deviendra  le  triangle  ADE,  et  Ton  aura 


AB 


A'B' 


AC 


AB 


AC 

ae' 


Cela  posé,  les  deux  triangles  ABC,  ADE,  ayant  un  angle  égal, 
0Da(265] 

ABC       AB.AC       AB   AC      AB« 


c'est-à-dire 


ADE  "aD.AE"~AD  AE""AD«' 


AB^ 


JLBC 

A'B'C  ""  A'B' 


Fig. 171. 


COBOLLÀIRBS. 

267.  Les  aires  de  deux  polygones  semblables  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  de  leurs  côtés 
homologues  [Jig*  i70* 

Décomposons  les  deux  poly- 
gones proposés  en  un  même 
nombre  de  triangles  semblables  et 
semblablement  disposés,  en  me- 
nant les  diagonales  qui  correspon- 
<lem  aux  sommets  homologues  C  et  c.  Ces  triangles  étant 
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semblables,  on  a 

BCAIU»       ACE      AE«       ECP  _  ED« 

bca        ba*         ace        ae*         ecd        ed* 

La  similitude  des  polygones  donne  d'ailleurs 

BA      AE      ED     ^^^     BA^      AE»      ED» 


ba       ae 

'^  ed 

uu 

ba^ 

el 

Ton  en 

déduit 

BCA 

ACE 

ECD 

bca 

ace 

ecd 

En  appliquant  alors  un  théorème  connu  (t.  I,  Alg.  élém.y  63), 
il  vient 

BCA  H-  ACE  -f-  ECD  _  BCA  _  BA'  CBAEDBA' 

bca  +  ace  .-i-  ecd         bca       6a*  cbaed        6a" 

268.  Si  Ton  désigne  par  S  el  5  les  aires  des  deux  polygones, 
par  A  el  a  deux  de  leurs  côtés  homologues,  on  a 


SA»        .,   ,      A  /S 

-  — — >        d'où       -riri/-^. 

5      a*  a       y  s 


Par  conséquent,  lorsqu'on  veut  amplifier  o\x  réduire  un  poly- 
gone dans  un  rapport  donné,  Yéchelle  à  employer  pour  am- 
plifier ou  réduire  les  côtés  de  ce  polygone  est  égale  à  la  racine 
carrée  du  rapport  des  aires  des  deux  polygones,  c'est-à-dire  à 
la  racine  carrée  du  rapport  donné. 

THÉORÈME. 

269.  Le  rapport  des  aires  de  deux  polygones  réguliers  sem- 
blables est  égal  à  celui  des  carrés  de  leurs  rayons  ou  de  leurs 
apothèmes. 

Désignons  par  S  et  5  les  aires  des  deux  polygones,  par  P  e\p 
leurs  périmètres,  par  R  et  r  leurs  rayons,  par  A  et  a  leurs- 
apothèmes.  On  a 


l'A     et    s  =  P^     (236), 

1  2  ^  ' 


d'où 


Sl^AP      A 
*      p. a      /»  '    a 
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Nous  savons  d'ailleurs  (202)  que 

?  =  -=-. 

p       a       r 

P  A 

Si  Ton  remplace  -  par  le  rapport  égal  — >  il  vient 

S_A      A_^A^^R« 
s       a       a       a^       r- 

THÉORÈME. 

270.  Deux  cercles  sont  proportionnels  aux  carrés  de  leurs 
rajrons. 

Soient  deux  cercles  quelconques  dont  les  rayons  sont  R  et 
R'.  On  a  (258) 

cercle  R  =  ttR',     cercleR'  =  ttR'*, 
d'où 

cerrIeR  R^ 

cercleR'  ""ÏV^* 

SCOLIE. 

271.  Les  aires  de  deux  secteurs  semblables  sont  proportion- 
nelles aux  carrés  de  leurs  rayons. 

On  entend  par  secteurs  semblables  ceux  qui  ont  pour  bases 
des  arcs  semblables,  c'est-à-dire  d'un  même  nombre  de  degrés. 

Désignons  les  aires  de  ces  secteurs  par  S  et  S',  par  R  et  R' 
leurs  rayons,  par  n  le  nombre  de  degrés  de  leurs  bases.  Nous 
aurons  (262) 

Les  aires  de  deux  segments  semblables  sont  proportionnelles 
aux  carrés  de  leurs  rayons. 

On  entend  par  segments  semblables  ceux  qui  correspondent 
à  des  secteurs  semblables.  Désignons  par  S  et  T  les  aires  du 
secteur  et  du  triangle  dont  le  premier  segment  est  la  diffé- 
rence, par  S'  et  T'  les  aires  du  secteur  et  du  triangle  dont  le 
second  segment  est  la  différence.  Les  deux  secteurs  et  les  deux 
iriangles  étant  semblables,  on  a,  en  appelant  R  et  R'  les  rayons 
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des  cercles  dont  font  partie  les  deux  segments, 
S      R»       T  .    R» 

d'où 


S'~R'*'     T'  —  R"' 

S       T             S  -  T        S 

g,      ^,     et    g,_^v      jj, 

R' 
~R'* 

En  général,  les  aires  de  deux  surfaces  semblables  quel- 
conques sont  proportionnelles  aux  carrés  de  deux  lignes 
homologues  tracées  d'une  manière  quelconque  dans  les  deux 
surfaces. 

THÉORÈME. 

272.  Le  carré  construit  sur  V hypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle est  équivalent  à  la  somme  des  carrés  construits  sur  les 
côtés  de  r  angle  droit  [Jlg.  172). 
Soit  le  triangle  ABC'reciangle  en  A  ;  soient  les  carrés  ABDE, 
ACFG,  BCHK,  construits  sur  ses  trois 
côtés.  L'angle  en  A  étant  droit,  le  côté 
A£  du  carré  AEDE  sera  le  prolonge- 
ment du  côté  CA  du  triangle,  et  le 
côté  AG  du  carré  ACFG  sera  le  pro- 
longement du  côté  Ex\. 

Cela  posé,  abaissons  sur  l'hypoté- 
nuse BC  la  perpendiculaire  AL,  et 
prolongeons-la  jusqu'en  I,  où  elle 
coupe  le  côté  KH  ;  menons  les  droites 
AK  et  DC.  Le  triangle  ABK  a  même 
base  BK  que  le  rectangle  BKIL,  et  il 
a  aussi  même  hauteur,  puisque  son  sommet  A  se  trouve  sur 
la  droite  IL  :  le  triangle  ABK  équivaut  donc  (22i.5,  248)  à  la 
moitié  du  rectangle  BKIL.  De  même,  le  triangle  BCD  équivaut 
à  la  moitié  du  carré  ABDE,  car  11  a  même  base  BD  et  même 
hauteur,  puisque  son  sommet  C  se'trouve  sur  la  droite  EA. 
D'ailleurs,  les  deux  triangles  ABK  et  BCD  sont  égaux  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun 
à  chacun,  savoir  :  l'angle  ABK  égal  à  l'angle  CBD,  comme 
formés  tous  deux  d'un  angle  droit  et  de  l'angle  ABC  du  triangle 
donné;  le  côté  BK  égal  au  côté  BC  comme  côtés  d'un  même 
carré;  le  côté  AB  égal  au  côté  BD  pour  la  même  raison/ De 
l'égalité  des  deux  triangles  ABK  et  BCD,  on  conclut  l'équi- 
valence du  rectangle  BKIL  et  du  carré  ABDE. 
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On  démontrerait  d'une  manière  analogue,  en  menant  les 
droiles  AH  et  BF,  réquivalence  du  rectangle  CLIH  et  du  carré 
ACFG. 

Le  carré  BCHK,  somme  des  deux  rectangles  BKIL  et  CLIH9 
est  donc  équivalent  à  la  somme  des  deux  carrés  ABDE  et 
ACFG. 

COROLLAIRES. 

^3.  Deux  rectangles  de  même  hauteur  étant  entre  eux 
comme  leurs  bases,  on  a 


BKIL  _  BL  OJH  _  CL 

BCHK  "  BC     ®^     BCHK  ""  BG 


d'où,  en  remplaçant  les  rectangles  par  les  carrés  équivalents, 

ABDE  _  ACFG      BCHK 
BL    ~    CL    ~"     BC    ' 

Les  carrés  construits  sur  les  côtés  de  l'angle  droit  et  sur 
Vhypoténuse  d'un  triangle  rectangle  sont  donc  respective- 
ment proportionnels  aux  projections  de  ces  côtés  sur  V  hypo- 
ténuse  et  à  t  hypoténuse  elle-même. 

^h.  Si  l'on  construit  sur  les  côtés  de  l'angle  droit  et  sur 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ABC  trois  polygones  sem- 
blables P,  Q,  R,  on  a  (267) 

_Z_  — ^  — JL       H'  '         P-f-Q     _   R 
AB«  ""  AC^  ~"  BC«  '         ^"     AB*  -4-  AC*  ~  BC»  ' 


c'est-à-dire  (168) 


R=P-f-Q. 


SCOLU. 


275.  On  pourrait  déduire  le  théorème  précédent  du  théorème 
dan<^i68;  car,  puisque  l'aire  du  carré  construit  sur  une  droite 
a  pour  mesure  le  carré  du  nombre  abstrait  qui  mesure  la 
longueur  de  cette  droite,  on  voit  que  le  théorème  rappelé 
exprime  que  la  mesure  du  carré  construit  sur  l'hypoténuse 
est  égale  à  la  somme  des  mesures  des  carrés  construits  sur  les 
côtés  de  l'angle  droit,  et  par  suite  que  le  premier  carré  équi- 
vaut à  la  somme  des  deux  autres.  Inversement,  on  passerait  du 
point  de  vue  concret  au  point  de  vue  abstrait,  c'est-à-dire  du 
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n*»  272  au  n^  168,  en  remplaçant  les  aires  des  carrés  par  leurs 
mesures  respectives. 

La  même  remarque  s'applique  aux  diverses  relations  numé- 
riques que  nous  avons  démontrées  dans  le  §  III  du  Chapitre  111 
du  premier  Livre,  entre  les  divers  éléments  d'un  triangle, 
rapportés  à  une  unité  commune.  De  ces  relations  résultent 
immédiatement  autant  de  théorèmes  sur  les  aires;  et  l'on  pour- 
rait inversement  donner  des  démonstrations  directes  de  ces 
derniers  théorèmes,  comme  l'a  fait  Euglidb,  et  en  déduire 
ensuite  les  relations  numériques  correspondantes. 

IL  —  Problèmes  relatifs  aux  aires. 
PROBLÈME. 
276.  Construire  un  triangle  équivalent  à  un  polygone  donné 
[fig-  '73,  174)- 

Soit,  par  exemple,  le  pentagone  convexe  ABCDE  [fig.  173). 
En  menant  la  diagonale  EC,  on  détache  de  ce  pentagone  le 
triangle  ECD.  Si  par  le  sommet  D  on  mène  alors  une  paral- 
lèle DF  à  la  diagonale  EC,  tous  les  triangles  qui  ont  EC  pour  base 

Fig.  173.  Fig.  174. 


et  leurs  sommets  surDF  sont  équivalents  au  triangle  ECD(2i9) 
et  forment  avec  le  quadrilatère  ECBA  un  polygone  équivalent 
au  pentagone  proposé.  Or,  pour  que  le  nouveau  polygone 
ABCFE  ait  un  sommet  de  moins,  il  sufQt  de  choisir  parmi  tous 
ces  triangles  celui  dont  le  sommet  est  en  F,  à  la  rencontre  de 
la  parallèle  DF  et  du  côté  BC  prolongé. 

La  construction  indiquée  permetunt  de  transformer  un 
polygone  quelconque  en  un  polygone  équivalent^  mais  ayant 
tin  côté  de  moins,  on  arrive  toujours,  en  la  répétant,  à  un 
triangle  équivalent  au  polygone  proposé. 

Dans  la  fig,  173,  en  menant  par  le  sommet  A,  jusqu'à  la  ren- 
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contre  de  FB  prolongé^  la  parallèle  ÂG  à  la  diagonale  £B,  on 
passe  du  quadrilatère  EABF  au  triangle  équivalent  FEG.  Ce 
irlangle  est  donc  équivalent  au  pentagone  primitif. 

Lorsque  le  polygone  considéré  n'est  pas  convexe  [fig.  174), 
la  construction  reste  la  même.  Le  pentagone  concave  ABCDE, 
augmenté  du  triangle  EDC,  équivaut  au  quadrilatère  ABCE;  et 
ce  quadrilatère,  diminué  du  triangle  EFC,  qui  est  équivalent 
aa  triangle  EDC,  donne  le  quadrilatère  ABFE  équivalent  au 
pentagone  proposé. 

Comme  nous  l'avons  dit  (257),  le  problème  précédent 
fournit  un  nouveau  moyen  pour  évaluer  Taire  d'un  polygone; 
on  peut,  en  effet,  transformer  le  polygone  considéré  en  un 
triangle  équivalent,  puis  calculer  l'aire  de  ce  triangle. 

PROBLÈME. 
277.  Construire  un  carré  équivalent  à  un  polygone  donné. 

Construire  un  carré  équivalent  à  une  figure  donnée,  c'est 
opérer  la  quadrature  de  cette  figure. 

Supposons  d'abord  qu'on  veuille  construire  un  carré  équi- 
valent à  un  triangle  donné.  Soient  X  le  côté  de  ce  carré,  B  et  H 
la  base  et  la  hauteur  du  triangle  proposé.  On  devra  avoir 
(245,248) 

2         2 

Le  côté  du  carré  cherché  sera  donc  une  moyenne  propor- 
lionoelle  à  la  moitié  de  la  base  du  triangle  et  à  sa  hauteur. 

S'il  s'agit  d'un  parallélogramme,  d'un  trapèze,  d'un  polygone 
régulier  et,  en  général,  d'un  polygone  dont  l'aire  soit  exprimée 
parle  produit  de  deux  lignes,  il  suffit  de  chercher  la  moyenne 
proportionnelle  à  ces  deux  lignes.  On  obtient  ainsi  le  côté  du 
carré  équivalent. 

Dans  tout  autre  cas,  on  transforme  le  polygone  donné  en  un 
triangle  équivalent  (276),  et  l'on  cherche  le  carré  éq^^valenià 
ce  triangle,  comme  on  vient  de  le  dire. 

PROBLÈME. 

278.  Trouver  deux  droites  proportionnelles  aux  aires  de  deux 
polygones  donnés. 

On  pourra  toujours  remplacer  les  polygones  considérés  par 
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les  carrés  équivalents  (277).  Soient  a  et  af  les  côtés  de  ces 
carrés,  x  eijr  les  droites  cherchées.  On  devra  avoir 


X or 

On  peut  choisir  arbitrairement  Tune  des  deux  droites  cher- 
rhées,  y  par  exemple,  et  poser/  =  a'.  Il  vient  alors 

X       a*  «* 

—  =z-jr       ou       X=:—' 

X  sera  donc,  dans  cette  hypothèse,  une  troisième  proporiiou- 
nelle  (186)  aux  côtés  a'  et  a,  et  le  rapport  de  cette  troisième 
proportionnelle  à  a  sera  le  même  que  celui  des  polygones 
donnés. 

PROBLÈME. 

279.  Construire  un  polygone  équivalent  à  un  polygone  P 
et  semblable  à  un  polygone  Q.  i 

Il  s'agit  ici  de  transformer  un  polygone  donné  P  en  un  autre 
polygone  X  équivalent  au  polygone  P,  mais  semblable  à  un 
second  polygone  donné  Q.  , 

Soient  q  un  côté  quelconque  du  polygone  Q,  et  â?  le  côté 
homologue  du  polygone  X.  On  devra  avoir  (267) 

9.-31 

\~^x^' 

ou,  puisque  le  polygone  X  doit  être  équivalent  au  polygone  P, 

^^  x'' 

Remplaçons  les  polygones  Q  et  P  par  les  carrés  équivalents  a' 
ot6*(277).  H  viendra 

Le  côté  X  est  donc  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois 
droites  a,  6,  q  (186),  et  il  restera  à  construire  sur  ce  côté, 
homologue  du  côté  q,  un  polygone  semblable  au  poly- 
gone Q  (191). 
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PROBLÈME. 

280.  Deux  figures  semblables  étant  données^  construire  une 
fffire  semblable  égale  à  leur  somme  ou  à  leur  différence. 

S'il  s'agit  de  deux  carrés  dont  les  côtés  soient  a  et  6  (a  >>  i  ], 
ie  c6té  X  du  carré  égal  à  leur  somme  sera  l'hypoténuse  du 
iriaDgle  rectangle  ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit  a  et  6;  le 
côté/-  du  carré  égal  à  leur  diflférence  sera  le  second  côté  do 
Tangle  droit  d'un  triangle  rectangle  ayant  a  pour  hypoténuse 
et  i  pour  premier  côté  de  l'angle  droit  (272). 

S'il  s'agit  de  deux  polygones  semblables  A  et  B  (A>B), 
dont  deux  côtés  homologues  quelconques  soient  a  et  b,  le 
côté  homologue  x  du  polygone  semblable  X  =  A  H-  B  sera 
fbypoténuse  du  triangle  rectangle  construit  sur  a  et  6  comme 
tôles  de  l'angle  droit;  le  côté  homologue  y  du  polygone  sem- 
blable Y  =  A  —  B  sera  le  second  côté  de  l'angle  droit  du 
triangle  rectangle  ayant  a  pour  hypoténuse  et  b  pour  premier 
côléde  l'angle  droit  (274.). 

Dans  le  cas  de  deux  cercles  ayant  R  et  R'  pour  rayons,  il 
soffit  de  remplacer  dans  l'alinéa  précédent  a  et  6  par  R  et  R' 
pour  trouver  les  rayons  or  et  /  des  cercles  égaux  respective- 
ment à  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  cercles  donnés. 

SCOLIE. 

â81.  Il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  dire  que,  si,  sur  les  trois 
côtés  d'un  triangle  rectangle  ABC  [fig.  176)  comme  diamètres, 
00  décrit  des   demi -cercles,  le  demi- 
cercle  décrit  sur  l'hypoténuse  sera  équi-  *^'  ''  ' 
valent  à   la   somme   des  demi- cercles 
décrits  sur  les  côtés  de  l'angle  droit.  En 
enlevant  de  part  et   d'autre  les  parties 
communes  ApB,  A^C,  qui  sont  ombrées 
sur  la  figure,  on  voit  que  la  somme  des 
deux  lunules  AmBpA.^  XnCqA,  est  équivalente  à  l'aire  du 
iriangle  rectangle  ABC.  Cette  proposition  est  attribuée  à  Hip- 
pocrate. 
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PROBLÈME. 


282.  Construire  un  polygone  semblable  à  un  poljrgoiu 
donné  et  dont  Vaire  soit  à  celle  de  ce  polygone  dans  le  rapport 
de  deux  droites  données  il  et  fi  {Jig.  176). 

Supposons  d'abord  que  le  polygone  donné  soîl  un  carré,  el 
soil  A  son  côté.  Si  X  est  le  côté  du  carré  cherché,  on  devra 
avoir  (267) 

X»      M 

A*""  N' 

La  question  est  donc  de  construire  un  triangle  rectangle  tel 
que  le  rapport  des  segments  déterminés  sur  l'hypoténuse  par 
la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  soit 

égal  à  -^  (273)  et  que  le  côté  adjacent  au  segment  qui  cor- 
respond à  N  soit  égal  à  A. 
Or,  en  portant  sur  une  droite  indéfinie  BC  =  M,  CD  =  N,  en 
décrivant  une  demi-circonférence  sur 
Fig.  176.  gij  comme  diamètre  et  en  menant  à  BD 

la  perpendiculaire  CE  jusqu'à  la  ren- 
contre de  cette  demi-circonférence,  on 
obtiendra  un  triangle  rectangle  BED 
dans  lequel  les  segments  de  l'hypoté- 
nuse présenteront  le  rapport  demandé. 
Il  en  sera  de  même  (152)  pour  tousIe$ 
triangles  rectangles  semblables  qu'os 
formera  en  menant  entre  les  côtés  de  l'angle  droit  BED,  pi 
longés  ou  non,  une  parallèle  à  l'hypoténuse  BD.  Parmi  loi 
ces  triangles,  celui  dont  le  côté,  dirigé  suivant  ED,  est  é, 
à  A,  répond  à  la  question. 

On  portera  donc  surED  la  IongueurEG  =  A;  par  le  point 
on  mènera  à  BD  la  parallèle  GF  jusqu'à  la  rencontre  de  £B,  e 
FE  représentera  le  côté  du  carré  cherché.  On  a,  en  effet. 


EF*      FH       BC  Ef'      m 

ou 

EG 


"*""HG""CD     ""      A»""N 


Soit  maintenant  un  polygone  quelconque  P;  désignons  pi 
p  l'un  de  ses  côtés  et  par  x  le  côté  homologue  du  poiygoii 


X 

M 

X 

x^ 

p~ 

ei 

P~ 
M 

>' 

P' 

n" 
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cherché  X.  On  devra  avoir,  d'après  l'énoncé. 


d'où 


Le  problème  se  trouve  donc  ramené  à  trouver  le  côté  d'un 
carré  qui  soit  à  un  carré  donné  dans  le  rapport  de  deux  droites 
données,  question  que  nous  venons  de  résoudre.  Quand  on 
lura  obtenu  le  côté  x  homologue  de  />,  il  restera  à  construire 
fur  ce  côté  un  polygone  semblable  au  polygone  P. 

Dans  le  cas  de  deux  cercles,  en  désignant  par  x  et  rieurs 
nyoDs,  on  devra  avoir 

T.x^      M  x^      M 

Cest  encore  le  même  problème. 

SCOLIE. 

M 

283.  Si  le  rapport  -j^  était  donné  numériquement  et  égal 

5 
par  exemple  à  -9  on  choisirait  une  certaine  longueur  pour 

ooité,  et  l'on  rentrerait  dans  le  cas  précédent  en  prenant  les 
droites  BC  et  CD  égales  à  cinq  fois  et  à  sept  fois  cette  lon- 
gueur. 

284.  La  recherche  d'une  échelle  de  réduction  (192)  revient 
au  fond  à  ce  qui  précède.  Supposons  que  l'aire  du  plan  doive 
être  la  millionième  partie  de  l'aire  du  terrain.  On  aura,  pour  le 
rapport  des  carrés  des  lignes  homologues  du  plan  et  du  terrain, 


d'où 


Chaque  ligne  du  plan  devra  donc  être  la  millième  partie  de  la 
Hpie  qui  lui  correspond  sur  le  terrain  :  en  d'auires  termes, 
i"doit  y  être  représenté  par  0^,001.  Telle  est  l'échelle  à 
«dopier. 


X" 

I 

^~' 

I 000000 

X  _ 

a  ~ 

I 
"  1000 
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m.  —  Exercices  et  questions  complémentaires. 

PROBLÈME. 

285.  Diviser  un  triangle  en  deux  parties  équivalentes  par  une  droite 
parallèle  à  sa  base  \Jîg,  177). 

ABC  étant  le  triangle  donné,  admettons  que  la  droite  DE  réponde  à  la 


question.  Le  point  D  sufiEit  pour  déterminer  cette  droite,  puisqu'elle  doit 
être  parallèle  à  BC. 

Cela  posé,  le  triangle  ÂDE,  semblable  à  ÂBC,  devant  être  équivalent  à 
sa  moitié,  on  a  (266) 

ADE      AD«      I       ,,  ,         .-,      .-,, 
ÂBC  =  ÀF^  =  i'     ^^^     2AD«=AB«. 

AB  est  donc  (i69)  la  diagonale  du  carré  dont  le  côté  inconnu  est  AD.  On 
en  déduit  immédiatement  la  construction  suivante. 

Par  le  point  0,  milieu  de  AB,  on  élève  sur  cette  droite  la  perpendi- 
culaire 0D'=  OA;  on  rabat  AD'  en  AD  sur  AB,  et  le  point  D  est  le  point 
cherché. 

PROBLÈME. 

286.  Diviser  un  trapèze  en  parties  proportionnelles  à  deux  droites  ou 
à  deux  nombres  donnés  par  une  parallèle  aux  bases  {fig,  178). 

Fig.  178. 
k' 


/  \  \  >i  '^^ 


ABCD  étant  le  trapèze  donné,  admettons  que  la  droite  FG  réponde  à 
la  question.  Le  point  F  suffit  pour  déterminer  cette  droite,  puisqu'elle 
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doit  être  parallèle  à  ÂB  et  à  CD.  Les  deux  droites  ou  les  deux  nombres 
donnés  étant  représentés  par  M  et  N,  on  doit  avoir 

AFGB^M 

fcug""n' 

Cela  posé,  prolongeons  les  deux  côtés  non  parallèles  du  trapèze  jusqu'à 
leur  rencontre  au  point  I. 
Les  trois  triangles  semblables  (i46)  de  la  figure  donnent  (266) 

lAB  _  IFG  ^  ICD 
IX^  '"  IF2       IC*  ' 

On  en  déduit  (t.  I,  Jig,  élém.,  63) 

IFG-lAB  ^  ICD -IFG 
1F2  — 1A«"       iC«  — IF»' 

c'est-à-dire,  en  échangeant  les  moyens, 

,.  AFGB      1F»~IA'     M 

•''  FCDG"  1C«— 1F«~"S' 

Décrivons  alors,  sur  IC  comme  diamètre,  une  demi-circonférence.  Si 
r<Mi  suppose  dans  celte  demi-circonférence  les  cordes  lA'  et  IF'  respecti- 
vement ^;ales  à  LA  et  à  IF,  et  qu'on  projette  les  points  A'  et  F  en  H  et 
en  K  sur  le  diamètre  IC,  on  a  (273  ) 

lA^'  ou  Li«     IC»      IF'»  ou  IF»      IC« 
m        ""  IC'  IK        ""  IC  ■ 

fl  en  résulte  évidemment 

IF«-IA»=IC(IK-IH)=IC.KH, 
IC»-  IF«  =  IC(IC-  IK)  =  IC.KC, 

et,  par  suite,  d'après  l'égalité  (i), 

KH^M 

KC  .    n' 

On  n'a  donc  qu'à  trouver  le  point  K  qui  divise  la  distance  connue  HC 
proportionnellement  aux  nombres  donnés  M  et  N  (i85).  Le  point  K  fait 
connaître  le  point  F',  qui,  à  son  tour,  détermine  le  point  F. 

Si  Ton  veut  diviser  le  trapèze  donné  en  deux  parties  équivalentes,  il 
fant  faire  M  —  N,  et  le  point  K  est  le  milieu  de  HC. 
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PROBLÈME. 

287.  Étant  donnés  un  point  et  un  angle  y  mener  par  le  point  une  droite 
qui  limite  avec  les  côtés  de  l'angle  un  triangle  d'aire  donnée  [fig.  179)' 

Soient  le  point  M  et  l'angle  XOY.  Admettons  que  la  droite  AMB 
réponde  à  la  question.  Le  point  A  suffit  pour  la  déterminer,  puisqu'elle 

Fig.  179. 


doit  passer  par  le  point  M.  Représentons  Taire  imposée  au  triangle 
cherché  AOB  par  un  carré  de  côté  c. 

Cela  posé,  menons  par  le  point  M  la  parallèle  MH  à  OX,  et,  sur  cette 
parallèle,  déterminons  le  point  K  de  manière  que  le  parallélogramme  OHEL 
soit  équivalent  au  carré  c*  ou  au  triangle  cherché.  Il  suffit,  HH'  étant  la 
hauteur  de  ce  parallélogramme,  de  satisfaire  à  l'égalité 

HK.HH'=c«,    d'où    HK  =  ~ 

ntl 

On  aura  donc  HK  en  construisant  la  troisième  proportionnelle  aux 
deux  droites  HH'  et  c  (186). 

Pour  que  la  droite  AMB  réponde  maintenant  à  la  question,  il  faut  qu'elle 
coupe  le  côté  KL  du  parallélogramme  en  un  point  I  tel,  que  le  triangle  MKI 
soit  équivalent  à  la  somme  des  deux  triangles  MHB  et  LAI  ;  le  triangle  AOB 
et  le  parallélogramme  OHKL,  ayant  comme  partie  commune  le  penta- 
gone OHMIL,  seront  alors  eux-mêmes  équivalents. 

Ck)mme  les  trois  triangles  considérés  sont  semblables,  leurs  aires  sont 
proportionnelles  aux  carrés  de  leurs  côtés  homologues,  et  Ton  est  immé- 
diatement conduit  à  la  construction  suivante. 

On  décrit  sur  MK  comme  diamètre  une  demi-circonférence,  dans 
laquelle  on  prend  la  corde  MP  égale  à  MH,  puis  Ton  joint  PK.  Si  Ton  porte 
cette  longueur  PK  sur  Taxe  OX,  de  part  et  d'autre  du  point  L,  on  obtient 
les  deux  points  A  et  A',  qui,  joints  au  point  M,  déterminent  les  deu 
solutions  AMB,  A'MB'. 

En  effet,  pour  la  première,  Taire  du  triangle  MKI  est  bien  la  somme 
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des  aires  des  triangles  MHB  et  LAI,  puisqu'on  a 

MK>  =  MP»  -+-  PK*  =  MH* H-  LA». 

Pour  la  seconde  solution,  c'est  le  triangle  MKR  qui  est  la  somme  des 
tiiangles  MHB' et  LA'R,  de  sorte  que  le  triangle  MHB'  équivaut  au  tra- 
pèze MELA'.  Or  le  triangle  A' OB'  et  le  parallélogramme  OHKL  ne 
difèrent  précisément  que  par  ces  deux  dernières  aires. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 
MH  <  MK.  Si  l'on  a  MH  =  MK,  la  cordé  PK  est  nulle.  Il  en  est  donc  de 
mâme  de  LA  =  LA',  et  les  deux  solutions  précédentes  se  réduisent  à  la 
droite  obtenue  en  joignant  le  point  L  au  point  M,  qui  devient  le  milieu  de 
h  portion  de  cette  droite  interceptée  dans  l'angle  XOY. 

Gomme  le  minimum  de  H£,  qui  a  lieu  pour  MK  =  MH,  répond  à  celui 
de  c*,  on  voit  que,  de  toutes  les  droites  menées  par  le  point  M  dans 
Vangle  XOY,  celle  qui  détermine  le  triangle  d'aire  minimum  est  divisée 
par  ce  point  en  deux  parties  égales. 
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GEOMETRIE  DANS  L'ESPACE. 


LIVRE  TROISIEME. 

LE  PLAN. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES. 


I.  —  Premières  notions  snr  le  plan  considéré  en  loi-même 
et  relativement  à  la  droite. 

288.  Comme  nous  l'avons  déjà  dit  (6),  un  plan  est  une  sur- 
face telle,  qu'une  ligne  droite  y  est  contenue  tout  entière  dès 
qu'elle  y  a  deux  points.  Cette  surface  est  illimitée  ;  mais,  pour 
b  représenter,  on  est  obligé  de  lui  assigner  des  limites.  On 
représente  donc  un  plan  par  une  figure  tracée  dans  ce  plan,  le 
plus  souvent  par  un  parallélogramme;  mais,  puisqu'il  s'agit 
d'une  surface  sans  forme  déterminée,  il  faut  toujours  concevoir 
le  plan  comme  prolongé  au  delà  du  contour  qui  sert  à  le 
Bgurer. 

THÉORÈME. 

389.  Deux  plans  P  et  Q^  qui  contiennent  tous^  deux  une 
même  droite  AB  et  un  point  C  extérieur  à  cette  droite,  coln^ 
ddent  dans  toute  leur  étendue  [fig,  i8o). 

Par  le  point  C  et  par  deux  points  £  et  F  pris  à  volonté 
sur  AB,  traçons  les  droites  indéfinies  C£  et  CF.  Comme  elles 
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Fig.  i8o. 


ont  chacune  deux  points  dans  les  plans  P  et  Q,  elles  appar 

tiennent  tout  entières  à  ces  plans  (288). 
Cela  posé,  par  un  point  M  quelconque  du  plan  P,  menons 
dans  ce  plan  une  droite  quelconque 
MX.  Cette  droite  rencontrera  au  moins 
(50)  deux  des  trois  droites  AB,  CE, 
CF,  et  les  points  de  rencontre  obtenus, 

I  et  K,  appartiendront  alors  au  plan  Q. 

II  en  sera  donc  de  même  de  la  droite 
MX  tout  entière  et,  en  particulier,  da 
point  M. 

Ainsi,  tout  point  M  de  Tun  des  plans  considérés  appartient 
nécessairement  à  l'autre,  de  sorte  que  ces  deux  plans  coïn- 
cident dans  toute  leur  étendue. 


Fig.  i8i. 


THËOBÈME. 

290.  Un  plan  est  déterminé  : 

i*>  Par  une  droite  AB  et  un  point  C  extérieur  à  cette  droite; 
2**  Par  trois  points  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite; 
3"  Par  deux  droites  AB  et  AC,  se  coupant  en  un  point  A; 
4"  Par  deux  droites  parallèles. 

En  effet  fjig.  i8i)  : 

i''  Menons  un  plan  ABDE  par  la  droite  AB,  et  faisons-le  tou^ 
ner  autour  de  cette  droite,  comme  une  porte 
sur  ses  gonds,  jusqu'à  ce  qu'il  vienne  passer  par 
le  point  C.  On  obtiendra  alors  un  plan  ABGF, 
contenant  la  droite  AB  et  le  point  C.  Ce  pian  est 
d'ailleurs  complètement  déterminé,  car  tout  autre 
plan  remplissant  les  mêmes  conditions  coïnci- 
dera avec  lui  (289). 

2,"*  On  ramène  Immédiatement  ce  deuxième  cas 
au  premier,  en  remarquant  que  tout  plan  passant 
par  la  droite  AB  et  le  point  C  contient  les  trois  points  A,  B,  C, 
non  en  ligne  droite,  et  réciproquement. 

3°  On  ramène  aussi  le  troisième  cas  au  premier,  en  remar- 
quant que  tout  plan  passant  par  AB  et  par  un  point  quel- 
conque C  de  AC  contient  les  deux  droites  AB  et  AC,  et  réci- 
proquement. 

4^  Par  définition  (50),  deux  parallèles  sont  toujours  situées 
dans  un  même  plan,  qu'elles  déterminent,  puisqu'il  n'y  a 
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qu'uo  seul  pian  qui  puisse  contenir  la  première  parallèle  et 
UD  point  quelconque  de  la  seconde. 

COEOLLAIRE. 

291.  Dans  l'espace  comme  sur  unplan^par  un  point  donné, 
on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Soit  [fig.  181]  AB  une  parallèle  menée  par  le  point  A  à  la 
droite  DE;  AB  sera  alors  située  dans  le  plan  défini  ADE,  et, 
dans  un  plan,  on  ne  peut  mener,  par  un  point  donné,  qu'une 
seule  parallèle  à  une  droite  donnée  (50). 

8C0LIB. 

292.  Un  plan  et  une  droite  ne  peuvent  présenter  que  trois 
positions  relatives  : 

I*  La  droite  a  deux  points  communs  avec  le  plan  et,  alors, 
elle  y  est  contenue  tout  entière  ; 

2*  La  droite  a  un  seul  point  commun  avec  le  plan,  et,  alors, 
!a  droite  et  le  plan  se  coupent; 

Z'^ljà  droite  n'a  aucun  point  commun  avec  le  plan,  et  Ton 
dit  alors  que  la  droite  et  le  plan  sont  parallèles. 

Quand  une  droite  CC  et  un  plan  P  se  coupent  (Jig.  182), 
leur  point  commun  D  divise  la  droite  CC  en  deux  parties  DC, 
DC,  situées  de  part  et  d'autre  du  plan  P. 

Cela  résulte  avec  évidence  de  ce  que  la  droite  et  le  plan  sont 
indéfinis.  Le  plan  partage  l'espace  (2) 
en  deux  régions  qui,  par  rapport  à  Tob-  *'^*  '^^* 

servateur,  peuvent  être  qualifiées  de  ^^' 

supérieure  et  d'inférieure  au  plan,  de  y 

sorte  que  le  point  de  rencontre  de  la  / 

droite  avec  le  plan  la  partage  nécessai-       ^  V 

rement  de  la  même  manière.  On  ex-  W 

prime  ce  fait  en  disant  que  la  droite 
traverse  le  plan.  Le  point  d'intersection  de  la  droite  et  du  plan 
s'appelle  le  pied  de  la  droite  dans  le  plan. 

THÉORÈME. 

293.  Deux  plans  P  et  Q,  qui  ont  un  point  commun  A,  ont  une 
droite  commune  passant  par  ce  point  [fig*  i83). 

Par  le  point  A  commun  aux  pians  P  et  Q,  menons  dans  le 
plan  Q  deux  droites  quelconques  LAL',  NAN'.  Si  l'une  de  ces 
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droites  avait  avec  le  plan  P  un  point  commun  autre  que  A,  elle 
serait  commune  aux  plans  P  et  Q,   et  le  théorème  serait 
démontré. 
Supposons  donc  que  les  droites  considérées  coupent  toutes 
^33  les  deux  le  plan  P.  Prenons  un  point 

quelconque  E  sur  la  partie  de  la  droite 
LAL'  qui  est  au-dessus  du  plan  P  et  uq 
point  quelconque  F  sur  la  partie  de  la 
droite  NAN'  qui  est  au-dessous  du  même 
plan.  La  droite  EF,  qui  appartient  au 
plan  Q,  traversera  nécessairement  le 
plan  P  en  un  point  I  ;  et  la  droite  AI, 
ayant  deux  points  dans  chacun  des  plans  P  et  Q^  sera  com- 
mune à  ces  deux  plans. 

COROLLAIRES. 

294.  L'intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite. 

En  effet,  dès  que  deux  plans  ont  un  point  commun,  ils  ont 
une  droite  commune  passant  par  ce  point,  et  ils  ne  peuvent 
avoir  aucun  point  commun  extérieur  à  celte  droite  sans 
coïncider  (289). 

295.  Deux  plans  distincts  ne  peuvent  présenter  que  deux 
positions  relatives  : 

i""  Ils  ont  en  commun  une  droite  unique,  qui  est  leur  inter- 
section; on  dit  alors  que  les  deux  plans  se  coupent; 

2^  Us  n'ont  aucun  point  commun;  on  dit  alors  que  les  deux 
plans  sont  parallèles. 

Quand  deux  plans  P  et  Q  se  coupent  suivant  une  droite  AB, 
ils  se  traversent  nécessairement.  En  eflFet,  une  droite  quel- 
conque du  plan  P,  non  parallèle  à  AB,  traverse  elle-même  AB 
en  coupant  le  plan  Q  en  un  point  de  cette  droite  com- 
mune (289),  c'est-à-dire  en  passant  d'un  côté  à  l'autre  du 
plan  Q  (292). 

SGOLIB. 

296.  Deux  droites  AB  et  CD  étant  données  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace  [Jig.  182),  le  plan  P  mené  par  AB  cl 
par  un  point  quelconque  D  de  CD  peut  couper  cette  droite  CD 
ou  lacontenir  tout  entière. 

Dans  le  premier  cas,  il  n'existe  aucun  plan  qui  contienne  à 
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la  fois  AB  et  CD;  car  un  tel  plan>  ayant  la  droite  AB  et  le  point 
D  communs  avec  le  plan  P»  coïnciderait  avec  lui,  de  sorte  que 
le  plan  P  contiendrait  la  droite  CD,  contrairement  à  Thypothèse. 
Les  deux  droites  AB  et  CD,  ne  pouvant  être  situées  dans  un 
mémeplanf  ne  peuvent  non  plus  ni  se  couper  ni  être  parallèles 
[Î90,  3*  et4»). 

Deux  droites  distinctes  peuvent  donc  présenter  dans  l'espace 
(rois  positions  relatives  : 

i<*  Elles  se  coupent  ; 

2*"  Elles  sont  parallèles  ; 

S^"  Elles  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan. 

Comme  dans  les  deux  derniers  cas  elles  n'ont  aucun  point 
commun,  on  voit  que,  pour  prouver  le  parallélisme  de  deux 
iroites  considérées  dans  T espace,  il  ne  suffit  plus,  comme  en 
Géométrie  plane,  d'établir  qu'elles  ne  se  rencontrent  pas,  si  loin 
qu'on  les  prolonge;  il  faut,  en  outre,  vérifier  qu'elles  sont 
situées  dans  un  même  plan* 

297.  Modes  db  génération  du  plan.  —  Toute  surface  géomé- 
trique peut  être  regardée  comme  engendrée  par  une  ligne, 
droite  ou  courbe,  appelée  génératrice,  qui  se  déplace  dans 
l'espace  suivant  une  loi  déterminée. 

Celte  loi  astreint  généralement  la  génératrice  à  s'appuyer  sur 
certaines  lignes  fixes  appelées  directrices. 

D'après  cela,  on  voit  qu'un  plan  peut  être  considéré  comme 
engendré  par  le  mouvement  d'une  droite  génératrice  qui,  pas- 
sant par  un  point  fixe  de  l'espace,  s'appuie  constamment  sur 
une  droite  fixe  donnée  comme  directrice.  En  effet,  la  droite 
mobile  est  constamment  dans  le  plan  déterminé  par  la  droite 
elle  point  fixes  donnés  (290,  i*"). 

De  même,  une  droite  donnée,  glissant  parallèlement  à  elle- 
même  en  s'appuyanl  sur  une  droite  fixe  donnée,  engendre  un 
plan.  En  effet,  la  droite  mobile  est  toujours  dans  le  plan  déter- 
miné par  Tune  quelconque  de  ses  positions  successives  et  la 
droite  fixe  donnée  (290,  4*»). 

Un  triangle  est  toujours  dans  le  plan  déterminé  par  ses  trois 
sommets  (290,  a^).  Il  n'en  est  pas  nécessairement  ainsi  d'un 
quadrilatère,  dont  les  quatre  sommets  peuvent  n'être  pas  situés 
dans  un  même  plan.  Dans  ce  dernier  cas,  le  quadrilatère  pro- 
posé est  un  quadrilatère  gauche.  Même  remarque  pour  un 
polygone. 
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IL  —  Droite  et  plan  perpendiculaires. 

298.  Quand  une  droite  et  un  plan  se  rencontrent,  on  dil 
qu'ils  sont  perpendiculaires  entre  eux  lorsque  la  droite  es| 
perpendiculaire  à  toutes  les  droites  situées  dans  le  plan. 

Une  droite  est  dite  oblique  à  un  plan,  lorsqu'elle  le  reo* 
contre  sans  lui  être  perpendiculaire. 

THÉORÈME. 

299.  Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan,  il 
suffit  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  deux  droites  qui  passeni 
par  son  pied  dans  ce  plan  [fig.  i84). 

Soit  la  droite  AB  perpendiculaire  à  deux  droites  BCet  BD 
p.     jg,  qui  passent  par  son  pied  B  dans  le  plan  P  : 

.^  elle    sera  perpendiculaire   à   toute   autre 

droite  BE  menée  par  son  pied  dans  ce  plan. 
"??  En  elTet,  traçons  dans   le  plan   P  une 
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B  /,  droite  quelconque  qui  rencontre  les  droites 
BC,  BD,  BE,  aux  points  C,  D,  E.  Prolongeons 
âB  au-dessous  du  plan  d'une  longueur 
BA'=  AB.  Joignons  les  points  C,  D,  E,  aux 
points  A  et  A'.  Les  deux  triangles  AGD,  A'GD  sont  égaux  : 
ils  ont  le  côté  CD  commun;  le  côté  AC  est  égal  au  côté  A'C, 
car,  dans  le  plan  ACA%  les  deux  obliques  AC  et  A'  C  s'écartenl 
également  du  pied  de  la  perpendiculaire  CB  élevée  sur  AA';  le 
côté  AD  est  égal  au  côté  A'D  pour  une  raison  analogue.  L'é- 
galité des  deux  triangles  ACD,  A' CD,  entraîne  celle  des  deux 
angles  ACE,  A' CE.  Les  deux  triangles  ACE,  A' CE,  sont  alors 
égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux  chacun  à  chacun.  Par  suite,  AE  =  A'E.  La  droite  BE, 
ayant  alors,  dans  le  plan  AEA',  deux  de  ses  points  à  égale 
distance  des  extrémités  A  et  A',  est  perpendiculaire  sur  AA' 
ou  sur  AB  (46).  AB  est  donc  perpendiculaire  à  une  droite 
quelconque  BE  du  plan  P,  c'est-à-dire  perpendiculaire  à  ce 
plan. 

THÉORÈME. 

300.  Le  lieu  des  perpendiculaires  menées  à  une  droite  AB 
par  un  point  B  de  cette  droite  est  le  plan  P  perpendiculaire  à 
AB  au  point  B  {fig.  i85). 
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Pdr  la  droite  AB,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  plans, 
et,  par  le  point  B,  on  peut  mener  dans  chacun  de  ces  plans 
ane  perpendiculaire  à  la  droite  AB. 
Cest  le  lieu  de  ces  perpendiculaires 
qo'ii  s'agit  de  déterminer. 

Par  les  deux  perpendiculaires  BC, 
BD,  menées  à  AB  au  point  B,  dans  les 
plans  ABC,  ABD,  faisons  passer  un 
plan  P;  puis,  par  AB,  faisons  passer 
un  plan  quelconque  ABE  qui  coupe  le  plan  P  suivant  BE.  La 
boite  AB,  étant  perpendiculaire  au  plan  P  (299),  sera  perpen- 
iculaire  à  BE,  qui  est  alors  la  perpendiculaire  élevée  à  AB  par 
le  point  B  dans  le  plan  ABE, 

D'ailleurs,  toute  autre  droite  menée  par  le  point  B  dans  le 
plan  ABE  est  oblique  à  AB  (15).  Le  plan  P  est  donc  le  lieu 
les  perpendiculaires  considérées. 

COEOLLÀIRBS. 

301.  Ce  théorème  conduit  à  un  nouveau  mode  de  généra- 
tion du  plan  (297).  On  peut  le  regarder  comme  engendré  par  le 
mouvement  d'une  droite  qui  reste  constamment  perpendicu- 
hire  à  une  droite  donnée  en  un  point  donné. 

302.  Par  un  point  donné,  on  peut  toujours  mener  un  plaA 
perpendiculaire  à  une  droite,  mais  on  n'en  peut  mener  qu'un, 

i"  Si  le  point  donné  est  sur  la  droite  donnée,  en  B  par  exemple 
sur  AB  [Jig.  i85),  on  mène  à  AB  les  perpendiculaires  BC,  BD, 
dans  les  plans  quelconques  ABC,  ABD,  et  l'on  fait  passer  un 
plan  P  par  les  deux  droites  ainsi  obte- 
nues. Ce  plan  est  perpendiculaire  à  ^«0-  '86. 
ABau  point  B  (299),  et  il  peut  seul 
remplir  cette  condition  (300). 

2'  Si  le  point  donné  est  extérieur  à 
la  droite  donnée,  comme  le  point  0 
par  exemple  [Jig.  i86),  on  fait  passer 

on  plan  par  ce  point  0  et  la  droite  AB 

M,  i*»).  Dans  ce  plan  ABO,  menons 

OC  perpendiculaire  sur  AB;  élevons 

ao  point  C,  dans  le  plan  quelconque  ABD,  la  perpendiculaire 

CD  à  AB,  et  faisons  passer  un  plan  P  par  les  deux  droites  CD 

eiCO.  Ce  plan,  perpendiculaire  à  AB  au  point  C  (299),  passe 
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au  point  0,  el  il  peut  seul  remplir  ces  deux  conditions, 
puisque,  du  point  0»  on  ne  peut  abaisser  sur  ÀB  que  la  per- 
pendiculaire OC  (21). 

THÉORÈME. 

303.  Si  d'un  point  pris  hors  d'un  plan  on  lui  mène  une 

perpendiculaire  et  plusieurs  obliques  :  la 
*^'  '  ^'  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toute 

oblique;  deux  obliques  qui  s'écartent  éga- 
lement du  pied  de  la  perpendiculaire  sont 
égales;  de  deux  obliques  inégalement  dis* 
tantes  du  pied  de  la  perpendiculaire,  celle 
qui    s'écarte   le  plus  est   la  plus  grande 

Soient  le  point  A  et  le  plan  P,  la  perpendiculaire  AB  à  ce 
plan  et  les  obliques  AC,  AD,  A£. 

Dans  le  plan  ABC,  la  perpendiculaire  AB  est  plus  courte 
que  Toblique  quelconque  AC. 

Supposons  BC  =  BD.  Les  deux  triangles  rectangles  ABC, 
ABD,  sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun.  Par  suite,  les  deux  obliques 
AC,  AD,  sont  égales. 

Supposons  BE>BC,  et  prenons  BD  =  BC;  on  a  alors 
AD  =  AC.  Mais,  dans  le  plan  ABE,  on  a  AE  >  AD  (41  ).  On  a 
donc  aussi  AE  >  AC. 

COROLLAIRES. 

304.  Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  évidentes.  Si 
Ton  se  rappelle  qu'en  Géométrie  le  mot  distance  est  toujours 
synonyme  de  plus  courte  distance,  on  voit,  en  particulier,  que, 
lorsqu'une  droite  représente  la  distance  d'un  point  à  un  plan, 
elle  est  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Le  lieu  des  pieds  des  obliques  qui,  passant  par  le  point  A, 
sont  égales  à  AC,  est  la  circonférence  décrite  du  point  B 
comme  centre  avec  BC  pour  rayon.  Il  en  résulte  que,  si  du  point 
A,  avec  une  longueur  convenable,  on  marque  sur  le  plan  F- 
trois  points  C,  D,  F,  également  éloignés  du  point  A,  le  centre 
B  de  la  circonférence  déterminée  par  les  trois  points  C,  D,  F, 
est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  le 
plan  P. 

Ainsi,  le  lieu  des  points  d'un  plan  P  situés  à  égale  distance 


GÉOMÉTBIE.  igS 

d'un  point  donné  A  est  une  circonférence  ayant  pour  centre 
kpied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  le  plan  P. 

THÉORÈME. 

305.  Le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  de  Vespace  à 
égale  distance  des  extrémités  d'une  droite  donnée  est  le  plan 
mené  perpendiculairement  à  cette   droite  par  son   milieu 

ijig.  188). 

Soient  la  droite  AB  et  le  plan  P,  perpendiculaire  à  AB  au 
poinl  0,  milieu  de  AB.  Soit  G  un  point  quel-  _.      _  _ 

conque  du  plan  P  :  dans  le  plan  ACB,  les  deux  ^ 

obliques  CA  et  CB  sont  égales  comme  s'écar- 


ûDt également  du  pied  de  la  perpendiculaire  /  ^j  \// 
OC.  Tout  point  du  plan  est  donc  à  égale  dis-  /p  j  /  / 
ttnce  des  extrémités  de  la  droite.  Soit  D  un  [/ 

point  quelconque  extérieur  au  plan  P  :  dans 
le  plan  ADB,  les  distances  DA  et  DB  sont  inégales ,  parce 
que  le  point  D  est  hors  de  la  perpendiculaire  OC  élevée  sur  le 
milieu  de  AB  dans  le  même  plan.  Tout  point  extérieur  au  plan 
est  donc  inégalement  distant  des  extrémités  de  la  droite.  Le 
plan  P  est  donc  bien  le  lieu  géométrique  indiqué. 

COROLLAIRE. 

306.  Trois  points  non  en  ligne  droite  suffisant  pour  déter- 
miner  un  plan  [^Of  2®),  dès  qu'un  plan  a  trois  de  ses  points  non 
en  ligne  droite  à  égale  distance  des  extrémités  d'une  droite 
ionnéCy  il  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette  droite. 

THÉORÈME. 

307.  Soient  la  droite  AB  perpendiculaire  au  plan  P  et  la 
droite  CD  quelconque  dans  le  plan  P;  si  l'on 
éaisse  ^^perpendiculaire  sur  CD  et  si  Von  *^*  '^' 
fiint  AE,  la  droite  AE  est  perpendiculaire 
^urCdiJig.  189). 

Prenons  EC  =  ED,  et  joignons  les  points 
CetDaux  points  B  et  A.  Les  droites  BC  et 
BD  sont  égales  comme  s'écartant  également 
da  pied  de  la  perpendiculaire  BE  dans  le 
plan  P,  Dès  lors,  les  droites  AC  et  AD  sont  égales  comme 
s'ècariani  également  du  pied  de  la  perpendiculaire  AB  dans 

i3. 
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l'espace.  Le  triangle  CAD  étant  isoscèle,  la  droite  AEqui  joînl 
son  sommet  A  au  milieu  de  sa  base  CD  est  perpendiculaire 
sur  cette  base  (27). 

La  proposition  qu'on  vient  de  démontrer  est  connue  sous  le 
nom  de  théorème  des  trois  perpendiculaires, 

m.  --  Droites  et  plans  parallèles. 

THÉORÈME. 

308.  Toute  droite  parallèle  à  une  droite  d'un  plan  est  pa- 
rallèle à  ce  plan  ou  contenue  dans  ce  plan  [Jig.  190 )• 

Soit  la  droite  AB  parallèle  à  la  droite  CD  du  plan  P.  SI  elle 
n'est  pas  dans  le  plan  P^  elle  détermine 
^'^'  '^'''  avec  CD  (290,  4«)  un  plan  Q,  dont  l'intersec- 

tion avec  le  plan  P  est  la  droite  CD.  La 
droite  AB,  appartenant  au  plan  Q,  ne  pour- 
rait rencontrer  le  plan  P  qu'en  coupant  CD  : 
elle  est  donc  parallèle  au  plan  P. 

THÉORÈME. 

309.  Si  par  une  droite  AB,  parallèle  à  un  plan  P,  on  mène 
un  plan  ABCD  qui  coupe  l^  plan  P,  Vintersection  CD  des  deux 
plans  est  parallèle  à  AB  [Jig.  190]. 

En  effet,  les  deux  droites  AB  et  CD  sont  dans  un  même 
plan,  et  la  droite  AB,  parallèle  au  plan  P,  ne  peut  rencontrer  CD, 
qui  est  contenue  dans  ce  plan  (296). 

COROLLAIRES. 

310.  Si  deux  droites  kCet  BD  sont  parallèles^  tout  plan  P 
qui  coupe  l'une  AC  coupe  l'autre  BD  [Jîg.  190). 

En  effet,  la  droite  BD  ne  peut  occuper  que  trois  positions 
par  rapport  au  plan  P  (292);  et,  si  BD  était  dans  le  plan  P  ou 
parallèle  à  ce  plan,  AC,  qui,  par  hypothèse,  a  le  point  G 
commun  avec  le  plan  P,  serait  dans  ce  plan  (290,  4%  309)  et 
ne  le  couperait  pas. 

311.  Deux  droites  parallèles  à  une  troisième  sont  parallèles 
entre  elles* 

Soient  les  deux  droites  B  et  C  parallèles  à  une  même  droite  A. 
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Elles  n'ont  aucun  point  commun,  puisque  d'un  point  donné 
on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  une  droite  donnée  (291). 
De  pluSy  elles  sont  dans  le  plan  déterminé  par  la  droite  B  et 
un  point  quelconque  de  C;  car,  si  ce  plan  coupait  C,  il  cou- 
perait A  (310)  et,  par  suite,  B  contre  Thypothèse,  Les  deux 
droites  B  et  C  sont  donc  parallèles  (296). 

312.  Si,  par  deux  droites  parallèles  AB  et  CD,  on  mène  deux 
flans  qui  se  coupent,  leur  intersection  est  parallèle  aux  deux 
droites  données  {Jig,  191  ). 

En  effet,  quel  que  soit  le  plan  mené  par  AB,  le  plan  con- 
ëuiipar  CD  le  coupe  suivant  une  droite  EF  pa-         pj^^  ,g, 
lallèle  à  CD  (309)  et,  par  conséquent,  à  AB,  j^ 

iwisque  AB  et  CD  sont  parallèles  (311). 

Si  Ton  imagine  une  parallèle  quelconque  à 
iketà  CD,  elle  sera  parallèle  aux  deux  plans 
(308)  et  à  leur  intersection.  On  peut  donc 
dire  encore  que  l'intersection  de  deux  plans     ^  ^ 

farallèies  à  une  même  droite  est  parallèle  à  cette  droite. 

THÉORÈME. 

313.  Deux  plans  perpendiculaires  à  une  même  droite  sont 
parallèles. 

En  effet,  deux  plans  ne  peuvent  occuper  l'un  par  rapport  à 
Ttalre  que  deux  positions  (295),  et,  si  les  plans  considérés  se 
coupaient,  on  pourrait,  d'un  point  de  leur  intersection,  abaisser 
deai  plans  perpendiculaires  sur  une  même  droite^  ce  qui  est 
impossible  (302). 

THÉORÈME. 

314.  Quand  deux  plans  parallèles  sont  coupés  par  un  troi^ 
sième  plan,  les  intersections  ob- 
Umies  sont  parallèles  [Jig.  1 92  ) . 

Soient  les  plans  parallèles  P  et 
Q  coupés  par  le  plan  R  suivant  les 
droites  A  et  B,  Ces  droites  ne  peu- 
vent se  rencontrer,  puisque  les 
plans  P  et  Q  ne  peuvent  avoir  au- 
can  point  commun,  et  elles  sont 
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situées  dans  un  même  plan  :  elles  sont  donc  parallèles  (296). 
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THÉORÈME. 

315.  Si  deux  plans  P  e/  Q  sont  parallèles  :  ï'»  toute  droite  D 
Fig.  iû3.  î"'  coupe  le  premier  P  coupe  le  second  Q; 

2**  tout  plan  R  qui  coupe  le  premier  P  coupe 
le  second  Q  (yîg^.  igS  )• 

i"  Par  un  point  quelconque  I  du  plan  Q 
et  par  la  droile  D  qui  coupe  le  plan  P  en 
C,  concevons  un  plan  R;  ce  plan,  ayant  un 
point  commun  avec  chacun  des  deux  pre- 
miers, coupera  ceux-ci  suivant  deux  pa- 
rallèles CE  et  FI  (314).  Or  D  coupe  CE; 
elle  coupe  donc  sa  parallèle  FI  et,  par 
suite,  le  plan  Q. 

a®  Menons  dans  le  plan  R,  qui  coupe  le  plan  P  suivant  CE, 
une  droite  CD  non  parallèle  à  CE.  Celle  droite  CD,  coupant  le 
plan  P,  coupera  le  plan  Q  (i**);  donc  le  plan  R  coupe  le  plan  Q. 

COROLLAIRES. 

316.  Si  deux  plans  sont  parallèles,  toute  droite  parallèle 
au  premier  ou  contenue  dans  le  premier  est  parallèle  au  se- 
cond ou  contenue  dans  le  second;  car,  si  elle  coupait  le  second 
plan,  elle  couperait  aussi  le  premier.  Ainsi,  deux  plans  paral- 
lèles ont  leurs  parallèles  communes. 

317.  Par  un  point  A  extérieur  à  un  plan  B'A'C,  on  peut 
toujours  mener  un  plan  parallèle  à  ce  plan,  et  Von  n'en  peut 
mener  qu'un  [fig.  194)- 

En  effet,  menons  par  A  deux  droites  AB  et  AC  parallèles  au 
plan  B'A'C.  Le  plan  BAC  sera  parallèle  au  plan  B'AX';  car, 
s'il  le  rencontrait,  leur  intersection  devrait  être  parallèle  à  la 
fois  à  AB  et  à  AC  (309),  ce  qui  est  impossible.  De  plus,  tooi 
plan  autre  que  BAC  mené  par  A  coupe  le  plan  B'AX^  puis- 
qu'il coupe  le  plan  BAC,  qui  est  parallèle  à  B' A'C  (315). 

318.  Deux  plans  P  et  Q,  parallèles  à  un  troisième  plan  R, 
sont  parallèles  entre  eux,  car,  s'ils  avaient  un  point  commun, 
on  pourrait,  de  ce  point,  mener  deux  plans  parallèles  à  un 
même  plan,  ce  qui  est  impossible  (317). 
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319.  Le  lieu  des  parallèles  menées  à  un  plan  Q  par  un 
point  A  extérieur  à  ce  plan  est  le  plan  P  mené  par  ce  point 
parallèlement  au  plan  Q, 

En  effet,  toutes  les  parallèles  menées  par  A  au  plan  Q  sont 
parallèles  au  plan  P  ou  contenues  dans  ce  plan  (316);  et  c'est 
le  dernier  cas  qui  a  lieu,  puisque  les  parallèles  considérées 
wt  déjà  le  point  A  commun  avec  le  plan  P. 

THÉORÈME. 

320.  Deua:  angles  qui  ont  leurs  côtés  respectivement  pa- 
rallèles sont  égaux  ou  supplémentaires,  et  leurs  plans  sont 
parallèles  (Jig.  194). 

i"*  Les  plans  des  deux  angles  sont  parallèles  en  vertu  du 
D*317. 

2«  Deux  angles  BAC,  B'A'C,  dont  les  côtés  AB  et  A'B',  AC 
et  AT/,  sont  deux  à  deux  parallèles  et  de  même  sens,  sont 
égaux.  En  eflfei,  par  deux  points  B  et  C  pris  à  volonté  et  res- 


Fig.  194. 
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pectivement  sur  les  côtés  de  l'angle  A,  menons  des  parallèles 
à  ÀA' jusqu'à  leur  rencontre  B'  et  C  avec  les  côtés  de  l'angle  A'; 
les  droites  BC,  BT',  sont  parallèles  comme  intersections  des 
deax  plans  parallèles  BAC,  B' A'C,  avec  le  plan  BB'C'C.  Donc 
les  deux  triangles  BAC,  B'A'C,  ont  leurs  trois  côtés  égaux 
chacun  à  chacun,  comme  parallèles  comprises  entre  parallèles, 
et  les  angles  BAC,  B' A'  C,  sont  égaux. 

On  prouvera  d'ailleurs,  comme  en  Géométrie  plane,  que 
deux  angles  dont  les  côtés  sont  deux  à  deux  parallèles  et  de 
sens  contraires  sont  égaux,  et  que  deux  angles  dont  deux 
cttés  sont  parallèles  et  de  même  sens,  tandis  que  les  deux 
autres  sont  parallèles  et  de  sens  contraires,  sont  supplémen- 
taires. 
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321.  Sur  une  droite  quelconque  MN  [Jig.  194),  il  y  a  deux 
sens  à  distinguer  :  le  sens  de  MN  et  celui  de  NM. 

On  appelle  an^/e  de  deux  droites^  dont  la  position  dans  l'es- 
pace et  le  sens  sont  donnés,  l'angle  que  Ton  forme  en  menaol 
par  un  point  quelconque  de  Fespace,  à  chacune  des  deiu 
droites  données»  une  droite  parallèle  et  de  même  sens.  Ainsi 
MN  et  PQ  étant  les  deux  droites  données,  par  un  point  quel- 
conque A  de  l'espace,  menons  AB  parallèle  à  MN  et  de  même 
sens,  AC  parallèle  à  PQ  et  de  même  sens  :  l'angle  BAC  sera, 
par  définition,  l'angle  des  deux  droites  MN  et  PQ. 

Pour  que  celte  définition  n'offre  rien  de  contradictoire,  il 
faut  que  la  grandeur  de  l'angle  ainsi  obtenu  soit  indépendante 
de  la  position  qu'occupe  dans  l'espace  le  point  par  lequel  on 
mène  des  parallèles  aux  droites  données.  Or  soient  BACt 
B' A' C,  les  valeurs  obtenues  pour  l'angle  de  MN  et  de  PQ, 
lorsqu'on  mène  à  ces  droites  des  parallèles  par  deux  points 
différents  A  et  A';  les  droites  AC  et  A'C,  étant  toutes  deux  pa- 
rallèles à  MN  et  de  même  sens  que  cette  droite,  sont  parallèles 
entre  elles  et  de  même  sens  (311);  il  en  est  de  même  pour  AB 
et  A'B';  par  suite,  les  deux  angles  BAC,  B'A'C,  sont  égaui 
(320), 

322.  On  dit  que  deux  droites^  non  situées  dans  le  même 
plan^  sont  perpendiculaires  l'une  à  Vautre  lorsque  leur  angle 
est  droit. 

On  voit,  par  la  définition  même  de  l'angle  de  deux  droites, 
que,  lorsque  deux  droites  sont  ainsi  perpendiculaires  entre 
elles f  toute  parallèle  à  l'une  est  perpendiculaire  à  l'autre. 

Cette  remarque  est  importante.  Elle  permet  de  généraliser 
des  théorèmes  dont  le  sens  demeurerait,  sans  elle,  trop  res- 
treint. 

Par  exemple,  nous  avons  dit  qu'une  droite  et  un  plan  soni 
perpendiculaires  lorsque  la  droite  est  perpendiculaire  à 
toutes  les  droites  passant  par  son  pied  dans  le  plan  (298). 
Nous  pouvons  maintenant  compléter  cette  définition  en 
disant  :  Une  droite  et  un  plan  sont  perpendiculaires,  lorsque 
la  droite  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  situées  d'une 
manière  quelconque  dans  le  plan  ou  parallèles  au  plan.  En 
effet,  soit  ÂB  une  perpendiculaire  au  plan  P,  dont  le  pied  dans 
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ce  plan  est  A.  Soient  C  une  droite  quelconque  du  plan  P  et  U 
oiie  parallèle  quelconque  à  ce  plan.  Si  Ton  mène  par  A  une 
parallèle  C  à  C,  elle  est,  dans  le  plan  P,  perpendiculaire  en  A 
àAB;  etySi  Ton  fait  passer  un  plan  par  la  droite  D  et  le  point  A, 
il  coupe  le  plan  P  suivant  une  droite  D'  parallèle  à  D  (309),  et 
perpendiculaire  encore  à  AB  au  point  A.  La  première  défini- 
tion est  donc  renfermée  dans  la  seconde. 

Nous  avons  démontré  (299)  qu'une  droite  est  perpendi- 
culaire à  un  plan  dès  qu'elle  est  perpendiculaire  à  deux 
droites  p^LSsani  par  son  pied  dans  ce  plan.  On  peut,  d'après  ce 
qui  précède,  étendre  cet  énoncé  en  disant  :  Pour  qu'une  droite 
sait  perpendiculaire  à  un  plan,  il  faut  et  il  suffît  qu'elle  soit 
ferpendiculaire  à  deux  droites  quelconques  contenues  dans 
ee  plan  ou  parallèles  à  ce  plan. 

De  même,  le  lieu  des  perpendiculaires  élevées  sur  une 
droite  par  un  de  ses  points  étant  le  plan  mené  par  ce  point 
perpendiculairement  à  la  droite  (300),  on  retrouve  un  lieu 
identique  lorsque  le  point  donné  est  extérieur  à  la  droite.  En 
eiet,  soient  la  droite  AB  et  le  point  extérieur  O.  Abaissons, 
dans  le  plan  ABO,  OC  perpendiculaire  sur  AB.  Le  plan  P,  per- 
pendiculaire à  AB  au  point  C,  est  le  lieu  des  perpendiculaires 
neoées  à  AB  par  le  point  C,  et  ce  plan  contient  en  même 
temps  les  parallèles  menées  à  ces  perpendiculaires  par  le 
point  0.  Il  est  donc  aussi  le  lieu  des  perpendiculaires  menées 
àAB  par  le  point  0. 

De  la  remarque  sur  laquelle  nous  insistons,  résultent  immé- 
diatement les  théorèmes  suivants  : 

THÉORÈMB. 

323.  Si  deux  droites  A  et  B  sont  parallèles,  tout  plan  P 
perpendiculaire  à  la  première  est  perpendiculaire  à  la  seconde, 

Ed  effet,  toute  droite  parallèle  au  plan  P  ou  située  dans  ce 
plan,  étant  perpendiculaire  à  A  (322),  est  aussi  perpendiculaire 
>B,  qui  dès  lors  est  perpendiculaire  au  pian  P. 

THËOREBŒ. 

324.  Si  deux  plans  f  et  Q  sont  parallèles,  toute  droite  A 
ferpendiculaire  au  premier  est  perpendiculaire  au  second. 

En  effet,  toute  droite  située  dans  le  plan  Q  ou  parallèle  à  ce 
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plan,  étant  parallèle  au  plan  P  ou  située  dans  ce  plan  (  316)»  es 
perpendiculaire  à  ta  droite  A. 
Ce  théorème  est  la  réciproque  de  celui  du  n**  313. 

SGOLIE. 

325.  On  peut  résumer  les  deux  propositions  précédentei 
en  disant  : 

Deux  droites  parallèles  ont  les  mêmes  plans  perpendicw 
laires;  deux  plans  parallèles  ont  leurs  perpendiculaires  com 
munes. 

THÉORÈME. 

326.  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  au  plan  P,  touti 
perpendiculaire  CD  à  AB  est  parallèle  au  plan  P  ou  situéi 
dans  ce  plan. 

En  effet,  si  CD  n'est  pas  située  dans  le  plan  P,  on  peut,  pai 
un  point  de  CD,  faire  passer  un  plan  Q  perpendiculaire  à  AI 
(300,  322);  et,  ce  plan,  qui  contient  CD,  étant  parallèle  an 
plan  P  (313),  il  en  est  de  même  de  la  droite  CD  (316). 

Ce  théorème  est  la  réciproque  de  la  définition  de  la  perpeB* 
dicularité  entre  une  droite  et  un  plan  (298,  322). 

THÉORÈME. 

327.  Par  un  point  donné  A,  on  peut  toujours  mener  une 
droite  perpendiculaire  à  un  plan  donné  P,  mais  on  ne  peut 
en  mener  qu'une, 

1°  Supposons  d'abord  le  point  A  situé  dans  le  plan  P 
[fig.  195).  Considérons  à  part  une  droite  OH  et  le  plan  Q 
élevé  perpendiculairement  à   cette   droite   par   Tun  de  ses 

Fig.  195. 
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points  U;  puis,  transportons  celte  figure  tout  d'une  pièce,  de 
manière  que,  le  plan  Q  s'appliquant  sur  le  plan  P,  ce  qui  est 
toujours  possible  (289),  le  point  H  coïncide  avec  le  point  A. 
La  droite  OU,  dans  sa  nouvelle  position,  sera  une  perpendi- 
culaire AB  menée  au  plan  P  par  le  point  A. 
On  ne  peut  en  mener  qu'une,  car,  si  l'on  pouvait  en  mener 
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deux,  AB  et  AB',  le  plan  BAB'  couperait  le  plan  P  suivant  une 
droite  AC  perpendiculaire  à  ta  fois  à  AB  et  à  AB\ 

a*  Supposons  le  point  A  extérieur  au  plan  P  [fig.  ig6). 
SoitQ  le  plan  mené  par  A  parallèlement 
aa  pian  P.  Les  plans  parallèles  P  et  Q 
qrant  leurs  perpendiculaires  communes 
(324),  dire  que  par  le  point  A  on  peut 
abaisser  une  perpendiculaire  sur  le  plan  P 
etqu'on  ne  peut  en  abaisser  qu'une,  c'est 
dire  que  par  le  point  A  on  peut  élever 
ane  perpendiculaire  sur  le  plan  Q  et  qu'on 
ne  peut  en  élever  qu'une;  or  c'est  ce  que  nous  venons  d'c- 
lablir  (i*). 

COROLLAIRE. 

328.  Deux  droites  A  et  B,  perpendiculaires  à  un  même 
flan  P,  sont  parallèles  ou  coïncident. 

En  effet,  si  les  droites  A  et  B  ont  un  point  commun,  elles 
coïncident,  puisque,  de  ce  point,  on  ne  peut  mener  qu'une 
perpendiculaire  au  plan  P.  Si  les  droites  A  et  B  n'ont  pas  de 
point  commun,  imaginons,  par  un  point  M  de  B,  la  paral- 
lèle A'  à  A.  Cette  droite  A'  sera  perpendiculaire  au  plan  P 
(323);  elle  coïncidera  donc  avec  B,  puisque,  du  point  M,  on 
ne  peut  mener  qu'une  perpendiculaire  au  plan  P. 

Cette  proposition  est  la  réciproque  de  celle  du  n""  323. 

THÉORÈME. 

329.  I**  Les  parallèles  AB  et  CD,  comprises  entre  une 
droite  AC  et  un  plan  P  parallèles,  sont  égales  [fig.  197  ). 

1*  Les  parallèles  AB  et  CD,  comprises  entre 
deux  plans  parallèles   V  et  Qy  sont  égales         ^'^^'  '97- 

Cetie  double  proposition  résulte  de  ce  que 
le  plan  des  deux  parallèles  AB  et  CD  coupe,        / 
iuis  le  premier  cas,  le  plan  P  suivant  une    pZ- 
ptrallèle  BD  à  AC,  et  coupe,  dans  le  second 
celles  plans  P  et  Q  suivant  des  droites  parallèles  BD  et  AC 
(309,  31&.);  les  droites  AB  et  CD  sont  donc,  dans  les  deui^  cas, 
^les  comme  parallèles  comprises  entre  parallèles. 
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Les  droites  AB  et  CD  pourraient  être  perpendiculaires  au 
plan  P  :  elles  mesureraient  alors  les  distances  de  deux  poinl! 
quelconques  de  la  droite  AC  ou  du  plan  Q  au  plan  P.  Vru 
droite  et  un  plan  parallèles  ou  deux  plans  parallèles  sont  dont 
partout  également  distants. 

THÉORÈME. 

330.  Deux  droites  quelconques  AC,  A'C  [fig*  ^98),  soni 
coupées  par  trois  plans  parallèles  P,  Q,  R,  en  parties  propor- 
tionnelles;  en    d'autres   termes,    si   h 
Fig-  »9«-  droite  AC  coupe  les  plans  P,  Q,  R,  en  A, 

B,  C,  et  si  la  droite  A'C  coupe  les  mêmes 
plans  en  A',  B',  C,  on  a 


£t^' 


m 


V^       {  \  AB         BC  _  AC 

^'^  A'B'""B'C'~"  A'C" 


^ 


En  effet,  menons  par  A  la  parallèle  à 
k'C y  et  désignons  par  D  et  E  les  points 
où  elle  coupe  les  plans  Q  etR.  Les  droites  BD  et  CE  étant  paral- 
lèles (314),  on  a 

AB      BC_AC 
A1)"~DE'~AE' 

mais  les  segments  AD,  DE,  AE,  sont  respectivement  égaux  à 
A'B',  B'C,  A'C,  comme  parallèles  comprises  entre  plans  pa- 
rallèles. La  relation  (i)  est  donc  démontrée. 

COROLLAIRE. 

331.  Deux  droites  concourantes  AC  et  AE  étant  divisées  en 
parties  proportionnelles  par  le  point  A  et  les  plans  parallèles 
Q  et  R,  il  en  est  de  même  pour  une  série  de  sécantes  partant 
de  A.  En  supposant,  en  effet,  qu'il  y  ait  trois  sécantes,  le  rap- 
port des  segments  de  la  première  étant  égal  à  la  fois  au  rap- 
port des  segments  de  la  seconde  et  au  rapport  des  segments 
de  la  troisième,  ces  deux  derniers  rapports  sont  égaux  entre 
eux. 
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I?.  —  Projection  d'nne  droite  sur  nu  plan.  —  Angle  d'nne  droite 
et  d'nn  plan.  —  Pins  conrte  distance  de  denz  droites. 

332.  On  appelle  projection  d'un  point  A  sur  un  plan  P  le 
pied  a  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  ce  plan 
{fig-  >99)- 

La  projection  d'une  ligne  quelconque  ABC. . .  sur  un  plan  P 
est  le  Heu  des  projections  a,  b,  c,  , . .  des  divers  points  de 
cette  ligne. 


Fîg.    201. 


THÉORÈME. 

333.  La  projection  d'une  ligne  droite  AB  sur  un  plan  P  est 
une  ligne  droite  [fig.  200). 

Car  toutes  les  perpendiculaires  Aa,  B6,  ...  abaissées  sur  le 
pian  P  par  les  divers  points  de  la  droite  AB  sont  parallèles 
'328);  leur  Heu  est  donc  un  plan  (297 ),  et,  par  suite,  le  lieu 
de  leurs  pieds  est  la  droite  ab  suivant  laquelle  ce  plan  coupe 
le  plan  P. 

SCOLIES. 

334.  Lorsque  la  droite  est,  comme  EF,  perpendiculaire  au 
plan  P,  sa  projection  sur  ce  plan  se  réduit  évidemment  à  un 
point  e. 

335.  Lorsque  la  droite  est,  comme  CD,  parallèle  au  plan  P, 
elle  est  parallèle  à  sa  projection  cd  sur  ce  plan  (309). 

COROLLAIRES. 

336.  Les  projections  ab  et  cd  de  deux  droites  parallèles  AB 
eiCD,  sur  un  même  plan  P,  sont  parallèles  [fig.  201). 

Car  la  projetante  ka  d'un  point  quelconque  de  AB  et  la  pro- 
jeianie  Ce  d'un  point  quelconque  de  CD  étant  parallèles,  les 
angles  BAa,  DCc,  ont  leurs  plans  parallèles   (320);  et,  par 
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suite,  les  droites  ab  et  cd,  suivant  lesquelles  le  plan  P  coupe 
ces  deux  plans,  sont  parallèles. 

THÉORÈME. 

337.  Lorsque  deux  droites  AB  et  CD  de  l'espace  sont  per- 
pendiculaires Vune  à  Vautre,  leurs  projections  ab  et  cdsur  un 
plan  ^  parallèle  à  Vune  d'elles  CD  sont  aussi  perpendiculaires 
entre  elles  (Jig.  202  ). 

En  effet,  la  droite  cd  est,  comme  sa  parallèle  CD,  à  angle 
droit  sur  AB;  elle  est  d'ailleurs  à  angle  droit  sur  la  pro- 
jetante ka,  droite  perpendiculaire  au  plan  P  qui  contient  cd. 
Donc  cd  est  perpendiculaire  au  plan  ABaé  et,  par  suite,  à  ai. 

Fig.  20a.  Fig.  ao3. 
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Ainsi,  la  projection  d'un  angle  droit  sur  un  plan  est  un 
angle  droit,  lorsqu'un  des  côtés  de  l'angle  est  parallèle  au 
plan  de  projection, 

338.  Réciproquement,  deux  droites  de  l'espace  AB  et  CD 
sont  perpendiculaires  Vune  à  Vautre,  si  leurs  projections  ab 
et  cd  sur  un  plan  P  parallèle  à  l'une  d'elles  CD  sont  perpen-- 
diculaires  entre  elles  (fig.  202). 

£n  effet,  la  droite  cd^  étant  à  angle  droit  sur  ab  et  sur  Aa, 
est  perpendiculaire  au  plan  Ahba,  11  en  est  donc  de  même  de 
sa  parallèle  CD,  qui,  par  suite,  est  perpendiculaire  à  AB. 

Dans  le  cas  très  particulier  où  le  plan  P  contient  CD  et  où 
les  droites  AB  et  CD  se  coupent,  cette  réciproque  revient  au 
théorème  connu  sous  le  nom  de  théorème  des  trois  perpen-- 
diculaires  [Jig.  2o3)  et  déjà  démontré  (307). 

COROLLAIKB. 

339.  Considérons  une  droite  quelconque  AB  et  un  plan  Q 
perpendiculaire  à  cette  droite;  soient  ab  la  projection  de  AB 
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sur  un  plan  quelconque  P  [fig.  204),  et  CD  Tintersection  des 
plans  P  et  Q,  ou  la  trace  du  plan  Q  sur  le  plan  P.  Les  deux 
droites  AB  et  CD  étant  perpendiculaires  Tune  à  Tautre,  il  doit 
eo  être  de  même  de  leurs  projections  ab  et  CD;  de  là  ce 
ihéorème,  fondamental  en  Géométrie  descriptive  :  Lorsqu'une 
droite  AB  est  perpendiculaire  à  un  plan  Q,  la  projection  de 
cette  droite  et  la  trace  de  ce  plan  sur  un  plan  quelconque  P 
sont  perpendicula  ires. 

THÉORÈME. 

340.  Lorsqu'une  droite  AB  est  oblique  à  un  plan  P,  l'angle 
égu  BA6  que  cette  droite  fait  avec  sa  projection  sur  ce  plan 
at  moindre  que  l'angle  BAC  qu'elle  forme  avec  toute  autre 
droite  AC  passant  par  son  pied  dans  le  plan  [fig.  2o5). 

En  eflFet,  h  étant  la  projection  d'un  point  quelconque  B  de 
h  droite  AB,  prenons  AC  =  Afr  et  menons  BC.   Les  deux 

Fig.  204.  Fig.  2o5. 
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triangles  BA6,  BAC,  ont  deux  côtés  égaux;  mais  le  troisième 
côté  B6  du  premier  étant  moindre  que  le  troisième  côté  BC 
du  second,  puisque  la  perpendiculaire  est  plus  courte  que 
Poblique,  il  faut  que  l'angle  BA6  soit  moindre  que  l'angle  BAC. 

scous. 

341,  En  faisant  parcourir  au  point  C  le  cercle  décrit  dans  le 
plan  P,  du  point  A  comme  centre  avec  kb  pour  rayon,  on  voit 
que  l'oblique  BC  croît  d'une  manière  continue  depuis  le 
point  b  jusqu'au  point  V,  puis  décroît  en  reprenant  successi- 
vement les  mêmes  valeurs  depuis  b'  jusqu'en  b.  Par  suite, 
l'angle  BAC^  minimum  lorsque  le  point  C  est  en  6,  croît 
jusqu'à  ce  que  le  point  C  soit  en  b'  :  il  est  alors  maximum; 
puis  il  décroît,  en  reprenant  successivement  les  mêmes  valeurs, 
depuis  b'  jusqu'en  b. 

342.  On  appelle  angle  d'une  droite  et  d'un  plan  l'angle 
aigu  que  celte  droite  forme  avec  sa  projection  sur  ce  plan. 
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SW.  On  voit  aisément  que  l'angle  d'une  droite  D  et  d'un 
plan  P  est  égal  à  V angle  d 'une  droite  quelconque  D'  paral- 
lèle àJ)  et  d'un  plan  quelconque  P'  parallèle  à  P. 

THÉORÈME. 

3kk.  Étant  données  deux  droites  AB  et  CD  non  situées  dans 
le  même  plan  :  i®  il  existe  une  droite,  et  une  seule,  qui  les 
rencontre  l'une  et  l'autre  à  angle  droit;  2°  cette  perpendi- 
culaire commune  est  la  plus  courte  distance  des  deux  droites 
[Jig.  H06). 

i^  Par  un  point  quelconque  A  de  AB  menons  la  parallèle  AE 
à  CD;  le  plan  BAE,  que  nous  désignerons  par  P,  sera  parallèle 
à  CD;  par  suite,  nous  aurons  la  projection  de  CD  sur  ce  plan  P 
en  menant  une  parallèle  de  à  la  droite  DC  par  la  projection  d 
d'un  point  quelconque  D  de  celte  droite.  Cela  posé,  pour 

Fig.  206. 


qu'une  droite  rencontre  à  la  fois  AB  ei  CD  à  angle  droit,  il  faut 
et  il  suffit  qu'elle  soit  perpendiculaire  au  plan  P  en  un  point 
de  AB,  et  qu'elle  ait  son  pied  sur  cd,  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires au  plan  P  menées  par  les  divers  points  de  CD. 
Or  la  perpendiculaire  au  plan  P  élevée  par  le  point  c  commao 
à  AB  et  à  cd  remplit  seule  ces  conditions.  11  existe  donc  une 
droite  Ce,  et  une  seule,  qui  rencontre  à  angle  droit  les  deux 
droites  données  AB  et  CD. 

2^  Cette  perpendiculaire  commune  Ce  est  moindre  que 
toute  autre  droite  BD  joignant  un  point  de  AB  à  un  point 
de  CD,  car,  l)d  étant  la  projetante  du  point  D,  on  a  évidem- 
ment Ce  =  Drf  et  Drf<DB. 

SGOLIBS. 

3^5.  La  démonstration  qui  précède  permet  d'obtenir  la  plus 
courte  distance  des  deux  droites  AB  et  CD.  Voici  un  second 
procédé  très  usuel  (Jig.  207). 
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On  projette  l*uDe  des  droites  CD  sur  un  plan  P  perpendicu- 
laire à  l'autre  droite  AB.  Du  pied  A  de  AB  sur  le  plan  P,  on 
abaisse  la  perpendiculaire  ke  sur  la  projection  Cd  de  CD;  on 
mène  eE  parallèle  à  AB  jusqu'à  sa  rencontre  E  avec  CD,  et 
e&fm  EF  parallèle  à  Ae.  La  droite  £F,  étant  perpendiculaire  à 
AB  et  à  CD,  est,  en  grandeur  et  en  position,  leur  plus  courte 
distance. 

346.  Souvent^  dans  la  pratique,  on  n'a  besoin  que  de  la  lon- 
gaeur  de  la  plus  courte  distance;  il  sufGt  alors  de  mener  par 
l'ane  AB  des  deux  droites  un  plan  P  parallèle  à  l'autre  CD,  et 
de  prendre  la  distance  Dd  d'un  point  quelconque  de  CD  au 
plan  P  {Jig.  106). 

V.  —  Angles  dièdres. 

347.  Lorsque  deux  plans  P  et  Q  se  rencontrent  {Jîg.  208)  et 
sont  terminés  à  leur  intersection  commune  BE,  on  dit  qu'ils 
forment  un  angle  dièdre.  Les  deux  plans  P  et  Q  sont  les  faces, 
et  la  droite  BE  est  Varéie  de  cet  angle. 

348.  Pour  désigner  un  angle  dièdre  isolé,  il  suffit  d'indiquer 
son  arête;  ainsi  l'on  dit  (^g.  208)  l'angle  dièdre  BE.  Mais 
lorsque  plusieurs  angles  dièdres  ont  la  même  arête,  pour  dé* 
signer  celui  d'entre  eux  que  l'on  considère,  il  faut  employer 
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quatre  lettres,  savoir  une  lettre  pour  chaque  face  et  deux 
pour  l'arête;  on  place  d'ailleurs  les  deux  lettres  relatives  à 
l'arête  entre  les  deux  autres.  Ainsi,  dans  la^g^.  ^209,  on  dis- 
tingue les  trois  dièdres  CABD,  DABE,  CABE. 

Deux  angles,  tels  que  CABD,  DABE  (Jlg.  209),  qui  ont  la 
même  arête  AB,  une  face  commune  ABD,  et  les  deux  autres 
faces  situées  de  part  et  d'autre  de  la  face  commune,  sont  dits 
adjacents. 


De  C.  —  Cours.  U. 
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349.  Deux  angles  dièdres  sont  égaux  lorsqu'on  peul  les  faire 
coïncider.  Pour  ajouter  deux  angles  dièdres,  on  transporte  le 
second  à  la  suite  du  premier,  de  manière  è  former  deux  angles 
adjacents,  tels  que  CABD,  DÂBË  {fig.  209]  ;  l'angle  CÀBE  des 
deux  faces  non  communes  ABC,  ABE,  est  la  somme  des  deux 
angles  dièdres  proposés. 

350.  Pour  avoir  une  idée  nette  de  la  grandeur  de  l'angle 
dièdre,  il  faut  supposer  le  plan  P  d'abord  confondu  avec  le 
plan  Q  [fig.  2io);  puis,  qu'il  s'en  est  écarté  en  tournant  autour 
de  la  droite  AB  comme  axe,  de  manière  à  prendre  sa  position 
actuelle.  L'amplitude  de  ce  mouvement  de  rotation  corres- 
pond à  la  grandeur  de  Tangle  dièdre,  qui  crott  ainsi  d'une 
manière  continue. 

Un  plan  P,  est  dit  perpendiculaire  sur  un  plan  QQ' [fig*  aïo), 
lorsque  les  deux  anglesadjacentsPtABQ,PjABQ', qu'il  forme 
avec  celui-ci  sont  égaux.  Un  plan  P,  qui  forme  avec  QQ'  des 
angles  adjacents  PABQ,  PABQ',  inégaux,  est  dit  oblique  sur 
le  plan  QQ'. 

On  nomme  angle  dièdre  droit  tout  dièdre  PjABQ  dont  une 
face  est  perpendiculaire  sur  l'autre. 

351.  Deux  angles  dièdres  sont  dits  opposés  par  Varéle 
lorsque  les  faces  de  l'un  sont  les  prolongements  des  faces  de 
l'autre.  Deux  plans  indéfinis  PP',  QQ'  {fig.  an),  forment,  en  se 
coupant,  quatre  angles  dièdres  qui  sont  deux  à  deux  opposés 
par  l'arête  AB. 

On  nomme  plan  bissecteur  d'un  angle  dièdre  le  plan  qui, 
mené  par  l'arête,  divise  cet  angle  dièdre  en  deux  autres  dièdres 
égaux  entre  eux. 

351.  On  appelle  angle  plan  correspondant  à  un  angle  dièdre 
l'angle  reciiligne  que  l'on  forme  en  élevant,  par  un  même 
point  de  l'arête,  une  perpendiculaire  à  cette  arête  dans  cha- 
cune des  faces.  Ainsi,  B  étant  un  point  de  l'arête  BE  de  l'angle 
dièdre  PBEQ  (fig.  212),  si  l'on  élève  dans  le  plan  P  la  perpen- 
diculaire BA  sur  l'arête  BE,  et  dans  le  plan  Q  la  perpen- 
diculaire BC  sur  la  même  arête,  l'angle  ABC  sera  V angle  plan 
du  dièdre  considéré. 

Pour  que  cette  définition  ne  soit  pas  contradictoire,  il  faut 
que  la  grandeur  de  l'angle  plan  correspondant  à  un  angle 
dièdre  reste  la  même,  en  quelque  point  de  l'arête  qu'on  forme 


r 


cetangle  plan.  Or>  soient  les  angles  plans  ABC,  DEF,  formés  en 
deux  poinis  A  et  E  de  Tarêle  de  Tangle  dièdre  PBEQ  [fig.  212)  : 
les  côtés  BC  el  EF  sont  parallèles  et  de  même  sens,  comme 
éUDt,  dans  un  même  plan  Q,  perpendiculaires  à  la  même 
droite  BE;  11  en  est  de  même  de  BA  et  de  ED  par  rapport  au 
plan  P;  les  angles  ABC,  DEF,  sont  donc  égaux. 
H  est  à  remarquer  que  le  plan  ABC  est  perpendiculaire  à 
'arèieBE;  réciproquement,  tout  plan  perpendiculaire  à  Tarête 
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Fig.  211. 


Fig.   213. 


soupe  les  faces  suivant  des  perpendiculaires  à  celle  arête  et, 
ir  suite,  l'angle  dièdre  suivant  son  angle  plan. 

THÉORÈME. 

352.  Par  une  droite  AB,  située  dans  un  plan  QQ',  on  peut 
U>ujours  mener  un  pian  P2  perpendiculaire  à  ce  plan,  et  l'on 
îepeui  en  mener  qu'un  [fig^  210). 

COROLLAIRES. 

S53.  Tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux, 

La  démonstration  de  ce  théorème  et  de  son  corollaire  est 
tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  a  été  donnée  aux  n^'  15  et  16 
de  la  Géométrie  plane. 

Un  angle  dièdre  est  dit  aigu  ou  obtus  suivant  qu'il  est  infé- 
rieur ou  supérieur  à  l'angle  dièdre  droit.  Deux  angles  dièdres 
iotii  complémentaires  lorsque  leur  somme  est  égale  à  un  angle 
dièdre  droit. 

35i.  Tout  plan  P  qui  en  rencontre  un  autre  QQ'  fait  avec 
celui-ci  deux  angles  dièdres  adjacents  PABQ,  PABQ',  dont  la 
tomme  est  égale  à  deux  dièdres  droits  [fig.  211).  Réciproque- 
ment, si  deux  angles  dièdres  adjacents  PABQ,  PABQ',  sont 
^pplémentaires,  c'est-à-dire  ont  une  somme  égale  à  deux 

'4. 
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dièdres  droits^  leurs  faces  non  communes  Q  et  Q'  sont  dans  k 
prolongement  l'une  de  l'autre.  (  Foir  les  n*»»  17  et  19.  ) 

355.  Lorsque  deux  plans  PP',  QQ',  se  coupent^  les  angle 
dièdres  opposés  par  l'arête  AB  sont  égaux  [Jig.  21 1).  (  Foir  \i 

n«22.) 

THÉORÈME. 

356.  Le  rapport  de  deux  angles  dièdres  est  égal  au  rap, 
port  de  leurs  angles  plans. 

Il  faut  d'abord  établir  que,  lorsque  les  angles  plans  de  deui 
angles  dièdres  sont  égaux,  ces  angles  dièdres  sont  eux-mêmes 
égaux.  I 

Soient  (fig.  2i3)  les  dièdres  ÂB,  EF,  dont  les  angles  plao^ 
CBD,  GFH,  sont  supposés  égaux.  Portons  le  second  dièdre  sai 
le  premier,  de  manière  que  l'angle  GFH  coïncide  avec  soi 
égal  CBD  :  Tarète  F£,  perpendiculaire  au  point  F  au  plan  GFH, 
prendra  la  direction  de  Tarête  BA,  perpendiculaire  au  pointlj 
au  plan  CBD  (327).  Les  deux  plans  ABC,  £FG,  auront  aloi^ 


Fig.  21 3. 


Fig.  214. 
_A.       B' 


A' 


deux  droites  communes  et  coïncideront  (290,  S**);  il  en  sertj 
de  même  des  plans  ABD,  EFH.  Les  deux  angles  dièdres  AB  et 
£F,  coïncident  donc  et  sont  égaux. 

Cela  posé,   soient  les   deux  dièdres   PBDQ   et  P'B'D'Q'i 
(Jig.  2i4),  et  admettons  que  le  rapport  de  leurs  angles  plans 

5 
ABC,  A'B'C,  soit  égal  à  ^9  c'est-à-dire  que  ces  deux  angles 

plans  aient  une  commune  mesure  contenue  cinq  Tois  dans  ABC 
et  trois  fois  dans  A'BT'.Si,  par  chaque  rayon  de  division  et  par 
chaque  arête  correspondante,  on  fait  passer  des  plans,  on  par* 
tage  l'angle  PBDQ  en  cinq  angles  dièdres  partiels  et  l'angle 
P'B'D'Q'  en  trois  angles  dièdres  partiels.  Ces  angles  dièdres 
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partiels  sont  tous  égaux  entre  eux,  comme  correspondant  à 
des  angles  plans  égaux,  et  l'un  d'eux  est  une  commune  mesure 
des  angles  dièdres  PBDQ,  P'B'D'Q'.  Le  rapport  des  deux 

5 
angles  dièdres  est  donc  égal  à  ^>  comme  celui  de  leurs  angles 

plans. 

Si  les  deux  angles  plans  n'avaient  pas  de  commune  mesure, 
on  suivrait  la  marche  déjà  indiquée  (105). 

COROLLAIRE. 

357.  L'angle  dièdre  droit  a  pour  angle  plan  un  angle  droit, 
et,  réciproquement,  à  un  angle  plan  droit  correspond  un 
angle  dièdre  droit  [Jig.  2i5). 

En  effet,  soient  PÂBQ,  PABQ',  deux  angles  dièdres  adjacents 
déterminés  par  la  rencontre  des  plans  P 
et  Q.  Par  un  point  0  de  Tarête  commune  AB, 
menons  un  plan  perpendiculaire  à  cette  > 
arête  :  il  coupera  les  plans  P  et  Q  suivant 
les  droites  EF  et  CD,  et  ces  droites  forme- 
ront deux  angles  adjacents  EOC,  EOD,  qui 
seront  les  angles  plans  des  deux  angles  diè- 
dres considérés.  Si  ces  angles  dièdres  sont 
égaux  ou  droits,  il  en  sera  donc  de  même 
de  leurs  angles  plans,  et  réciproquement  (356). 

THÉORÈME. 

358.  Si  l'on  fait  correspondre  l'unité  d'angle  dièdre  à 
Vunité  d'angle  plan^  le  même  nombre  abstrait  représente 
la  mesure  de  l'angle  dièdre  et  celle  de  son  angle  plan. 

L'angle  droit  étant  l'unité  d'angle  plan,  on  prend  pour  unité 
d'angle  dièdre  l'angle  dièdre  droit  (357}.  Si  l'on  suppose 
l'angle  A'B'C  droit  dans  la^îg*.  214,  on  a  donc  (356) 

PBDQ      ABC 

jD.d.    —     |d     • 

Le  rapport  de  PBDQ  à  un  dièdre  droit  est  la  mesure  de  l'angle 
€lè4re  PBDQ,  le  rapport  de  ABC  à  un  droit  est  la  mesure  de 
l'angle  plan  ABC  (106)  :  les  deux  mesures  sont  donc  bien 
exprimées  par  le  même  nombre  abstrait. 
En  ayant  toujours  présentes  les  explications  qui  précèdent. 
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on  peul  employer  sans  inconvénient  la  locution  plus  rapide, 
mais  inexacte  :  Tout  angle  dièdre  a  pour  mesure  son  angle 
plan. 

Lorsqu'on  dit  qu'un  angle  dièdre  est  un  angle  de  i7°3o', 
cela  veut  dire  que  son  angle  plan  est  un  angle  de  27*30'  (107). 

SCOLIB. 

359.  La  proportionnalité  des  angles  dièdres  et  des  angles 
plans  correspondants  permet  de  conclure  un  grand  nombre  de 
propriétés  des  angles  dièdres  des  propriétés  analogues  des 
angles  rectilignes  démontrées  en  Géométrie  plane.  Nous  cite- 
rons, par  exemple,  les  propositions  suivantes,  qui  sont  sou- 
vent utiles  : 

Le  plan  bissecteur  d'un  angle  dièdre  est  le  lieu  des  points 
qui,  situés  dans  l'intérieur  de  cet  angle,  sont  équidistants  de 
ses  faces.  (  Foir  le  n**  48.  ) 

Deux  angles  dièdres  qui  ont  leurs  faces  parallèles  deux  à 
deux  sont  égaux  ou  supplémentaires.  (  Foir  le  n**  57.  ) 

THÉORÈME. 

360.  Parmi  toutes  les  droites  que  l'on  peut  mener  par  un 
point  A  dans  un  plan  P,  celle  qui  fait  le  plus  grand  angle  avec 
un  autre  plan  donné  Q  est  la  perpendiculaire  AB  abaissée  du 
point  A  sur  l'intersection  Lï  des  deux  plans  V  et  Q  {fig.  216). 

Soient  AC  une  droite  quelconque  menée  par  le  point  A  dans 
le  plan  P,  et  a  la  projection  du  point 
A  sur  le  plan  Q;  afi  et  aC  seront 
les  projections  de  AB  et  de  AC,  et  il 
s'agit  de  démontrer  (342)  que  l'angle 
ABa  est  plus  grand  que  l'angle  ACa. 
Or,  la  droite  aB  étant  perpendicu- 
laire sur  LT,  en  vertu  du  théorènie 
des  trois  perpendiculaires,  la  droite 
aC  est  une  oblique,  et  l'on  a  aB<rtC.  Si  l'on  prend  sur  la 
droite  aB,  à  partir  du  point  a,  une  longueur  «D  égale  à  aC,  le 
point  D  sera  donc  situé  au  delà  de  B,  et  l'angle  ABa,  extérieur 
au  triangle  ABD,  surpassera  l'angle  intérieur  ADa;  mais,  les 
triangles  AaC  et  AaD  étant  égaux  comme  ayant  un  angle  droit 
compris  entre  deux  côtés  égaux,  l'angle  ADa  est  égal  à  l'angle 
ACa;  donc,  enfin,  l'angle  ABa  est  plus  grand  que  l'angle  kCa, 
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SCOLIB. 

361.  Lorsque  le  plan  Q  est  horizonlal,  la  droite  ÂB  prend 
le  nom  de  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  P.  L'angle  de 
celte  ligne  avec  le  plan  Q  est  l'angle  plan  du  dièdre  PLTQ. 
Par  chaque  point  d'un  plan  passe  une  ligne  de  plus  grande 
pente  de  ce  plan,  et  une  seule. 

VI.  —  Plans  perpendicnlaires. 

THÉORÈME. 

362.  Lorsque  deux  plans  f  et  Q  sont  perpendiculaires  l'un 
à  l'autre,  toute  droite  AB,  menée  dans  le  premier  plan  P  per- 
pendiculairement à  l'intersection  commune  CD,  est  perpendi- 
culaire à  l'autre  plan  Q  (Jig.  217  ). 

En  effet,  les  deux  plans  P  et  Q  étant  perpendiculaires  l'un 
à  l'autre,  l'angle  plan  correspondant  à  l'angle  dièdre  PCDQ 

Fie.  a  18. 
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doit  être  droit;  or  on  forme  cet  angle  pian  ABE  en  élevant, 
dans  le  plan  Q  et  par  le  point  B,  la  perpendiculaire  BE  à  CD; 
donc  la  droite  AB  est  perpendiculaire  à  BE,  et,  comme  elle 
t'est  aussi  par  hypothèse  à  CD,  elle  est  perpendiculaire  au 
plan  Q. 

THÉORÈME. 

363.  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  à  un  plan  Q,  tout 
plan  P  passant  par  cette  droite  ou  parallèle  à  cette  droite  est 
perpendiculaire  au  plan  Q. 

I**  Si  le  plan  P  passe  par  AB  (yîg-.  217),  menons  dans  le 
plan  Q  et  par  le  point  B  la  perpendiculaire  BE  à  l'intersection 
CD  des  deux  plans  P  et  Q.  L'angle  ABE  sera  droit,  puisque  la 
droite  AB  est,  par  hypothèse,  perpendiculaire  au  plan  Q; 
d'ailleurs,  cet  angle  ABE  est  l'angle  plan  du  dièdre  PCDQ; 
donc  ce  dièdre  est  droit,  et  le  plan  P  est  perpendiculaire  au 
plan  Q. 
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2"  Si  le  plan  Pesl  parallèle  à  AB  [fig.  218),  menons  par  un 
point  quelconque  E  de  ce  plan  la  parallèle  £F  à  AB;  celle 
droite  £F  sera  à  la  fois  perpendiculaire  au  plan  Q  et  située 
dans  le  plan  P.  Donc  le  plan  P»  passant  par  une  droite  EF  per- 
pendiculaire au  plan  Q,  sera  perpendiculaire  à  ce  plan  (1°]. 

Soi.  Réciproquement,  si  deux  plans  Q  et  f  sont  perpendicu- 
laires entre  eux,  toute  droite  AB  perpendiculaire  au  premier 
plan  Q  est  située  dans  l'autre  plan  P  ou  lui  est  parallèle. 

En  effet,  si  la  droite  AB  n'avait  qu'un  seul  point  commun 
avec  le  plan  P,  en  menant  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur 
l'intersection  CD  des  plans  P  et  Q  [fg.  218),  cette  perpendi- 
culaire serait  perpendiculaire  au  plan  Q,  et  l'on  pourrait 
mener  d'un  même  point  deux  perpendiculaires  au  plan  Q,  ce 
qui  est  impossible  (327).  La  droite  AB,  ne  pouvant  couper  le 
plan  P,  est  donc  parallèle  à  ce  plan  ou  située  dans  ce  plan  (292). 

COROLLAIRE. 

365.  Par  une  droite  AB  oblique  à  un  plan  P  [Jig.  219),  on 
peut  faire  passer  un  plan  perpendiculaire  au  plan  P,  et  Von 
ne  peut  en  faire  passer  qu'un. 

En  effet,  le  plan  BAa,  déterminé  par  la  droite  AB  et  par  la 
perpendiculaire  ka  au  plan  P  abaissée  d'un  point  quelconque 

Fig.  319.  Fig.  320. 
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de  AB,  est  perpendiculaire  au  plan  P.  C'est  le  seul,  carioui 
plan  conduit  par  AB  perpendiculairement  au  plan  P  doit  con- 
tenir la  perpendiculaire  Aa  (36&-). 

THÉORÈME. 

866.  Si  deux  plans  f  et  Q  sont  perpendiculaires  à  un  troi- 
sième B,  leur  intersection  AB  est  perpendiculaire  à  ce  troi- 
sième plan  (fig.  220  )• 

Car  si,  par  un  point  quelconque  de  l'intersection  AB,  on 
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mène  la  perpendiculaire  au  plan  R,  cette  perpendiculaire  doit 
se  trouver  à  la  fois  dans  le  plan  P  et  dans  le  plan  Q  (36/ik)  ;  elle 
ne  diffère  donc  pas  de  ÂB. 

COROLLAIRES. 

367.  Un  plan  perpendiculaire  à  deux  plans  qui  se  coupent 
est  perpendiculaire  à  leur  intersection. 

368.  Si  les  plans  P  et  Q  de  la ^g.  220  forment  un  angle  dièdre 
droit,  les  trois  plans  P,  Q,  B,  sont  perpendiculaires  deux  à 
deux.  On  dit  alors  qu'ils  sont  perpendiculaires  entre  eux. 
L*lDtersection  de  deux  de  ces  plans  est  perpendiculaire  au 
troisième,  et  les  trois  intersections  correspondantes  sont  per- 
pendiculaires entre  elles. 
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CHAPITRE  II. 

ANGLES    POLYÈDRES. 


I.  —  Propriétés  fondamentales  des  angles  polyèdres 
et,  en  particulier,  des  angles  trièdres. 

369.  Lorsque  plusieurs  plans  ASB,  BSC,  CSD,  . . .  [fig»  221), 
se  coupentsuccessivement  suivant  des  droites  SB,  SC,  SD^  . . ., 
concourant  en  un  môme  point  S,  on  dit  qu'ils  forment  un 
angle  polyèdre.  Le  point  S  est  le  sommet  de  cet  angle 
polyèdre,  les  droiies  SA,  SB,  SC,  . . .,  sont  ses  arêtes,  et  les 
angles  ASB,  BSC,  CSD,  . . .,  sont  ses  faces.  Enfin,  les  angles 
dièdres  formés  par  les  faces  successives  d'un  angle  polyèdre 
sont  ses  angles  dièdres. 

On  désigne  un  angle  polyèdre  par  la  lettre  du  sommet  suivie 
des  lettres  relatives  aux  diverses  arèies.  Ainsi,  pour  indiquer 
l'angle  polyèdre  de  la^îg*.  221,  on  dit  l'angle  SABCDE,  ou 
plus  simplement  l'angle  S,  car,  quand  un  angle  polyèdre  esi 
isolé,  la  lettre  du  sommet  suffit. 

11  faut  au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle  polyèdre. 
L'angle  formé  par  trois  plans  prend  le  nom  d*angle  trièdre. 
Dans  un  angle  trièdre  BACS  {Jîg.  221),  on  dislingue  six  élé- 
ments, savoir  :  les  trois  faces  SBA,  SBC,  ABC,  et  les  trois 
dièdres  BA,  BC,  BS. 

370.  On  dit  qu'un  angle  polyèdre  est  convexe  lorsqu'il  esi 
situé  tout  entier  d'un  même  côté  par  rapport  au  plan  indéGni 
de  chacune  de  ses  faces  {Jig.  221);  il  est  concave  dans  le  cas 
contraire  (Jig.  222).  Tout  angle  trièdre  est  convexe. 

Tout  plan  qui  coupe  un  angle  polyèdre  convexe,  en  rencon- 
trant toutes  ses  arêtes  d'un  même  côté  du  sommet  S  [fig.  221), 
donne  évidemment  comme  intersection  un  polygone  convexe 
ABCDE. 
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Lorsqu'un  angle  trièclre  présente  un  angle  dièdre  droit,  il 
est  dit  rectangle;  il  est  birectangle  ou  Irirectangle  s'il  ren- 


Fig.  221. 


Vis.   223. 


ferme  deux  ou  trois  angles  dièdres  droits.  Le  plancher  ou  le 
plafond  et  les  murs  d'un  appartement  se  coupent  en  général 
en  formant  des  angles  trièdres  trirectangles. 

371.  Si  Ton  prolonge  au  delà  du  sommet  S  toutes  les  arêtes 
d'un  angle  polyèdre  SABCDE  [fig.  228),  on  obtient  un  autre 
angle  polyèdre  S  A' B'C'D'E',  qui  est  dit  le  symétrique  du  pre- 
mier. 

Deux  angles  polyèdres  symétriques  SABCDE,  SA'B'C'D'E', 
ont  tous  leurs  éléments  respectivement  égaux  :  les  faces  ASB 
et  A' SB',  BSC  et  B'SC,  . . .,  sont  égales  deux  à  deux  comme 
angles  plans  opposés  par  le  sommet,  et  les  angles  dièdres  SA 
et  SA',  SB  et  SB',  . . .,  sont  égaux  comme  opposés  par  Tarête. 
Mais  la  disposition  des  parties  égales  n*est  pas  la  même  dans 
les  deux  angles  polyèdres.  En  effet,  un  observateur  couché  sur 
Taréte  SA,  ayant  la  tête  en  S,  les  pieds  en  A  et  regardant  l'in- 
térieur de  l'angle  SABCDE,  verra  les  arêtes  se  présenter  de 
droite  à  gauche  dans  l'ordre  SB,  SC,  SD,  SE,  tandis  qu'un 
observateur  placé  de  la  même  manière  dans  l'autre  angle 
SA'B'C'D'E',  c'est-à-dire  couché  sur  SA',  ayant  la  tête  en  S, 
les  pieds  en  A'  et  regardant  l'intérieur  de  l'angle,  verra  les 
arêtes  se  succéder  de  droite  à  gauche  dans  Tordre  inverse  SE', 
SD',  se,  SB'. 

A  cause  de  cette  différence  de  disposition,  deux  angles 
polyèdres  symétriques,  bien  qu'égaux  dans  toutes  leurs  par- 
lies,  ne  sont  pas  superposables. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  deux  trièdres  symé- 
triques SABC  elSA'B'C  [fig.  224),  et  supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  l'arête  SC  soit  en  avant  du  plan  ASB  et,  par  suite, 


sao 
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que  son  prolongement  SC  soit  en  arrière  du  même  plan.  Il  y 
a  deux  manières  ditîérenles  d'essayer  la  superposition  des 
deux  trièdres. 

1**  Concevons  [Jig.  224)  la  perpendiculaire  élevée  par  le 
point  S  sur  le  plan  ASB,  et  faisons  tourner  le  trièdre  SA'B'C 
de  180*»  autour  de  cette  droite  dans  le  sens  de  la  flèche/; 
Taréie  SA',  qui  dans  ce  mouvement  ne  sort  pas  du  plan  ASB, 
viendra  sur  SA;  de  même  SB'  s'appliquera  sur  SB.  Mais  l'arêie 
se  restera  toujours  en  arrière  du  plan  ASB;  par  suite,  dans 
sa  nouvelle  position,  le  trièdre  SA'B'C  ne  coïncidera  pas 
avec  SABC. 

2**  Menons  [fig,  ii5)  la  bissectrice  xS^-  de  Tangle  BSA',  ei, 


Fig.  224. 


Fig.  225. 


autour  de  cette  droite,  qui  est  située  dans  le  plan  ASB,  faisons 
tourner  le  trièdre  SA'B'C  de  i8o<»  dans  le  sens  de  la  flèche  9. 
L'arête  SA'  s'appliquera  sur  SB,  l'arête  SB'  sur  SA,  et,  par 
suite,  la  face  A' SB'  coïncidera  avec  BSA;  de  plus,  rareté  SC' 
viendra  cette  fois  en  avant  du  plan  ASB.  Mais  la  nouvelle  po- 
sition SCi  de  cette  arête  différera  en  général  de  SC;  car  les 
angles  dièdres  suivant  les  arêtes  SA  et  SB  étant  en  général  iné- 
gaux, il  en  sera  de  même  des  angles  dièdres  SB  et  SA%  et, 
par  suite,  les  plans  CSB  et  CiSB,  étant  inégalement  inclinés 
sur  le  plan  ASB,  ne  coïncideront  pas. 

On  voit  cependant  que  la  coïncidence  aurait  lieu  si  le  trièdre 
SABC  était  isocèle  ou  avait  les  deux  angles  dièdres  SA  et  SB 
égaux  entre  eux,  car,  dans  celte  hypothèse,  les  plans  Ci  SB  et 
CSB  seraient  également  inclinés  sur  le  plan  ASB;  ils  tombe- 
raient donc  l'un  sur  l'autre.  Il  en  serait  de  mèmedes  plans  CiSA 
et  CSA,  et,  par  suite,  les  arêtes  SC  et  SCi  se  confondraient. 
Observons  d'ailleurs  que  la  face  CSA',  qui  est  égale  à  CSA, 
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s'applique  alors  sur  CSB,  de  sorte  que  Tégalité  des  deux  angles 
dièdres  SA  et  SB  entraîne  celle  des  faces  CSB  et  CSA.  Donc,  en 
résonné,  pour  qu'un  trièdre  soit  superposable  à  son  symétrique, 
il  faut  et  il  suffit  que  ce  trièdre  ait  deux  angles  dièdres  égaux; 
et,  dans  un  tel  trièdre^  les  faces  opposées  aux  dièdres  égaux 


sont  égales. 


THÉORÈME. 


372.  Dans  tout  angle  polyèdre,  une  face  quelconque  est 
moindre  que  la  somme  de  toutes  les  autres. 

Il  n*y  a  lieu  à  démontrer  cette  proposition  que  lorsque  la 
face  considérée  est  plus  grande  que  chacune  des  autres. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  un  angle  trièdre  SABC 
[fig.  226].  Dans  la  face  ASB,  que  nous  supposons  plus  grande 
que  chacune  des  deux  autres,  formons  un  angle  ASD  égal 
à  ASC,  et  prenons,  à  partir  de  S,  sur  les  droites  SD  et  SC,  des 
longueurs  SC  et  SD  égales  entre  elles.  Par  le  point  D,  menons 


une  droite  ABD  qui  rencontre  les  arêtes  SA  et  SB  en  A  et  en  B; 
enfin,  joignons  le  point  C  aux  points  A  et  B.  L'égalité  des 
deux  triangles  ASD,  ASC,  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côtés  égaux,  donne  AD  =  AC,  et,  comme  on  a 

AB    ou    AD  +  DB  <  AC  -4-  CB, 

00  voit  que  le  segment  DB  est  moindre  que  CB.  Dès  lors,  les 
deux  triangles  CSB,  DSB,  ayant  SB  commun,  SC  =  SD  et 
DB<CB,  il  faut  (39)  que  Tangle  DSB  soit  moindre  que  CSB. 
Donc,  en  ajoutant  d'une  part  l'angle  ASD  et  de  l'autre  son 
égal  ASC,  on  a 

ASD -f- DSB    ou    ASB<ASC-+-CSB. 

Pour  étendre  le  théorème  au  cas  d'un  angle  polyèdre  quel- 
conque, il  sufQt  de  décomposer  cet  angle  en  trièdres  en  me- 


223  GÉOMÉTRIE. 

nanl  par  Tune  des  arêies  SA  ei  par  les  arèies  opposées SC,  SD, 
des  plans  diagonaux  ASC,  ASD  [fig.  2?.3);  la  démonstralion 
est  évidente. 

COROLLAIRE. 

373.  Dans  tout  angle  trièdrCy  à  un  plus  grand  angle  dièdre 
est  opposée  une  plus  grande  face. 

Soil  [fg.  227  )  le  irièdre  SABC,  dans  lequel  l'angle  dièdre  SC 
est  plus  grand  que  Tangle  dièdre  SB.  On  pourra  mener  dans  le 
dièdre  SC  et  par  Tarêie  SC  un  plan  CSD  qui  fasse,  avec  le 
plan  CSB,  un  angle  dièdre  égal  au  dièdre  SB.  Le  irièdre  SBCD 
ayant  deux  dièdres  égaux,  les  faces  BSD,  CSD,  opposées  à  ces 
angles,  seront  égales  (371).  Or  le  trièdre  SACD  donne 

ASC<ASD-t-DSC; 

on  aura  donc,  en  remplaçant  la  face  DSC  par  son  égale  DSB, 

ASC<ASD-fDSB    ou    ASC<ASB. 

En  rapprochant  ce  théorème  de  celui  qui  a  élc  démontré 
au  dernier  alinéa  du  n"*  371,  et  en  raisonnant  comme  au  n^  33, 
on  verra  que,  réciproquement,  si  un  angle  trièdre  a  deux 
faces  égales^  les  dièdres  opposés  à  ces  faces  sont  égaujc^  et,  si 
un  angle  trièdre  a  deux  faces  inégales,  à  la  plus  grande  face 
est  opposé  le  plus  grand  dièdre. 

THÉORÈME. 

374.  Dans  tout  angle  polyèdre  convexe,  la  somme  des  faces 
est  moindre  que  quatre  angles  droits  (fig.  228). 

En  effet,  soit  ABCDE  un  polygone  convexe  obtenu  en  cou- 
pant Tangle  polyèdre  par  un  plan  qui  rencontre  toutes  les 
arêtes  (370).  En  ajoutant  les  inégalités 

EAB<EAS4-BAS, 
ABC<ABS4-CBS, 
BCD<BCS-hDCS, 


que  fournissent  les  trièdres  A,  B,  C,  ...  (372),  on  voit  que  la 
somme  des  angles  intérieurs  du  polygone  ABCDE  est  moindre 
que  la  somme  des  angles  à  la  base  des  triangles  SAB,  SBC, 
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(CD«  . . .,  qui  ont  S  pour  sonuuet.  Or,  la  somme  des  angles 
*ant  intérieurs  qu'extérieurs  du  polygone  convexe  ABCDE  esi 
^le  à  la  somme  de  tous  les  angles  des  triangles  dont  S  est 
è  sommet  commun,  puisque  le  nombre  des  côtés  du  polygone 
Kle  nombre  des  triangles  sont  les  mêmes.  Donc,  la  somme 
les  angles  en  S  de  ces  triangles,  c'est-à-dire  la  somme  des 
Ikces  de  l'angle  polyèdre,  est  moindre  que  la  somme  des  angles 
mérieurs  du  polygone,  c'est-à-dire  moindre  que  quatre  angles 
iroils(65). 

SCOLIE. 

!  375.  Il  résulte  des  deux  théorèmes  précédents  (372,  374) 

^e,  pour  qu'on  puisse  former  un  angle  irièdre  avec  irois  faces 
nnées,  il  faut  que  la  plus  grande  face  soit  inférieure  à  la 
lomme  des  deux  autres  et  que  la  somme  des  trois  faces  soit 

Fig.  2Q9. 


noindre  que  quatre  angles  droits.  Nous  allons  prouver  que 
ces  deux  conditions  sont  suffisantes. 

Soient  (fig.  229)  ASB  la  plus  grande  face,  et  ASC,  BSC,  les 
deux  autres  faces  rabattues  dans  le  plan  de  la  première,  de 
part  et  d'autre  de  celle-ci;  SG  et  SC  sont  les  deux  droites 
provenant  du  dédoublement  de  la  troisième  arête. 

Décrivons  du  point  S  comme  centre  un  arc  de  cercle  CC  de 
rayon  arbitraire;  cet  arc  est  moindre  qu'une  circonférence, 
puisque  la  somme  des  trois  faces  données  est  inférieure  à 
qoatre  angles  droits.  Ce  et  C&  étant  les  cordes  menées  des 
points  C  et  C  perpendiculairement  aux  arêtes  SA  et  SB,  les 
arcs  AC  et  Ac  sont  égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  arcs  BC  et 
Bc';  par  suite,  la  relation 

arc  AB  <  arc  AC  -4-  arcBC, 

qui  exprime  que  la  plus  grande  face  ASB  est  inférieure  à  la 
somme  des  deux  autres,  peut  s'écrire 

arcAB<arcAc-f-arcBc'; 
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elle  montre  que  le  point  c  tombe  entre  B  et  c',  que  c'  tombe 
entre  c  et  A  et,  par  conséquent,  que  les  deux  cordes  Ce  et  Ce' 
se  croisent  en  un  point  0  intérieur  au  cercle  CC 

Élevons  au  point  0  la  perpendiculaire  OM  au  plan  ASB,  ei 
dans  le  plan  DOM  décrivons  du  point  D  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  à  DC,  un  arc  de  cercle  qui  coupera  nécessaire- 
ment la  perpendiculaire  OM,  puisque  OD  est  moindre  que  DC. 
M  étant  le  point  d'intersection,  menons  SM  :  le  trîèdre  SÂBH 
sera  formé  avec  les  trois  faces  données.  En  effet,  si  l'on 
tire  MD  et  ME,  ces  droites  seront  respectivement  perpendicu- 
laires sur  SA  et  sur  SB,  en  vertu  du  théorème  des  trois  per- 
pendiculaires; dès  lors,  les  deux  triangles  SDM,  SDC,  sont 
égaux  comme  ayant  un  angle  droit  compris  entre  deux  côtés 
égaux  chacun  à  chacun  ;  on  en  conclut  d'abord  que  la  face  ASM 
est  égale  à  la  face  donnée  ASC  et  que  l'arête  SM  est  égale 
à  se.  Les  deux  triangles  rectangles  SME,  SC^E,  ont  donc 
l'hypoténuse  égale  et  un  côté  commun,  et  leur  égalité  prouve 
que  la  face  MSB  est  égale  à  l'autre  face  donnée  BSC\ 

II.  ->  Angles  trièdres  supplémentaires  et  cas  d'égalité 
des  angles  trièdres. 

THÉORÈME. 

376.  Si  un  angle  trièdre  SA'  B'  C  est  le  trièdre  supplémentaire 
d'un  angle  trièdre  donné  SABC,  réciproquement  SABC  sera  le 
trièdre  supplémentaire  de  SA'B'C'. 

Pour  bien  comprendre  la  définition  du  trièdre  supplémen- 
taire et  l'objet  du  présent  théorème,  il  convient  de  faire  une 
remarque  (').  Par  un  point  0  d'un  plan  P,  menons  une  per- 
pendiculaire OM  à  ce  plan  et  une  oblique  ON.  Si  les  deux 
droites  OM  et  ON  sont  d'un  même  côté  du  plan  P,  l'angle  MON 
qu'elles  forment  est  aigu  [Jig.  aSo),  car  il  est  compris  dans 
l'un  des  angles  droits  MOT  ou  MOT'  que  fait  la  perpendiculaire 
OM  avec  la  trace  TOT'  du  plan  MON  sur  le  plan  P.  Si  les  deax 
droites  OM  et  ON  sont  situées  de  part  et  d'autre  du  plan  P, 
l'angle  MON  est  obtus  [Jig.  aSi),  car  il  contient  l'un  des 
angles  MOT  ou  MOT'.  Donc,  réciproquement,  suivant  que 


(')  Voir  Traité  de  GÉOHiTRie,  par  Eugène  Rouché  et  Ch.  de  Comberousse, 
4*  édition,  1879. 
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i'aDgIe  MON  est  aigu  ou  obtus,  on  peut  afQrmer  que  la  perpen- 
diculaire OM  et  l'oblique  ON  sont  d'un  même  c6ié  du  plan  P  ou 
de  part  et  d'autre  de  ce  plan. 

Cela  posé,  on  nomme  trièdre  supplémentaire  d'un  trièdre 
SABC  (fig.  23a)  un  nouveau  trièdre  SA'B'C  formé  de  la  ma- 
nière suivante. 

Par  le  sommet  S,  on  élève  une  perpendiculaire  SC  à  la 

Fîg.  a3o.  Fiff.  aSi.  Fig.  232. 
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face  ASB,  du  même  côté  que  SG  par  rapport  au  plan  de  cette 
race;  on  mène  SB'  perpendiculaire  à  la  face  ASC,  du  même  côté 
que  SB  par  rapport  au  plan  ASC,  et  l'on  trace  enfin  SA'  perpen- 
diculaire à  la  face  BSC,  du  même  côté  que  SA  par  rapport  au 
plan  BSC. 

Il  s'agit  maintenant  de  démontrer  que  le  trièdre  SABC  ré- 
sn  Ite  du  trièdre  SA'B'C,  comme  celui-ci  du  premier,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  l'arête  SC,  par  exemple,  est  perpendicu- 
laire  à  la  face  A'SB'  et  du  même  côté  que  SC  par  rapport  au 
plan  de  cette  face.  Or,  par  hypothèse,  SA'  est  perpendiculaire 
au  plan  BSC  et,  par  suite,  à  SC;  de  même,  SB' est  perpendicu- 
laire à  SC  comme  perpendiculaire  au  plan  ASC;  donc  SC  est 
perpendiculaire  au  plan  A'SB'.  De  plus,  SC'  ayant  été  mené 
perpendiculairement  au  plan  ASB  et  du  côté  de  SC,  l'angle  CSC' 
est  aigu;  par  suite,  la  perpendiculaire  SC  au  plan  A'SB'  et 
l'oblique  SC  formant  un  angle  aigu,  ces  deux  droites  sont 
situées  d'un  même  côté  par  rapport  à  ce  plan  A'SB'. 

THÉORËME. 

377.  Si  SABC  et  SX' B'C  sont  deux  trièdressupplémentairesy 
chaque  angle  dièdre  de  l'un  de  ces  trièdres  est  le  supplément 
de  la  face  qui  lui  est  opposée  dans  l'autre  [fig.  233). 

La  démonstraiion  est  fondée  sur  la  remarque  suivante  : 

Lorsque,  par  un  point  Opris  sur  l'arête  d'un  angle  dièdre  01, 
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on  élève  sur  la  face  10  A  une  perpendiculaire  OA'  du  même  eôU 
du  plan  lOA  que  la  face  lOB,  et  sur  la  face  lOB  une  perpem 
diculaire  OB'  du  même  côté  du  plan  lOB  que  la  face  lOA^ 
l'angle  A'OB'  est  le  supplément  de  l'ange  plan  AOB  qm 
mesure  le  dièdre  01  [fig>  234,  ^35). 

En  effet,  les  quatre  droites  OA ,  OB,  OA',  OB',  sont  dans  le  pla 
perpendiculaire  à  01  mené  par  0;  d'ailleurs,  OA',  perpendic 
laire  au  plan  lOA,  est  perpendiculaire  à  OA,  et  de  même  OJ 
est  perpendiculaire  sur  OB;  les  angles  AOB,  A' OB',  sont  don 
deux  angles  situés  dans  un  même  plan  et  ayant  leurs  cdtà 
perpendiculaires  chacun  à  chacun;  pour  prouver  qu'ils  soq| 


Fig.  233. 


Fig.  234. 


Fîg.  235. 


supplémentaires,  il  suffit  de  prouver  qu'ils  sont  toujour 
d'espèce  différente,  c'est-à-dire  l'un  aigu,  l'autre  obius.  0| 
cela  résulte  de  la  direction  que  l'énoncé  impose  aux  perpedii 
diculaires  OA'  et  OB'.  Car,  si  l'angle  AOB  est  aigu  {Jig.  234I 
l'angle  A'OB'  renferme  l'angle  droit  AOA'  et,  par  suite,  eS 
obtus;  si  l'angle  AOB  est  obtus  [fig.  235),  l'angle  A'OB'  es 
contenu  dans  l'angle  droit  AOA'  et,  par  suite,  est  aigu. 

Cela  posé,  revenons  aux  trièdres  supplémentaires  SABGf 
SA'B'C  [fig.  233),  ei  considérons,  par  exemple,  le  dièdre  SC*j 
La  droite  SB'  est  une  perpendiculaire  à  la  face  ASC  de  ce 
dièdre  du  côté  de  SB,  et  par  suite  du  côté  de  l'autre  face  BSC; 
de  même,  SA'  est  une  perpendiculaire  à  la  face  BSC  du  dièdrCt 
du  côié  de  la  face  ASC;  donc,  l'angle  A'SB'  est  le  supplément 
de  l'angle  qui  mesure  le  dièdre  SC  ou,  plus  brièvement,  le 
supplément  du  dièdre  SC.  On  procéderait  de  même  pour  les 
dièdres  SA  et  SB. 

Puisque  les  deux  trièdres  SABC,  SA'B'C,  se  déduisent  l'un 
de  l'autre  par  la  même  construction,  il  est  clair  que  la  pro- 
priété qui  vient  d'être  établie  pour  les  dièdres  du  premier 
s'étend  aux  dièdres  du  second. 
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Cesi  en  raison  de  celle  double  propriélé  que  les  deux 
trièdres  cm  élé  appelés  supplémentaires. 

scoLie. 

! 

I  378.  Désignons  par  a,  b,  c,  les  nombres  qui  mesurenl  les 
pces  el  par  A,  B,  C,  les  nombres  qui  mesurenl  les  angles 
iBèdres  d'un  angle  irièdre,  l'angle  droil  élanl  pris  pour  unîlé 
fangle.  Les  nombres  a!,  6',  c',  qui  mesureront  les  faces  ei 
eeux  A',  B',  C,  qui  mesureronl  les  angles  dièdres  du  Irièdre 
pplémeniaire,  seronl  donnés  par  les  formules 

û'=r:2  — A,  A'=2-—  «, 
ft'=2-B,  B'  =  2  — ft, 
c*  ==  2  —  c,       c  --  2  —  c. 

Si  Ton  connaît  une  propriélé  quelconque  d'un  angle  Irièdre. 
c'esi-à-dire  une  relation  entre  ses  éléments  a,  6,  c,  A,  B,  C, 

appliquant  celle  relation  aux  éléments  a',  b\  c',  A',  B',  C, 
a  Irièdre  supplémentaire,  puis  en  remplaçant  ces  éléments 
«fleurs  valeurs  tirées  des  formules  précédentes,  on  aura  une 
ebtion  nouvelle  enire  a,  b,  c,  A,  B,  C,  c'est-à-dire  une  nou- 
velle propriété  du  Irièdre  primitif. 

De  même,  toute  propriété  relative  à  plusieurs  trièdres  con- 
iuiraj  par  la  considération  des  trièdres  supplémentaires  des 
proposés,  à  une  propriété  nouvelle  de  ce  système  de  irièdres. 

On  conçoit  par  là  Timportance  du  théorème  précédent. 
Voici  d'ailleurs  quelques  applications  de  la  méthode  générale 
ifue  nous  venons  d'indiquer. 

379.  Nous  avons  vu  (374)  que  la  somme  des  facesd'un  irièdre 
était  toujours  comprise  entre  zéro  et  quatre  angles  droits. 
Cherchons  le  théorème  correspondant,  ou,  comme  on  dit»  le 
Aéorème  corrélatif.  Considérons  à  cet  effet  le  Irièdre  supplé- 
mentaire du  proposé;  a\  b',  c\  étant  ses  faces,  on  a 

o<a'-i  6'H-c'<4, 
Par  suite,  A,  B,  C,  étant  les  dièdres  du  trièdre  proposé,  on  a 

0<f2-A)-4-(îi-B)-f  {2-C)<4 

ou 

6>A-f-B-f-C>2. 

i5. 
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Ainsi/ la  proposition  demandée  est  la  suivante  :  Dans  tout 
trièdre,  la  somme  des  angles  dièdres  est  comprise  entre  deux 
droits  et  six  droits. 

Nous  avons  vu  encore  (372)  que,  dans  tout  trièdre,  la  plus, 
grande  face  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  :  qui 
est  le  théorème  corrélaUr? 

Soient  a',  b',  d^  les  faces  du  trièdre  supplémentaire 
trièdre  considéré,  a'  étant  la  plus  grande»  on  a 


"2 


par  suite,  si  A,  B,  C,  sont  les  dièdres  du  trièdre  proposé»  on 
aura 

2  — A<(2  — B)-f-(a  — C)    ou    A-i-2>B-î-C. 

D'ailleurs,  le  supplément  d'un  angle  diminuant  quand  cel 
angle  augmente,  A  doit  être  le  plus  petit  des  dièdres  A,  B,  C. 
puisque  a'  est  la  plus  grande  des  faces  a' y  b\  c\  Donc  enSi 
la  proposition  demandée  est  la  suivante  :  Dans  tout  trièdrà 
le  plus  petit  angle  dièdre,  augmenté  de  deux  droits,  est  plÊ 
grand  que  la  somme  des  deux  autres  dièdres,  \ 

St80.  En  résumé,  pour  qu'on  puisse  former  un  angle  trié 
avec  trois  dièdres  donnés  A,  B,  C,  il  faut  que  leur  somii 
soit  comprise  entre  deux  drpits  et  six  droits,  et  que  le  pld 
petit  augmenté  de  deux  droits  soit  supérieur  à  la  somme  dJ 
deux  autres. 

Ces  conditions  sont  suffisantes,  car,  quand  elfes  son^ 
remplies,  les  suppléments  û',  6',  c',  des  angles  donnés  A,  B,  C^ 
satisfont  aux  deux  conditions  du  n**  875.  On  peut  donc,  ave^ 
les  trois  faces  a',  6',  c',  construire  un  trièdre  et  un  seul;  puis* 
en  construisant  le  trièdre  supplémentaire  de  celui-là,  on  obtient 
le  trièdre  dont  les  dièdres  sont  les  angles  donnés  A,  B,  C. 

THÉORÈME. 
381.  Deux  angles  irièdres  sont  égaux  : 

1®  Lorsqu'ils  ont  une  face  égale  adjacente  à  deux  angles 
dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semhlablement  disposés; 

2<*  Lorsqu  *ils  ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux 
faces  égales  chacune  à  chacune  et  semhlablement  disposées; 

3®  Lorsqu'ils  ont  leurs  faces  égales  chacune  à  chacune  et 
semblablement  disposées; 


r 


4*  I^rsqu  Uls  ont  leurs  angles  dièdres  égauaa  ckaeun  à  ùàactùi 
I  ei  semblablement  disposés. 

I»  Soient  les  deux  irlèdres  SABC  eiS' A'B'C  {fig.  236).  far 
hypothèse,  la  face  ASB  est  égale  à  la  face  A'S'B\  les  angles 
llèdres  SA  et  S'A'  sont  égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  dièdres 
et  S'B'.  On  suppose  en  outre  que  la  disposition  des  élé- 
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lenis  comparés  est  la  même,  c'est-à-dire  que,  si  un  obser- 
nieur  dont  la  tête  est  en  S,  le  dos  appuyé  sur  la  face  ASB  et 
I  regard  dirigé  vers  SC,  a  Tarète  SA  à  sa  gauche  et  Tarête  SB 
sa  droite,  un  autre  observateur,  dont  la  tête  serait  en  S',  le 
dos  appuyé  sur  la  face  A' S'B'  et  le  regard  dirigé  vers  S'C, 
irait  Tarête  S'A'  à  sa  gauche  et  l'arête  S'B'  à  sa  droite. 
Sans  ces  conditions,  les  deux  trièdres  sont  égaux»  c'est-à- 
dfaa  superposables.  En  effet,  si  Ton  place  la  face  A' S'B'  sur 
i  égale  ASB,  de  façon  que  S' A'  coïncide  avec  SA  et  S'B'ayeç 
SB,  Tarête  S'C  tombe,  par  rapport  au  plan  ASB,  du  milme 
)tb{é  que  SC,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire  sur  la  disposition 
)de&  éîéiaents.  Alors,  les  dièdres  SA  et  S'A'  éiant  égaux,, le 
flanA'S'C's'appliquesurlep]anASC;demêcne,  les  dièdres  SB 
filS'B'  éunt  égaux,  le  plan  B'S'C  s'applique  sur  le  plan  BSC; 
donc  enGn,  les  arêtes  S' G'  et  SC  se  confondent,  e\  les  d^ux 
trièdres  coïncidente 

2*  Le  second  cas  résulte  du  précédent,  dont  il  est  le  corré- 
latif (379).  En  effet,  les  deux  trièdres  supplémentaires  des 
proposés  ont  une  face  égale  adjacente  à  deux  dièdres  respecti- 
vement égaux  et  semblablement  disposés;  ils  sont  donc  super- 
posables, et,  par  suite,  il  en  est  de  même  des  trièdres  primitifs, 
i^ailleurs,  la  démonstration  directe  n'offre  aucune  difficulté; 
on  voit,  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent  (i*),  que 
la  superposition  est  possible  si,  conformément  à  l'hypothèse, 
la  disposition  des  éléments  est  la  même. 
3*  Pour  le  troisième  cas,  on  pourrait  suivre  la  méthode 
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de  réduction  à  l'absurde,  en  étendant  aux  angles  trîèdres  les  \ 
propositions  démontrées  pour  les  triangles  aux  n"*  38  et  39. 

Voici  d'ailleurs  une  démonstration  directe  très  simple  : 

Prenons  (Jlg.  287)  sur  les  arêtes  du  premier  trièdre  de 
longueurs  SA  —  SB  =:.  SC.  Prenons  aussi  sur  les  arêtes  dq 
second  trièdre  des  longueurs  S'A',  S'B',  S'C,  égales  enln 
elles  et  à  SA.  Formons  ensuite  les  triangles  ABC,  A'B'C.  Le 
six  triangles  isocèles  déterminés  ASB,  A'S'B',  ASC,  A'S'C',^ 
BSC,  B'S'C,  sont  égaux  deux  à  deux  comme  ayant  un  angle 
égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  :  on  en  conclut  i'égaiiti 
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des  côtés  AB  et  A'  B',  AC  et  A'  C,  BC  et  B'  C,  c'est-a-dire  Tégalilé 
des  triangles  ABC,  A'B'C.  Abaissons  du  point  S  la  perpendi* 
culaire  SO  sur  le  plan  ABC;  les  trois  obliques  SA,  SB,  SC»| 
étant  égales,  le  point  0  est  le  centre  du  cercle  circonscril  au 
triangle  ABC  (304).  Si  Ton  abaisse  de  même  S'O'  perpendicu- 
laire sur  le  pian  A'B'C,  le  point  (y  est  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  A'B'C.  Si  Ton  transporte  alors  le  triangle 
A'B'C  sur  son  égal  ABC,  le  point  0'  tombe  au  point  0  etb 
droite  O'S'  prend  la  direction  OS,  Mais  les  deux  triangles  rec- 
tangles SAO,  S'A'O',  sont  égaux  comme  ayant  l'hypoténuse 
égale  et  un  côté  de  l'angle  droit  égal  (OA=:0'A').  Il  en 
résulte  0'S'  =  OS,  le  sommet  S'  se  confond  avec  le  sommet  S. 
et  les  deux  angles  trièdres  ayant  les  mêmes  arêtes  coTncidenl. 

4"  Le  dernier  cas  résulte  du  précédent,  dont  il  est  le  corré- 
laiif.  En  effet,  les  deux  trièdres  supplémentaires  des  proposés 
ont  leurs  faces  respectivement  égales  et  semblablement  dispo- 
sées; ils  sont  donc  superposables,  et,  par  suite,  il  en  est  de 
même  des  trièdres  primitifs. 
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SGOLIE. 

382.  Si,  dans  chacun  des  quatre  cas  examinés,  la  disposition 
des  éléments  égaux  était  différente  dans  les  deux  trièdres,  il 
n'y  aurait  plus  égalité,  mais  seulement  symétrie.  En  effet, 
soient  T  et  T'  les  deux  trièdres  proposés,  et  Tj  le  symétrique 
de  T,  c'est-à-dire  celui  que  Ton  déduit  de  T  en  prolongeant 
ses  arêtes  au  delà  du  sommet  (^^.2^4).  Les  trièdres  T  et  Tj 
ont  leurs  éléments  égaux  et  Inversement  disposés;  par  suiie, 
comme  T  et  T'  remplissent  par  hypothèse  toutes  les  con- 
ditions de  l'un  des  cas  d'égalité,  sauf  celle  relative  à  la  dispo- 
sition des  parties  égales»  les  trièdres  T'  et  Ti  satisferont  à 
toutes  les  conditions  de  ce  cas  d'égalité  :  ils  seront  donc 
superposables,  d'où  l'on  voit  que  T'  est  superposable  au 
symétrique  de  T. 

383.  On  a  pu  se  rendre  suffisamment  compte,  dans  le  cou- 
rant de  ce  paragraphe,  de  l'analogie  entre  certaines  propriétés 
des  trièdres  et  des  triangles  rectilignes.  Il  importe  toutefois 
d'observer,  en  terminant,  que,  si  à  toute  propriété  des 
triangles  répond  une  propriété  des  trièdres,  la  réciproque 
n'est  pas  vraie;  par  exemple,  tandis  que  l'égalité  des  angles 
dièdres  de  deux  trièdres  entratne  l'égalité  de  leurs  faces, 
l'égalité  des  angles  de  deux  triangles  n'entratne  que  la  pro- 
portionnalité de  leurs  côtés. 

THÉORÈME. 

384.  Deux  angles  polyèdres  de  même  espèce  sont  égaux 
lorsque  y  sauf  une  face  et  les  deux  dièdres  adjacentSy  tous  leurs 
autres  éléments  sont  égaux  chacun  à  chacun  et  semblablement 
disposés. 

La  superposition  s'opère  en  effet  directement  et  de  proche 
en  proche,  les  faces  qui  comprennent  celle  qui  est  exceptée 
sur  les  deux  angles  polyèdres  arrivant  nécessairement  à  coïn- 
cider deux  à  deux. 

Lorsque  les  éléments  égaux  se  succèdent  en  ordre  inverse 
dans  les  deux  angles  polyèdres,  le  second  est  évidemment  égal 
au  symétrique  du  premier  (371). 

On  voit,  par  ce  théorème,  qu'un  angle  polyèdre  de  n  faces 
est  déterminé  par  n  —  i  faces  et  n  — 2  angles  dièdres.  La 
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détermination  d'un  pareil  angle  polyèdre  exige  donc  2/1—3 
conditions. 


III.  —  Exercices  et  questions  complémentaires. 

PROBLÈME. 

385.  Trouver  le  lieu  geométritjue  des  points  également  distanis  des 
trois  faces  d'un  angle  trièdre. 

Nous  avons  déjà  remarqué  (359)  que  le  lieu  géométrique  des  points 
qui,  situés  à  l'intérieur  d'un  angle  dièdre,  sont  équidistants  de  ses  faces, 
est  le  plan  bissecteur  de  ce  dièdre.  On  peut  d'ailleurs  le  démontrer  comme 
il  suit. 
Soient  {fg.  238)  MAB,  NAB,  deux  plans  dont  Tintersection  est  AB; 
soit  0  un  point  du  lieu.  Abaissons  de  ce  pointeur 
les  deux  plans  les  perpendiculaires  OC  et  OD  :  elles 
déterminent  un  plan  perpendiculaire  à  Taréte  ABan 
point  I  (315, 317).  Les  deux  triangles  rectangles  CCI, 
ODI,  sont  égaux  comme  ayant  l'hypoténuse  01  com- 
mune et  un  côté  de  l'angle  droit  égal  (OC  =  OD). 
Par  suite,  il  en  est  de  môme  des  angles  CIO  et  DIO. 
Si  l'on  mène  par  la  droite  10  et  Tarète  AB  un  plan 
PAB)  ce  plan  partage  Tangle  dièdre  MABN  en  deux 
parties  égales,  puisque  les  angles  plans  CIO,  DIO, 
mesurent  respectivement  les  dièdres  MABP,  PABN  (305).  Le  lieu 
cherché  se  confond  donc  bien  avec  le  plan  bissecteur  de  Tangle  dièdre 
proposé. 

Si  l'on  prolonge  maintenant  les  faces  de  l'angle  dièdre  MABN  au  delà 
de  l'arête  AB,  on  forme  autour  de  AB  quatre  angles  dièdres,  deux  à  deux 
opposés  par  le  sommet  et  deux  à  deux  supplémentaires.  Le  lieu  des  points 
de  l'espace  également  distants  des  deux  plans  donnés  prolongés  au  delà 
de  AB  se  compose  alors  évidemment,  d'après  ce  qui  précède,  des  plans 
bissecteurs,  perpendiculaires  entre  eux  et  prolongés  au  delà  de  AB,  de 
deux  de  ces  angles  supplémentaires. 

Cela  posé,  considérons  un  angle  trièdre  SABC.  D'après  ce  que  nous 
venons  de  dire,  le  lieu  des  points  qui,  situés  à  l'intérieur  de  cet  angle 
trièdre,  sont  à  égale  distance  de  ses  trois  faces,  est  l'intersection  com- 
mune des  plans  bissecteurs  des  trois  dièdres  SA,  SB,  SC.  En  effet,  l'in- 
tersection des  deux  premiers  plans  bissecteurs,  ayant  tous  ses  points  à 
égale  distance  des  trois  faces,  appartient  nécessairement  au  troisième 
plan  bissecteur. 
Mais,  en  prolongeant  les  arêtes  de  l'angle  trièdre  donné  au  delà  de  son 
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t  s,  on  forme  autour  de  S  hait  angles  trièdres  deux  à  deux  symé- 
triques (371  )  ;  car,  deux  des  faces  prolongées  du  trtèdre  formant,  comme 
OB  Tient  de  le  voir,  quatre  angles  dièdres,  la  troisième  face  constitue  dans 
chacon  de  ces  dièdres  deux  angles  trièdres.  Le  lieu  des  points  de  Tespaoe 
équidislants  des  trois  plans  donnés  Â5B^  IfôC,  GSÂ,  supposés  prolongés 
ndéfiniment,  est  donc  composé  de  buit  droites  passant  par  le  point  S  et 
âtoées  à  V intérieur  de  chacun  des  huit  angles  trièdres  indiqués.  Il  est 
dair  d'ailleurs  que  les  deux  droites  qui  répondent  à  deux  angles  trièdres 
symétriques  sont  en  prolongement  Tune  de  Tautre.  Le  lieu  cherclié  se 
compose  donc,  en  réalité,  de  quatre  droites^  une  intérieure^  les  trois 
autres  extérieures  à  V angle  trièdre  donné  SâBC,  et  concourant  au  sont' 
mets, 

,  Les  trois  droites  extérieures  représentent  respectivement  Tintersection 
commune  du  plan  bissecteur  d'un  dièdre  intérieur  au  trièdre  donné  avec 
,les  plans  bissecteurs  de  deux  dièdres  extérieurs  à  ce  même  tnèdre  et 
D<m  adjacents  au  dièdre  intérieur  considéré. 

PROBLÈME. 

386.  Trouper  le  lieu  géométrique  des  /joints  également  distants  des 
trois  arêtes  d'un  angle  trièdre. 

Nous  commencerons  par  chercher  le  lieu  des  points  de  l'espace  égale- 
ment distants  des  côtés  d'un  angle  donné. 

Soient  BAC  l'angle  donné  et  0  un  point  du  lieu  (fig.  239).  Abaissons  de 
C8  point  OM  perpendiculaire  sur  le  plan  BAC.  Du 
piedM  de  cette  perpendiculaire,  menons  sur  les  côtés  '^' 

de  l'angle  donné  les  perpendiculaires  MP,MQ;  puis, 
joignons  OP  et  OQ.  Les  droites  OP  et  OQ,  repré- 
sentant les  distances  du  point  0  aux  côtés  AB  et 
AC(307),  sont  égales  par  hypothèse.  Les  triangles 
rectangles  OMP,  OMQ,  sont  donc  aussi  égaux,  et  l'on 
a  MP  =  MQ,  c'est-à-dire  que  le  point  M  appartient 
à  la  bissectrice  de  l'angle  BAC.  Les  perpendiculaires 
abaissées  des  points  du  lieu  sur  le  plan  BAC  ayant  leurs  pieds  sur  la 
bissectrice  AM,  le  lieu  demandé  est  le  plan  conduit  perpendiculaire- 
ment au  plan  BAC  par  cette  même  bissectrice. 

Si  l'on  regarde  les  côtés  de  l'angle  BAC  comme  indéfiniment  prolongés, 
le  lien  se  compose  de  deux  plans  distincts  menés  par  les  bissectrices  des 
angles  supplémentaires  formés  par  ces  côtés.  Ces  plans  sont  perpendicu- 
laires entre  eux,  car  leur  angle  dièdre  est  précisément  mesuré  par  l'angle 
des  bissectrices  des  deux  angles  supplémentaires. 

Cela  posé,  considérons  un  angle  trièdre  SABC.  D  après  ce  qu'on  vient 
de  dire,  le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistanls  des  deux  arêtes  SA  et 
SB  indéfiniment  prolongées,  se  compose  des  deux  plans  menés  perpen- 
diculairement à  la  face  ASB  par  les  bissectrices  des  angles  supplémen- 
^res  formés  par  ces  deux  arêtes.  De  même,  le  lieu  des  points  de  l'espace 
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équidistants  des  deux  arôtos  SB  et  SG,  aussi  prolongées,  se  compose  de 
deux  autres  pians  menés  perpendicolairement  à  la  face  BSC  par  les  bisseo- 
trices  des  angles  supplémentaires  formés  par  ces  deux  arêtes.  Le  lien 
cherché  est  donc  formé  par  les  intersections  mutuelles  des  quatre  plans 
indiqués,  qui  se  croisent  au  point  S,  les  deux  premiers  devant  ôtre 
combinés  successivement  avec  les  deux  autres.  Le  bea  géométrique  ties 
points  de  l'espace  équidistants  des  trois  arêtes  du  trièdre  SABC  se  com^ 
pose,  par  suite,  de  quatre  droites  concourant  au  sommet  S. 

THÉORÈME. 

387.  Démontrer  que  les  plans  menés  perpendiculairement  aux  faces 
d'un  angle  trièdre  par  les  arêtes  opi)osées  à  ces  faces ^  se  croisent  sui^ 
vant  une  même  droite  {fig,  240). 

Soit  Tangle  trièdre  SÂBC.  Menons  par  Tarète  SA  le  plan  AStf ,  perpen- 
diculaire sur  la  face  BSC  et,  par  Tarôte  SB,  le  plan  BS6,  perpendiculaire 
sur  la  face  ASC.  Par  un  point  quelconque  C  de  la  troisième  arête,  abais- 
sons CB  perpendiculaire  sur  Sa,  CA  perpendiculaire  sur  S^,  et  joignons 
les  points  A  et  B.  La  droite  CB  étant,  dans  le  plan  BSC,  perpendiculaire 
sur  Tintersection  Sa  de  ce  môme  plan  et  du  plan  AS/?,  qui  lui  est  perpen- 
i\  iculaire,  est  perpendiculaire  au  plan  ASa  (362) ,  et  par  sui  te  à  A  a.  On  prouve 
de  la  même  manière  que  CA  est  perpendiculaire  sur  B^.  Aa  et  B^  sont  donc 


deux  hauteurs  du  triangle  ABC,  et  leur  poin  t  d*interseclion  0  appartient  à  la 
troisième  hauteur  Ce  de  ce  triangle  (81).  Le  plan  ABC  étant  à  la  fois  perpen- 
diculaire aux  plans  AS«,  BSô,  comme  contenant  deux  droites  perpendicu- 
laires à  ces  pians  (363) ,  est  aussi  perpendiculaire  à  leur  intersection  SO  (387). 
Dès  lors,  en  vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires,  AB,  perpendi- 
culaire à  Cr,  Test  aussi  à  Se,  c'est-à-dire  au  plan  CSi?  de  ces  deux  droites. 
Ce  plan  est  donc  le  troisième  plan  mené  perpenJiculairemant  par  l'arête  SC 
sur  la  face  ÂSB,  et  la  proposition  énoncée  est  démontrée. 


I 


388.  Détfiontrer  que  les  plans  menés  par  la  arêtes  d'un  angle  trièdre  et 
Us  bissectrices  des  faces  opposées  à  ces  arêtes  se  croisent  suivant  une 
Uiéme  droiie  {Jig,  24  0  • 

Prenons    sur  les  arêtes  de  l'angle   trièdre   trois  longueurs  égales 

A  —  SB  -  -  se,  de  manière  à  former  les  triangles  isocèles  SAB,  SAC,  SBC. 

bissectrices  des  angles  au  sommet  de  ces  triangles  isocèles  passeront 

r  les  milieux  des  bases  de  ces  mêmes  triangles,  c'est-à-dire  par  les 
nilieux  des  côtés  du  triangle  ABC.  Les  médianes  AD,  BE,  CF,  de  ce 
triangle,  se  coupant  en  un  même  point  0  (84),  les  trois  pians  ASD,  BSE, 
)SF,  se  coupent  suivant  la  môme  droite  SO. 
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389.  Un  corps  terminé  par  une  surface  fermée  de  forme 
quelconque  occupe  une  certaine  portion  limitée  de  l'espace 
qui  constitue  ce  qu'on  appelle  son  volume  (2), 

Les  volumes  de  deux  corps  sont  égaux  (7)  lorsqu'on  peut 
les  placer  exactement  Tun  dans  l'autre»  c'est-à-dire  les  faire 
coïncider. 

Ajouter  les  volumes  de  plusieurs  corps,  c'est  les  disposer 
à  la  suite  les  uns  des  autres,  dans  un  ordre  d'ailleurs  quel- 
conque» de  manière  qu'ils  n'aient  aucune  partie  intérieure 
commune  et  qu'ils  ne  se  relient  que  par  certaines  portions 
de  leurs  surfaces. 

Si  un  volume  A  est  ainsi  la  somme  de  deux  volumes  B  et  G, 
le  volume  C,  à  son  tour,  est  la  différence  des  deux  volumes 
AetB. 

390.  Mesurer  un  volume  limité»  c'est  trouver  son  rapport  à 
un  autre  volume  limité  pris  pour  unité. 

Deux  volumes  limités  peuvent  n'être  pas  superposables  et 
contenir  cependant  le  même  nombre  d'unités  de  volume.  On 
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dit  alors  que  ces  deux  volumes  sont  équivalents  (7).  Par 
exemple,  si  Ton  ajoute  trois  volumes  quelconques  Â,  B,  C, 
d'abord  dans  Tordre  ABC,  puis  dans  l'ordre  ÂCB,  puis  enfin 
dans  Tordre  CAB,  les  volumes  sommes  obtenus  ne  sont  pas, 
en  général,  superposables;  mais  ils  renferment  évidemmeni 
le  même  nombre  d'unités  de  volume  et  sont  équivalents. 

Si,  à  des  volumes  équivalents,  on  ajoute  ou  Ton  retranche 
d'autres  volumes  équivalents,  les  sommes  ou  les  différences 
ainsi  formées  sont  encore  équivalentes.  De  même,  si  Ton 
divise  deux  volumes  équivalents  en  un  même  nombre  de 
parties  équivalentes,  les  parties  du  premier  sont  équivalentes 
à  celles  du  second. 

391.  Le  problème  de  la  mesure  des  volumes  limités  pré- 
sente, comme  celui  delà  mesure  des  aires  des  surfaces  planes 
limitées  (241),  un  caractère  particulier,  à  cause  de  la  difficulté 
de  porter  à  Tintérieur  du  volume  considéré,  pour  effectuer  la 
comparaison  nécessaire,  le  volume  choisi  pour  unité.  On  ne 
peut  donc  résoudre  ce  problème  directement  que  dans  un 
très  petit  nombre  de  cas  simples.  Mais,  une  fois  ces  solutions 
obtenues,  les  considérations  d'équivalence  et  la  théorie  des 
limites  permettent  de  passer  à  des  cas  plus  compliqués. 

Nous  indiquerons  d'abord  les  définitions  suivantes. 

392.  On  appelle  po//èû?re  tout  corps  terminé  de  toutes  parts 
par  des  plans. 

Ces  plans,  en  se  limitant  mutuellement,  déterminent  les 
arêtes,  les  faces  et  les  sommets  du  polyèdre.  Les  angles 
dièdres  etpolyèdresforméspar  les  faces  sont  les  angles  dièdres 
et  polyèdres  de  la  figure.  Le  polyèdre  a  pour  diagonales  les 
droites  qui  unissent  deux  sommets  quelconques  non  situés 
sur  une  même  face. 

On  a  donné  des  noms  particuliers  à  certains  polyèdres 
d'après  le  nombre  de  leurs  faces.  Ainsi,  tout  polyèdre  ayant 
quatre  faces  est  un  tétraèdre.  Les  noms  hexaèdre,  octaèdre, 
dodécaèdre,  icosaèdre,  correspondent  aux  polyèdres  de  six, 
huit>  douze,  vingt  faces. 

393.  Un  polyèdre  est  convexe  lorsqu'il  reste  tout  entier 
d'un  même  côté  de  chacune  de  ses  faces  prolongées  indéfi- 
niment. 
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Une  droite  quelconque  ne  peut  rencontrer  la  surface  d'un 
polyèdre  convexe  en  plus  de  deux  points^  car  loul  plan  mené 
suivant  celle  droite  rencontre  nécessairement  la  surface  du 
polyèdre  suivant  un  polygone  convexe  (62),  dont  le  contour 
a,  avec  la  droite  donnée,  les  mêmes  points  d'intersection  que 
h  surface  du  polyèdre. 

Dans  ce  qui  suit,  il  ne  s'agira  que  de  polyèdres  convexes. 

394.  Parmi  les  polyèdres,  on  distingue  le  prisme  et  la  pyra- 
mide. Nous  considérerons  d'abord  le  prisme. 

Le  prisme  est  un  polyèdre  compris  sous  plusieurs  plans 
parallélogrammes  réunis  entre  eux  par  deux  faces  opposées 
égales  et  parallèles. 
On  construit  un  prisme  de  la  manière  suivante  : 
Soit  [Jig.  243)  ÂBCDE  un  polygone  plan  quelconque.  Parle 
sommet  A,  menons  extérieurement  au   plan 
de  ce  polygone  la  droite  AF  et,  par  le  point  '^'  ^^^* 

F,  un  plan  parallèle  au  plan  ABCDE;  puis,  f.^^"'^ 

par  les  sommets  B,  C,  D,  E,  traçons,  jusqu'à  /\  -  w' 

b  rencontre  du  plan  mené  par  le  point  F,  les  /  ^]T^/ 

droites  BG,  CH,  DI,  EK,  parallèles  à  AF.  Ces        /   Ij^  /  / 
droites  sont  toutes  égales  à  AF(329,  2»);  toutes     kL^p.:/J 
les  faces  ABGF,  BCHG,  CPIH , . . . ,  sont  donc  des        Y"^'' 
parallélogrammes.  De  plus,  les  deux  polygones 
parallèles  ABCDE,  FGHIK,  sont  égaux,  comme  ayant  leurs 
côtés  égaux  et  parallèles.   Le  polyèdre  obtenu  est  donc  un 
prisme. 

395.  Si  la  droite  AF  est  perpendiculaire  au  plan  ABCDE,  le 
prisme  est  droit;  sinon,  il  est  oblique. 

Les  droites  AF,  BG,  CH,  . . .,  sont  les  arêtes  latérales  du 
prisme,  et  la  somme  des  faces  parallélogrammes  ABGE, 
BCHG,  . . .,  forme  son  aire  latérale. 

Le  prisme  a  pour  bases  les  deux  polygones  égaux  et  paral- 
lèles ABCDE,  FGHIK,  et  sa  hauteur  est  la  distance  des  plans 
de  ses  deux  bases. 

396.  Dans  un  prisme  droit,  chaque  arête  latérale  est  égale 
à  la  hauteur.  Les  faces  latérales  d'un  prisme  droit  sont  des 
rectangles. 

Dans  un  prisme  oblique,  la  hauteur  est  moindre  que  l'arête 

latérale. 
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Un  prisme  régulier  est  un  prisnoe  droit  qui  a  pour  bases  des 
polygones  réguliers. 

397.  Suivant  que  les  bases  d'un  prisme  sont  des  triangles, 
des  quadrilatères,  des  pentagones,  des  hexagones,  etc.,  le 
prisme  est  dit  triangulaire^  quadrcngulaire,  pentagonal, 
hexagonaly  etc. 

398.  Parmi  les  prismes  quadrangulaires,  on  distingue  celui 
qui  a  pour  bases  des  parallélogrammes,  et  on  lui  donne  le 
nom  àe  parallélipipède.  Toutes  les  faces  d'un  parallélipipède 
sont  des  parallélogrammes  [Jig,  2^3). 

Un  parallélipipède  peut  être  droit  ou  oblique  (396). 
Parmi  les  parallélipipèdes  droits,  on  distingue  le  paralléli- 
pipède rectangle,  dont  les  bases  sont  des  rectangles.  Toutes 
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les  races  d'un  parallélipipède  rectangle  sont  des  rectangles  ' 

(Jig-  ^44).  I 

On  nomme  cube  le  parallélipipède  rectangle  dont  les  bases  ' 
et  les  faces  latérales  sont  des  carrés,  nécessairement  égaux  j 
if  g.  '45).  ' 

On  remarquera  que,  la  perspective  déformant  les  angles,  la 
fig.  244  représente  aussi  bien  un  parallélipipède  droit  qu'un 
parallélipipède  rectangle. 

399.  De  même  qu'on  appelle  dimensions  d'un  rectangle  les 
longueurs  de  deux  côtés  adjacents,  on  appelle  dimensions 
d'un  parallélipipède  rectangle  les  longueurs  de  trois  arêies 
contîguës,  c'est-à-dire  pariant  d'un  même  sommet.  Le  paral- 
lélipipède rectangle  AG  [fg.  244)  a  pour  dimensions  les  lon- 
gueurs des  arêtes  ÂB,  AD,  AE. 

MO.  L'unité  de  volume  est,  en  général, /^  cube  conshuii  sur 
l'unité  de  longueur,  c'est-à-dire 'le  mètre  cube. 
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Par  conséquent,  évaluer  le  volume  d'un  corps,  c'est  cher- 
{  cher  combien  ce  volume  renferme  de  mètres  cubes  et  de 
subdivisions  du  mètre  cube. 


II.  —  Théorèmes  généraux  relatifs  an  prisme. 

THÉORÈME. 

Wl.  Les  faces  opposées  d'un  parallélipipède  sont  égales  et 
parallèles. 

Soit  [fg.  3146)  le  parallélipipède  AG.Ses  bases  ABCD,  EFGH, 
sont,  par déflnition, des  parallélogrammes 
égaux  et  parallèles.  Il  faut  donc  prouver  ^^s*  ^^^' 

seulement  que  deux  faces  latérales  op- 
posées, ADHE  et  BCGF  par  exemple, 
remplissent  la  même  condition.  Or,  AD 
et  BC  sont  égaux  et  parallèles  comme 
côtés  opposés  du  parallélogramme  ABCD  ; 
A£  et  BF  sont  aussi  égaux  et  parallèles 
comme  côtés  opposés  du  parallélogramme  ABFE.  Par  suite, 
les  deux  angles  DAE  et  CBF  sont  égaux,  et  leurs  plans  sont 
parallèles.  Les  deux  parallélogrammes  ADHE,  BCGF,  sont  donc 
égaux  et  parallèles. 

Corollaires. 

i02.  Le  parallélipipède  étant  un  prisme  compris  sous  six 
fices  parallélogrammes  dont  les  opposées  sont  égales  et  pa- 
rallèles, on  peut  prendre  pour  bases  d'un  parallélipipède  deux 
faces  opposées  quelconques  (394-). 

W3.  Tout  plan  qui  rencontre  deux  faces  opposées  d'un  pa- 
rallélipipède le  coupe  suivant  un  parallélogramme.  Soil  le 
plan  IKLM  (fig,  246)  qui  rencontre  les  deux  faces  opposées 
ADHE  et  BCGF  du  parallélipipède  AG.  Les  côtés  opposés  de  la 
section  IKLM  étant  parallèles  comme  intersections  de  deux 
plans  parallèles  coupés  par  un  troisième,  cette  section  est  un 
parallélogramme. 

8C0LIE. 

M4.  Pour  construire  un  parallélipipède  sur  trois  droites 
données  AB,  AD,  AE,  partant  d'un  même  point  A  et  non  si- 
De  C.  —  Cours.  II.  16 
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inées  dans  un  même  plan  (Jig.  246],  il  suffit  de  mener  par 
rexirémité  non  commune  de  chacune  de  ces  droites  un  plan 
parallèle  au  plan  des  deux  autres.  Ainsi,  par  le  point  E,  on 
conduira  un  plan  parallèle  au  plan  BAD,  par  le  point  D  un  plan 
parallèle  au  plan  BÂE,  par  le  point  B  un  plan  parallèle  au 
plan  DAE.  Le  polyèdre  compris  sous  les  six  plans  considérés 
sera  un  parallélipipède. 

THÉORÈME. 

405.  Dans  un  parallélipipède ^  les  quatre  diagonales  se. 
coupent  mutuellement  en  parties  égales. 

Considérons  le  parallélépipède  AG  et  les  deux  diagonales 
BH  et  DF  (Jig.  247}.  Les  arêtes  lalé- 
Fi&- 347-   ^  raies  BF,DH,  étant  égales  et  parallèles, 

la  figure  BDHF  est  un  parallélogramme 
dont  les  diagonales  BH  et  DF  soni 
inégales  et  se  coupent  mutuellement 
en  parties  égales  au  point  0  (71). 
Considérons  les  deux  diagonales  DF 
et  AG.  Les  arêtes  AD  et  FG  étant  égales 
et  parallèles,  la  figure  ADGF  est  un  parallélogramme  dont  les 
diagonales  DF  et  AG  se  coupent  mutuellement  en  parties 
égales  :  le  point  0,  étant  déjà  le  milieu  de  DF,  est  aussi  le 
milieu  de  AG;  on  prouverait  de  même  qu'il  est  le  milieu  delà 
quatrième  diagonale  CE  du  parallélipipède. 

COROLLAIRES. 

406.  Si  le  parallélipipède  devient  rectangle,  les  parallélo- 
grammes que  nous  venons  de  considérer  se  transforment  en 
rectangles,  et  leurs  diagonales  deviennent  égales.  Les  quatre 
diagonales  d'un  parallélipipède  rectangle  sont  donc  égales, 

107.  Le  point  0  est  appelé  le  centre  du  parallélipipède  AG, 
parce  que  toute  droite  limitée  à  la  surface  du  parallélipipède 
et  passant  par  ce  point  y  est  partagée  en  deux  parties  égales  : 
c'est  ce  que  les  deux  triangles  AOK,  GOL,  prouvent  immédia- 
tement. 

408.  Dans  tout  parallélipipède,  la  somme  des  carrés  des 
fmtËtre  diagonales  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  douze 
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Les  parallélogrammes  ACGE,  BDHF,  permettent  de  poser 
•'175) 

AG«-f-  CE*=  2AE«-+-  2ACS 

^Si  l'on  ajoute  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  et  si  Ton 
I  remarque  que  BF  =  AE,  il  vient 

AG*  H-  BH«  -f-  CE»  +  DF*  =  4 AE»  +  2  (  AC«  +  BD») . 
Mais  le  parallélogramme  ABCD  donne 

AC*-f-  BD»=:  2AB«-4-  2AD». 
£0  substituant,  on  a  donc      f> 

AG«  -h  BH*  4-  CE*  4-  DF*  =  4 AE«  -f-  4 AB«  -t-  4  AD«. 


!'  409.  SI  le  parallélipipède  est  rectangle,  ses  diagonales  sont 
régales  (406)  et  le  premier  membre  se  réduit  à  4AG».  En  divl- 
^sant  par  4>  on  obtient  donc 

^  AG*  =  AE*+AB»-hAD*, 

Ainsi,  dans  tout  parallélipipède  rectangle,  le  carré  d'une 
^diagonale  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  trois  arêtes  qui 
^partent  d'un  même  sommet.  Cette  relation  est  facile  à  démon- 
trer directement.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

!  410.  Si  le  parallélipipède  rectangle  devient  un  cube,  toutes 
les  arêtes  sont  égales,  et  Ton  a  AG*=  3  AE»  ou  AG  =  AE  v'S. 
Ainsi,  le  carré  de  la  diagonale  d'un  cube  est  égal  au  triple 
carré  de  son  arête.  La  diagonale  d*un  cube  est  donc  le  côté  du 
triangle  équilatéral  inscrit  dans  un  cercle  ayant  pour  rayon 
Tarêie  du  cube. 

THËORËME. 

411.  Les  sections  faites  dans  un  prisme  par  deux  plans  pa- 
rallèles sont  deux  polygones  égaux* 

Soient  {Jig.  248)  le  prisme  AH  et  les  sections  LMNOP, 
QRSTU,  faites  par  deux  plans  parallèles.  Les  côtés  de  ces 
sections  sont  deux  à  deux  parallèles,  comme  Intersections  de 
deux  plans  parallèles  coupés  par  un  troisième,  et  égaux, 
comme  parallèles  comprises  entre  parallèles.  Les  deux  poly- 

16. 
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gones  obtenus  onl  donc  à  la  fois  leurs  angles  égaux  et  leurs 
côtés  égaux. 

COROLLAIRE. 

ki2.  Lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à  la  base  du  prisme, 
la  section  obtenue  est  égale  à  cette  base. 

En  supposant  les  arêtes  latérales  du  prisme  prolongées  au 
delà  des  bases,  la  démonstration  précédente  s'applique,  que 
les  sections  soient  intérieures  ou  extérieures  au  prisme,  et 
même  lorsqu'elles  sont  en  partie  intérieures  et  en  partie  exté- 


Fig.  2/59. 


rieures.  II  suffit  que  les  plans  sécants  rencontrent  toutes  les 
arêtes  latérales. 

SCOLIE. 

413.  On  appelle  section  droite  d'un  prisme  la  section  déter- 
minée dans  ce  prisme  par  un  plan  perpendiculaire  à  ses  arêtes 
latérales. 

414-.  Si  l'on  détache  une  portion  d'un  prisme  par  un  plan 
incliné  à  sa  base,  le  polyèdre  restant  est  un  prisme  tronqué. 
La  section  obtenue  est  la  base  supérieure  du  tronc  de  prisme. 

in.  —  Aire  et  volnine  du  prisme. 

THÉORÈlViE. 

415.  L'aire  latérale  d^un  prisme  a  pour  mesure  le  produit  \ 
du  périmètre  de  sa  section  droite  par  son  arête  latérale. 

Soient  (^g.  249)  le  prisme  AH  et  sa  section  droite  LMNOP. 
Les  côtés  de  cette  section  droite  sont  les  hauteurs  des  pa- 
rallélogrammes qui  forment  Taire  latérale  du  prisme,  et  ces 
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parallélogrammes  ont  pour  bases  égales  les  arêtes  latérales  du 
polyèdre.  La  somme  de  leurs  mesures  sera  donc 

AF.LM  +  BG.MN-T-... -hKE.pl 

=  AF(LM-4-MN-f-...4-PL)- 

CO&OLLAIIB. 

^16.  Si  le  prisme  est  droit,  sa  section  droite  est  égale  à  sa 
base  et  son  arête  latérale  à  sa  hauteur  (412,  396).  L'aire  laté- 
rale d* un  prisme  droit  a  donc  pour  mesute  le  produit  du  péri- 
mètre de  sa  base  par  sa  hauteur» 

SGOLIB. 

U7.  £n  ajoutant  à  Taire  latérale  d'un  prisme  deux  fois  Taire 
de  sa  base,  on  obtient  son  aire  totale. 

THÉORÈME. 

418.  Deux  prismes  droits  de  même  base  et  de  même  hau- 
teur sont  égaux* 

Car,  si  Ton  fait  coïncider  les  bases  inférieures  de  ces  prismes, 
lears  arêtes  latérales  prendront  deux  à  deux  la  même  direc* 
tioD  (327),  et,  comme  elles  sont  égales  à  la  hauteur  donnée, 
les  bases  supérieures  des  deux  prismes  coïncideront  aussi. 

SGOLIB. 

419.  La  démonstration  précédente  s'applique  au  cas  de  deux 
prismes  droits  tronqués  de  même  base,  lorsque  leurs  arêtes 
latérales  sont  égales  deux  à  deux. 

THÉORÈME. 

420.  Tout  prisme  oblique  est  équivalent  au  prisme  droit 
ayant  pour  base  la  section  droite  du  prisme  oblique  et  pour 
hauteur  son  arête  latérale. 

Soit  [fig.  1S0]  le  prisme  oblique  ABCDEFGHIK  ou  AH.  Par 
an  point  G'  de  Tarêie  BG,  menons  la  section  droite  F' G'  H'TK^ 
Prolongeons  Tarête  BG  au-dessous  de  la  base  ABCDE  d'une 
longueur  BB'=  GG',  et  par  le  point  B'  menons  un  plan  paral- 
lèle au  plan  de  la  section  droite.  Les  intersections  de  ce  plan 
avec  les  arêtes  latérales  du  prisme  prolongées  détermineront 
an  polygone  A'B'C'D'F  égal  (412)  au  polygone  F'G'HTK'. 
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»e  A'B'CD'E'FG'ff  FK'  ou  A'H'  sera  donc  un  prisme 
aHHt  ayant  pour  base  la  section  droite  du  prisme  oblique  AB 
et  pour  hauteur  son  arête  latérale  BG,  car  on  a  B'G'=BG, 
puisque,  par  construction,  BB'i=:  GG'. 

Cela  posé,  le  volume  compris  entre  la  base  inférieure  du 
prisme  oblique  AH  et  la  base  supérieure  du  prisme  droit 
A' H'  est  commun  aux  deux  prismes.  Pour  démontrer  Téquî- 
valence  de  ces  deux  prismes,  il  suffit  donc  de  démontrer  Té- 
galité  des  deux  polyèdres  ou  prismes  droits  tronqués  [kik] 


Fig.  25 I. 


A'B'C'D'E'ABCDE  ou  A'C  et  FG'H  l'K'FGHlK  ou  F'H. 
Cette  égalité  résulte  immédiatement  de  la  remarque  faite  au 
n»M9,  car  les  deux  bases  A' B' CD' E',  F'G'HTK',  sonlégales» 
ainsi  que  les  arêtes  correspondantes  A' A  et  F'F,  B'B  et 
G'G,  etc.  A' A,  par  exemple,  est  l'arête  latérale  ou  la  hauteur 
du  prisme  droit  A' H',  diminuée  de  AF',  et  F'F  est  l'arête  laté- 
rale du  prisme  oblique  AH,  diminuée  de  la  même  quantité. 

THÉORÈME. 
4-21.  Le  plan  mené  par  deux  arêtes  latérales  opposées  d'un 
parallélipipède  le  partage  en  deux  prismes  triangulaires  équi- 
valents. 

Soit  [Jig.  25i)  le  parallélipipède  quelconque  AG.  Le  plan 
AEGC,  mené  par  les  arêtes  opposées  AE  et  CG,  partage  ce  pa- 
rallélipipède en  deux  prismes  triangulaires  ABCEFG,ACD£GB, 
dont  il  s'agit  de  démontrer  l'équivalence. 

Menons  la  section  droite  du  parallélipipède  AG.  Cette  sec- 
tion OKLM  est  un  parallélogramme  (&03),  et  les  deux  triangles 
égaux  KLM,  KMO,  suivant  lesquels  la  diagonale  KM  la  divise, 
sont  respectivement  les  sections  droites  des  prismes  ABCEFG, 
ACDEGH. 
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5.47        \ 


Or  le  prisme  triangulaire  ABCEFG  est  équivalent  au  prisofte 
droit  ayant  pour  base  KLM  et  pour  hauteur  AE  (420);  de 
même,  le  prisme  triangulaire  ACDEGH,  esi  équivaleoi  as 
prisme  droit  ayant  pour  base  KMO  et  pour  hauteur  AE.  Les 
deux  prismes  droits  énoncés  étant  égaux  {US),  les  deux 
.prismes  triangulaires  ABCE  FG,  ACDEGH,  sont  équivalents,  et 
chacun  d'eux  est  la  moitié  du  parallélipipède  AG. 

SGOLIfi. 

hSâ.  Les  théorèmes  précédents  font  dépendre  la  mesure  du 
volume  du  prisme  de  celle  du  volume  du  parallélipipède  et 
permettent  de  ramener  la  mesure  du  volume  du  parallélipipède 
quelconque  à  celle  du  volume  du  parallélipipède  rectangle. 

Pour  obtenir  l'expression  du  volume  du  parallélipipède 
rectangle,  nous  allons  chercher  quelle  influence  la  variation  de 
la  hauteur  ou  la  variation  de  la  base  a  sur  celle  du  volume» 

THÉORÈME. 

4S3.  Deux  parallélipipèdes  rectangles  qui  ont  même  base^ 
ont  des  volumes  proportionnels  à  leurs  hauteurs  [Jig.  25%]. 

Soient  les  deux  parallélipipèdes  rectangles  AG  et  IP,  dont 

Fiç.  202. 


^\ 

^ 

H                   ( 

S      " 

1 

0 

/î 

^ 

c 

,-;-i:: 

F 

I 

^     -, 

%'           * 

b 

les  bases  ABCDylKLM,  sont  égales.  Supposons  une  commune 
mesure  Aa  =  1/  entre  les  deux  hauteurs  AE,  IN,  et  admettons 
que  celte  commune  mesure  soit  contenue  cinq  fois  dans  AE  et 

Al?         K 

sept  fois  dans  IN;  on  aura  tst  =  -• 

^  IN       7 

Par  tous  les  points  de  division  des  hauteurs»  menons  dans 
les  deux  parallélipipèdes  des  plans  parallèles  aux  bases.  Nous 
déterminerons  ainsi  dans  le  parallélipipède  AG  cinq  parallé- 
lipipèdes rectangles  partiels  et  dans  le  parallélipipède  IP  sept 
parallélipipèdes  rectangles  partiels;  ces  parallélipipèdes  par- 


\ 


GÉOMÉTRIE. 

ronl  tous  égaux  enire  eux,  comme  prismes  droits  ajani, 

.^  base  el  même  hauteur  (418),  de  sorte  que  Tun  d'eux, 

pourra  servir  de  commune  mesure  entre  les  deux    parallé-^ 

lipipèdes  AG  et  IN,  et  qu'on  aura  aussi  - — '—r^  =  —  Les  vo- 
^  ^  ^      ^  par.  IN        7 

lûmes  de  ces  deux  paraliélipipèdes  sont  donc  bien  propor- 
tionnels à  leurs  hauteurs. 

Si  les  deux  hauteurs  AE,  IN,  étaient  incommensurables,  on^ 
emploierait  le  raisonnement  connu  (105).  ' 

COROLLAIRE. 

k2k.  Deux  paraliélipipèdes  rectangles  qui  ont  même  hauteur^ 
ont  des  volumes  proportionnels  à  leurs  bases.  ^ 

Soient  Pet  P'  les  deux  paraliélipipèdes  considérés. Désignonsij 
par  a  leur  hauteur  commune,  par  6  et  c  les  dimensions  dela]| 
base  B  du  parallélipipède  P,  par  b'  et  c'  les  dimensions  de  lai 
base  B'  du  parallélipipède  P'.  Prenons  un  troisième  paralléli- 
pipède rectangle  P'',  dont  les  dimensions  (399)  soient  «,  A',  c. 

Comparons  les  paraliélipipèdes  P  et  P"".  On  peut  prendre 
pour  base  d'un  parallélipipède  l'une  quelconque  de  ses  faces 
{M2);  si  l'on  prend  pour  bases  des  paraliélipipèdes  consi- 
dérés les  faces  qui,  dans  ces  paraliélipipèdes,  ont  pour  dimen- 
sions a  et  c,  on  pourra  dire  que  ces  deux  paraliélipipèdes  ool 
même  base  et  qu'ils  sont  proportionnels  à  leurs  hauteurs  6el 
6'.  On  aura  donc  (423) 

P'""6'' 

Comparons  les  paraliélipipèdes  P''  et  P',  et  prenons  pour 
bases  de  ces  paraliélipipèdes  les  faces  qui  ont  pour  dimen- 
sions a  et  b\  Ces  deux  paraliélipipèdes,  ayant  alors  même 
base»  seront  proportionnels  à  leurs  hauteurs  c  et  c\  On  aura 

donc 

P'^      c 


Multiplions  membre  à  membre  les  deux  égalités  obtenues; 
il  viendra 

ZEl  — j^  p  _  ftg  _  B 

P"P'~'6'c'     ^"     P'  ~6'c'""B'' 
On  énonce  encore  la  proposition  qu'on  vient  de  démontrer 
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en  disant  que  deux  parallélipipèdes  rectangles  qui  ont  une 
dimension  commune  sont  proportionnels  aux  produits  de 
kurs  deux  autres  dimensions. 

THÉORÈME. 

425.  Le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  a  pour  me- 
mre  le  produit  des  mesures  de  sa  base  et  de  sa  hauteur,  quand 

prend  pour  unités  d'aire  et  de  volume  le  carré  et  le  cube 
construits  sur  l'unité  de  longueur. 

Soient  deux  parallélipipèdes  rectangles  P  et  P';  désignons 
leurs  bases  par  B  et  B^  leurs  hauteurs  par  H  et  H^  Les 
folumes  de  ces  parallélipipèdes»  étant  proportionnels  à  leurs 
koteurs  et  proportionnels  à  leurs  bases,  sont  aussi  propor- 
Iknnelsaux  produits  des  bases  parles  hauteurs  (t.  I,  Arithm,, 
Ul).  On  a  donc  immédiatement 

P_^_B    H 
P'""B'H'  ""B'H  ' 

Si  F  devient  le  mèlre  cube,  B'  deviendra  le  mètre  carré  et 
E'  le  mètre.  On  aura,  par  conséquent, 

^_  J^    H 

j  Mo  I  Mq  '   ,  ai  * 

p 

-^représente  la  mesure  du  volume  du  parallélipipède  rec- 
uugle  P  (J^OO),  -^représente  la  mesure  du  rectangle  qui  lui 

sert  de  base  (24-5)  et-^  représente  la  mesure  de  sa  hauteur. 

On  voit  donc  que  le  même  nombre  abstrait  représente  la  me- 
sure du  volume  du  parallélipipède  et  le  produit  des  mesures 
de  sa  base  et  de  sa  hauteur.  C'est  ce  qu'on  exprime  plus  ra- 
pidement, en  employant  la  locution  inexacte  :  Tout  parallé- 
lipipède rectangle  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur. 

SGOLIB. 

426,  Si  Ton  désigne  par  a,  b,  c,  les  dimensions  du  parallélipi- 
pède P  et  para',  b\  c\  celles  du  parallélipipède  P',  on  peut 


écrire 
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abc        abc 


P'      a'b'c^'a'  b'  c' 
P'  devenant  le  mètre  cube,  on  a  «'=  6'=  c'  =  i",  c'est-à-dire 


a    b 


,Mc" 


On  «aurait  donc  pu  énoncer  les  résultats  précédents  en 
disant  :  Deux  parallélipipèdes  rectangles  quelconques  sont 
proportionnels  aux  produits  de  leurs  trois  dimensions;  tout 
parallélipipède  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  de  ses  trois 
dimensions. 

Mais  cette  forme  n'est  applicable  qu'aux  parallélipipèdes  rec- 
tangles, tandis  que  celle  que  nous  avons  adoptée  est  appli- 
cable à  tous  les  prismes. 

427.  Le  volume  d'un  cube  est,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  dire,  égal  à  la  troisième  puissance  de  son  arête.  On  com- 
prend maintenant  la  synonymie  des  mots  cube  et  troisième 
puissance  employés  en  Arithmétique. 

THÉORÈME. 

428.  Le  volume  d'un  parallélipipède  quelconque  a  pour 
mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur» 

Soit  (Jig.  253]  le  parallélipipède  quelconque  AG  ayant  pour 
base  ABCD  ou  EFGH  et  pour  hauteur  la  perpendiculaire  EP 
abaissée  du  sommet  E  sur  le  plan  ABCD.  Menons   par  le 
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point  E,  dans  le  plan  EFGH,  la  perpendiculaire  EM  à  HG.  Si 
l'on  prend  la  face  AEHD  pour  base  du  parallélipipède  pro- 
posé (402),  son  arête  latérale  sera  EF  et  sa  section  droite  (413) 
sera  le  parallélogramme  EMQR  déterminé  par  le  plan  MEP. 
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Le  parallélipipède  A(i  sera  donc  équivalent  au  parallélipipède 
droit  RK,  ayant  pour  base  la  section  droite  EMQR  et  pour  hau- 
teur l'arête  EF  (420). 

Cela  posé,  reproduisons  à  part,  pour  plus  de  clarté  [fig.  253) , 
ce  parallélipipède  droit  RK,  et  construisons  un  parallélipi- 
pède rectangle  PK,  ayant  pour  dimensions  EF,  £M,  £P.  Le  pa- 
rallélipipède droit  RK  et  le  parallélipipède  rectangle  PK  ainsi 
déterminé,  présentent  seulement  comme  parties  non  com- 
munes les  deux  prismes  droits  qui  ont  pour  hauteur  EF  et 
pour  bases  les  deux  triangles  égaux  EPR,  MVQ.  Ces  deux 
prismes  étant  égaux  (418),  les  deux  parallélipipèdes  seront 
équivalents;  et,  par  suite,  il  en  sera  de  même  du  parallélipi- 
pède quelconque  AG  et  du  parallélipipède  rectangle  PK.  Donc, 
le  produit  EF.EM.EP,  qui  exprime  la  mesure  (^SG)  du  pa- 
rallélipipède rectangle  PK,  mesure  aussi  le  volume  du  paral- 
lélipipède quelconque  AG.  Or,  EF.EM  mesure  la  base  EFGH 
de  ce  parallélipipède,  et  EP  est  sa  hauteur. 

Donc  enfin,  le  volume  du  parallélipipède  quelconque  AG 
est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

THÉORÈME. 

429.  Le  volume  d*un  prisme  quelconque  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

1*»  Soit  [Jig,  254)  'g  prisme  triangulaire  ARCEFG.  Par  l'ex- 
trémité A  de  l'arête  AB,  menons  le  plan  ADHE  parallèle  à  la 
face  BCGF,  et  par  l'exlrémiié  C  de  l'arête  BG  le  plan  CDHG 


parallèle  à  la  face  ABFE;  prolongeons  en  même  temps  les 
deux  bases  du  prisme  jusqu'à  la  rencontre  de  ces  plans.  On 
obtiendra  ainsi  (404)  le  parallélipipède  AG,  construit  sur  les 
trois  droites  AB,  BG,  BF.  La  face  ACGE  du  prisme  triangu- 
laire considéré  étant  un  plan  diagonal  du  parallélipipède  AG, 
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ce  prisme  en  sera  la  moiiié  (421).  Donc,  le  volume  du  paral- 
lélipipède  AG  ayant  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  ÂBCD 
par  sa  hauteur  EP  (428),  le  volume  du  prisme  triangulaire 
ABCEFG  aura  pour  mesure  la  moitié  de  ce  produit,  c'est-à- 
dire  le  produit  de  sa  base  ABC,  moitié  du  parallélogramme 
ABCD,  par  sa  hauteur  EP. 

2«  Soit  [fig.  9.55)  un  prisme  quelconque  ABCDEFGHIK.  On 
le  décompose  en  prismes  triangulaires  en  faisant  passer  des 
plans  diagonaux  par  Tarète  AF  et  chacune  des  arêtes  CH,  DI. 
Ces  prismes  triangulaires  ont  pour  bases  les  triangles  ABC, 
ACD,  ADE,  qui  composent  la  base  du  prisme  donné,  et  leur 
hauteur  commune  est  celle  H  du  prisme.  La  somme  de  leurs 
mesures  (i**) 

ABC. H  -h  ACD. H  4-  ADE. H, 

ou  la  mesure  du  prisme  AI,  sera  donc  égale  au  produit  de  sa 
base  ABCDE  par  sa  hauteur  H. 

COROLLAIRES. 

430.  En  désignant  par  V,  B,  H,  les  trois  nombres  qui  me- 
surent respectivement  le  volume  d'un  prisme,  sa  base  et  sa 
hauteur,  on  a  la  formule  générale 

Vn^B.H. 

Donc,  deux  prismes  de  bases  équivalentes  et  de  même  hau- 
teur sont  équivalents;  deux  prismes  sont  entre  eux  comme 
les  produits  respectifs  de  leur  base  par  leur  hauteur;  deux- 
prismes  de  même  base  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs; 
deux  prismes  de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs 
bases, 

THÉORÈME. 

431 .  Deux  prismes  quelconques  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un 


Fig.  256. 
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à  la  face  A' B' G' F'. 


angle  dièdre  égaly  compris  entre  une 
base  et  une  face  égales  chacune  à 
chacune  et  semblablement  disposées 
[fis-  256). 

Supposons  les  deux  prismes  AH, 
A'  H'.  Soient  le  dièdre  AB  égal  au  diè- 
dre A'B',  la  base  ABCDE  égale  à  la 
base  A'B'C'D'E',  la  face  ABGF  égale 
Portons  les  deux  prismes  Fun  sur  l'autre, 
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manière  que  les  bases  égales  coïncident.  Le  dièdre  A' B' 
Dl  égal  au  dièdre  AB,  la  face  A'B'G'  F'  tombera  dans  le  plan 
la  face  ABGF.  D'après  l'égalité  de  ces  deux  faces,  l'angle  ABG 
égal  à  l'angle  A'  B'  G'  :  l'arête  B'G'  prendra  donc  la  direction 
farète  BG,  et  )e  sommet  G'  coïncidera  avec  le  sommet  G, 
squ'ona  B'G'  =  BG. 
Joe  fois  la  coïncidence  des  deux  bases  inférieures  établie, 
^  que  celle  de  deux  arêtes  latérales  BG,  B'G',  il  résulte  de 
^le  indiquée  pour  la  construction  d'un  prisme  [394}  que 
Is  les  autres  sommets  des  deux  bases  supérieures  des 
mes  considérés  devront  aussi  coïncider.  Ces  deux  prismes 
•mêmes,  ayant  mêmes  sommets,  se  confondront  donc  et 
ont  égaux. 

SCOLIE. 

32.  L'égalité  des  deux  bases  inférieures  exige  2/1  —  3  con- 
ions(66);  comme  AB  est  alors  égal  à  A'B',  l'égalité  des 
ux  faces  latérales  n'exige  plus  que  deux  conditions,  puisque 

faces  sont  des  parallélogrammes;  enfin,  l'égalité  des  deux 
les  dièdres  compte  pour  une  condition.  L'égalité  des  deux 
»mes  AH,  A'H',  exige  donc  un  conditions,  en  désignant 

n  le  nombre  des  côtés  de  Tune  des  bases. 

IV.  —  Notions  relatiTes  aa  cylindre. 

\  433.  On  nomme  surface  cylindrique  de  révolution  la  sur- 
pce  engendrée  par  une  droite  GG'  qui  tourne  autour  d'une 
Iroite  Qxe  XX'  à  laquelle  elle  est  parallèle  et  invariablement 
Iiée[/?fir.a57). 

La  droite  fixe  XX'  reçoit  le  nom  A'axe  de  la  surface,  et  la 
droite  mobile  GG'  celui  de  génératrice  ou  é*aréte. 

'  Wfc.  Tout  point  A  de  la  droite  GG'  décrit  une  circonférence 
Vont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  et  dont  le        Fig.  257. 
centre  est  sur  Taxe;  car,  pendant  la  rotation,  la  xi       q 

yrpendiculaire  AO  abaissée  du  point  A  sur  XX'      [;;'"ô|IIl^i 
reste  perpendiculaire  à  cet  axe  et  conserve  tou- 
joors  la  même  longueur. 

On  appelle  section  droite  toute  section  faite  par 
I  QD  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Il  résulte  des 
I  considérations  précédentes  que  les  diverses  sec^ 
60ns  droites  d'une  même  surface  cylindrique  sont  des  cir- 
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conférences  égales;  le  rayon  commun  de  ces  cercles,  c'est- 
à-dire  la  dislance  des  deux  parallèles  XX'  ei  GG',  est  le  rayon 
de  la  surface  cjrlindriquey  et  Ton  voil  que  le  lieu  des  points 
de  l'espace  situés  à  une  distance  donnée  d'une  droite  fixe 
est  la  surface  cylindrique  de  révolution  qui  a  cette  droite  pour 
axe  et  la  distance  donnée  pour  rayon» 

k2!&.  Considérons  une  droite  fixe  XX',  un  plan  P  parallèle  à 
cette  droite,  etdésignons  parR  la  distancede  la  droite  au  pian  oa, 
ce  qui  revient  au  même,  la  distance  de  la  droite  à  sa  projec- 
tion AA'  sur  le  plan  [fig.  258].  Le  lieu  des  poinis  du  plan  P, 
situés  à  une  distance  donnée  i  de  la  droite  XX',  se  compose 
de  deux  droites  BB'  et  CG'  parallèles  à  XX%  placées  de  part  et 
d*autre  de  AA',  et  à  une  distance  de  cette  droite  égale  au 
côté  AB  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  OAB,  dont 
l'hypoténuse  OB  est  égale  à  d,  et  l'autre  côté  OA  de  l'angle 
droit  égal  à  R.  Il  en  est  ainsi  tant  que  i  est  plus  grand  que  R; 
lorsque  i  devient  égal  ou  inférieur  à  R,  le  lieu  se  réduite  la 
droite  AA'  ou  cesse  d'exister. 

D'après  cela  (434),  un  plan  parallèle  à  l'axe  d'une  surface 
cylindrique  de  révolution  renferme  deux  génératrices  de  celle 
surface,  ou  une  seule,  ou  n'a  aucun  point  commun  avec  la 
surface,  suivant  que  la  distance  du  plan  à  l'axe  est  inférieure» 
égale  ou  supérieure  au  rayon  de  la  surface. 


Fîg.  258. 


Fig.  259. 


436.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  le  cas  où  le  plan  et  la 
surface  n'ont  en  commun  qu'une  génératrice  AC  [Jig.  359). 

Un  tel  plan  peut  être  considéré  comme  la  position  limiie 
d'un  plan  variable  qui,  passant  par  la  génératrice  fixe  AC  et 
par  une  génératrice  voisine  A'C^  tourne  autour  de  AC  jusqu'à 
ce  que  A' G'  vienne,  en  restant  sur  la  surface  cylindrique,  se 
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infondre  avec  AC.  Cela  élant,  soit  BB'  une  courbe  quel- 
ique  tracée  sur  la  surface  cylindrique;  la  sécante  BB%  qui 
il  les  points  B  et  B'  où  la  courbe' rencontre  les  génératrices 
et  A'C,  reste  constamment  dans  le  plan  variable  ACA'C; 
Ueurs,  celte  sécante  devient  la  tangente  BN  à  la  courbe  BB' 
ique  la  génératrice  mobile  A'C  vient  se  confondre  avec  AC, 
esl-à-dire  lorsque  le  plan  variable  ACA'C  atteint  sa  position 
mite;  donc  ce  plan  limiie  contient  la  tangente  BN.  Ainsi,  le 
kn  limite  considéré  renferme  les  tangentes  à  toutes  les 
purbes  que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface,  aux  points  où  ces 
ourbes  rencontrent  la  génératrice  AC;  on  lui  donne  le  nom 
tplan  tangent  suivant  la  génératrice  AC. 
La  génératrice  AC  et  la  tangente  à  une  courbe  quelconque 
racée  sur  la  surface,  au  point  où  cette  courbe  rencontre  AC, 
pffisent  pour  déterminer  le  plan  tangent  suivant  cette  généra- 
tice.  Si  l'on  choisit  en  particulier  la  tangente  AM  à  la  section 
roite  AA',  on  voit  que  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au 
iIoA  déterminé  par  l'axe  et  par  la  génératrice  de  contact;  en 
'et,  le  plan  tangent  renferme  la  droite  AM,  qui,  étant  à  angle 
lit  sur  AO  et  sur  AC,  est  perpendiculaire  à  leur  plan  CAOX. 

137.  On  appelle  cylindre  de  révolution  le  corps  compris 
lire  une  surface  cylindrique  et  deux  plans  per- 
))eiidîculaires  à  Taxe  de  cette  surface,  ou,  en      ^^,-lr--J 


d'autres  termes,  la  figure  engendrée  par  la  rota- 
tion d'un  rectangle  AA'0'0  autour  d'un  de  ses 
côtés  00'  (yî^.  260). 

La  surface  cylindrique  engendrée  par  le  côté 
AA'  est  la  surface  latérale  du  cylindre;  les  cercles 
décrits  par  les  côtés  OA  et  0' A'  en  sont  les  bases,  et  la  droite 
OCy  en  est  la  hauteur. 

U8.  Deux  cylindres  de  révolution  sont  dits  semblables  lors- 
qu'ils sont  engendrés  par  des  rectangles  semblables,  c'est-à- 
dire  lorsque  leurs  hauteurs  sont  entre  elles  comme  les  rayons 
de  leurs  bases. 

THÉORÈME. 

W9.  L'aire  latérale  d'un  cylindre  de  révolution  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  circonférence  de  base  du  cylindre  par 
w  hauteur» 

Si  Ton  construit  un  prisme  droit  de  même  hauteur  que  le 


a56 


GÉOMÉTRIE. 


Fîg.  261. 


cylindre  donné  et  ayant  pour  base  un  polygone  ABCDEf 
inscrit  dans  la  circonférence  de  base  du  cylindre  [fig.  261),  oit 
obtient  un  prisme  droit  inscrit  dans  le  cylindre. 
L'aire  latérale  de  ce  prisme  droit  inscrit  est  égale  aii 
produit  du  périmètre  de  sa  base  par  sa  han^ 
teur  (416).  Or,  quand  on  fait  croître  indéfl^ 
niment  le  nombre  des  côtés  du  polygone  di| 
base,  le  périmètre  de  ce  polygone  tend  verÉ 
une  limite  fixe,  indépendante  de  la  loi  d'ion 
scription,  et  qui  est  la  longueur  de  la  circoft^ 
férence  de  base  du  cylindre  (221).  D'ailleursJ 
la  hauteur  du  prisme  reste  constamment  égaTi 
à  la  hauteur  du  cylindre.  Donc,  à  mesure  qu'on 
fait  croître  le  nombre  des  côtés  de  sa  base^ 
l'aire  latérale  du  prisme  droit  inscrit  tend  vei 
une  limite  définie  (21T),  et  c'est  cette  limite  qu'on  appei 
Vaire  latérale  du  cylindre  de  révolution. 

Cela  posé,  soient  S,  C,  H,  Taire  latérale,  la  circonférence 
base  et  la  hauteur  du  cylindre  considéré;  soient  «  et /^rain 
latérale  et  le  périmètre  de  la  base  d'un  prisme  droit  inscril^ 
On  a,  d'après  ce  qu'on  vient  de  rappeler, 

Lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  h 
base  du  prisme,  s  tend  vers  S  et  /?  vers  C;  on  a  donc,  à  h 
limite  (217), 

S  =  C.H. 

GOROLLAIRBS. 

4W.  Si  R  est  le  rayon  du  cylindre,  on  a  0=  27rR,  et  par 
suite 

S  =  27rRH. 

En  ajoutant  à  cette  aire  latérale  les  aires  des  deux  bases  00 
le  double  sîtR*  de  l'aire  de  Tune  d'elles,  on  obtient,  pour  | 
l'aire  totale  T  du  cylindre, 

T=:27rRH-4-27rR2=27rR(R-4-H). 

Ul.  Soient  S,  S',  les  aires  latérales,  T,  T',  les  aires  totales,  j 
R,  R',  les  rayons  et  H,  H',  les  hauteurs  de  deux  cylindres  de  | 
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R 

H 

R  +  H 

R'~ 

W 

~R'  +  H' 

tt,pi 

r  suite. 

S 

R'H' 

R 

-W' 

H       H* 
H'""H'=' 

R» 

T 

R(R  +  H) 

R'(R'+H') 

R 

R  +  H 
R'  +  H'  ■ 

H» 

R« 
R» 

Donc,  ies  aires  latérales  ou  totales  de  deux  cylindres  de 
Solution  semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
ferons  ou  comme  les  carrés  des  hauteurs. 


scoLie. 


U2.  Considérons  un  cylindre  de  révolution  et  un  prisme 
TcgulierinscrilABCDEFA'B'CD'E'F(yîgr.26i);parunerota- 
b*on  autour  de  l'arête  BB\  amenons  la  Tace  ABB'A'  dans  le 
^longement  de  la  face  BCC'B';  puis,  par  une  rotation  autour 
Je  ce,  amenons  les  deux  faces  déjà  réunies  dans  le  prolonge- 


Flg.  s6i. 


Fig.  36a. 


B*.        C, 


Vt 


tient  de  la  face  suivante  CDD'C,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
ue  toutes  les  faces  latérales  du  prisme  soient  réunies  sur  le 
hnde  la  dernière  d'entre  elles  A  F  F' A'.  Dans  son  mouve- 
ment autour  de  Tarête  BB',  le  côté  AB  reste  perpendiculaire 
uette arête;  il  se  place  donc  sur  le  prolongement  de  CB;  de 
même,  la  droite  ABC,  formée  par  la  réunion  de  AB  et  de  BC, 
tient  se  placer  sur  le  prolongement  de  DC, ....  On  obtient  donc 
finlement  sur  le  dernier  plan  un  recungle  AiAaA'^A', 
[fis*  362],  dont  la  hauteur  est  celle  du  prisme  droit  et  dont  la 
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base  est  égale  au  périmètre  de  la  base  du  prisme.  Ce  reciangl 
est  le  développement  de  l'aire  lalérale  du  prisme. 

Si  le  nombre  des  faces  du  prisme  régulier  inscrit  dans  I 
cylindre  croît  indéfiniment,  le  rectangle  AjA^AjA^  conservi 
la  même  hauteur,  et  la  longueur  de  sa  base  A,  A,  tend  vers  ï 
circonférence  de  la  base  du  cylindre.  Le  rectangle  limite,  qu 
a  une  hauteur  égale  à  celle  du  cylindre  et  une  base  égale  à  h 
circonférence  de  la  base  du  cylindre,  est  dit  le  développemen 
de  Taire  latérale  de  ce  cylindre. 

THÉORÈME. 

443.  Le  volume  d'un  cylindre  de  révolution  a  pour  mesun 
le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

£n  se  reportant  au  n"  439,  on  peut  dire  immédiatement  que 
le  volume  du  cylindre  est  la  limite  des  volumes  des  prismes 
droits  inscrits,  dont  le  nombre  des  faces  crotl  indéfinimenu 
D'après  cela,  soient  V,  B,  H,  le  volume  du  cylindre,  Taire  de 
sa  base  et  sa  hauteur;  soient  t'  et  6  le  volume  et  Taire  de 
la  base  d'un  prisme  droit  inscrit  au  cylindre;  on  a  (429) 

v  —  b.U. 

Mais,  lorsque  le  nombre  des  faces  du  prisme  croît  indéfini- 
ment, V  tend  vers  Y  et  6  vers  B;  on  a  donc,  à  la  limite, 

V^-B.H. 

COROLLAIRES. 

444.  Si  R  est  le  rayon  du  cylindre  considéré,  on  a  B  =  ttR' 
et,  par  suite, 

445.  Soient  V,  V,  les  volumes,  R,  R',  les  rayons.  H,  H',  ifâ 

hauteurs  de  deux  cylindres  de  révolution  semblables;  o( 

aura  (4381 

RH 

R'""H' 

cl,  par  suite, 

X.  —  ^'P  _  (^"s   H       R»       H» 
V   ""  R'»H'  —  VR'/   H'  "~  R'»  "■  H'»* 

Donc,  les  volumes  de  deux  cylindres  de  révolution  sem* 
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blables  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  rayons  ou  comme 
les  cubes  des  hauteurs, 

446.  D'une  manière  générale,  on  appelle  surface  cylin- 
drique [Jig.  263)  toute  surface  engendrée  par  une  droite  AA' 
astreinte  à  rester  parallèle  à  une  direction  donnée,  en  s'ap- 
pu^unt  sur  une  courbe  fixe  quelconque  ABC.  Cette  courbe 
est  la  directrice  de  la  surface,  tandis  que  la  droite  mobile  en 
«si  la  génératrice. 

THÉORÈxME. 

447.  Les  sections  d'une  surface  cylindrique  par  deux  plans 
forallèles  sont  égales  {Jig.  203). 

En  effet,  soient  la  surface  cylindrique  AA'  et  deux  sec- 
lions  ABC,  A'B'C\  faites  par  deux  plans  parallèles.  Prenons 
quatre  points  A,  B,  C,  M,  sur  la  première  section,  et  menons 
les  génératrices  AA',  BB',  CC,  MM',  qui  rencontrent  la  seconde 
section  en  A',  B',  C,  M'.  Les  quadrilatères  ABCM,  A'B'C'M', 
sont  superposables  comme  bases  opposées  d*un  prisme  qua- 

Fig.  a63.'; 


îdrangulaire.  D*après  cela,  si  Ton  transporte  le  plan  de  la  se- 
Iconde  section  sur  celui  de  la  première,  dès  que  les  trois 
1  points  A\  B^  es  seront  appliqués  sur  leurs  correspondants  A, 
|B,C,  tout  point  M'  de  la  seconde  section  coïncidera  avec  son 
\  correspondant  H  de  la  première. 
I 

8C0LIE. 

448.  Si  Ton  mène  d'un  point  une  perpendiculaire  ou  une 
oblique  à  un  plan,  le  pied  de  cette  perpendiculaire  ou  de  cette 
Mique  est  la  projection  orthogonale  ou  oblique  du  point  sur 
c  plan  (332). 
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Quand  on  effectue  une  projection  oblique,  la  direction  de 
droites  projetantes  doit  rester  la  même  pour  tous  les  point 
de  la  figure  projetée. 

Cela  posé,  la  section  A'B'C  peut  être  considérée  comme  I 
projection  oblique  de  ABC,  et  l'on  peut  encore  énoncer  l 
théorème  précédent  de  la  manière  suivante:  Une  courbe  plan 
quelconque  est  égale  à  sa  projection  oblique  [ou  orthogonale 
sur  un  plan  parallèle  au  sien. 

449.  On  nomme  section  droite  (tune  surface  cjrlindriqm 
la  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices 

Un  cylindre  est  le  corps  compris  entre  une  surface  cyliih 
drique  et  deux  sections  planes  parallèles.  Ces  sections  soni 
les  bases  du  cylindre,  et  la  distance  de  leurs  plans  paraliéte 
est  la  hauteur  de  ce  corps.  Le  cylindre  est  droit  ou  oblique^ 
suivant  que  ses  génératrices  soïïX  perpendiculaires  ou  obliquer 
au  plan  de  la  base.  Le  cylindre  droit  à  base  circulaire  n'esl 
autre  que  le  cylindre  de  révolution  étudié  plus  haut. 

THÉORÈMES. 

450.  L'aire  latérale  d'un  cjrlindi^  quelconque  est  égale  aê 
produit  de  son  arête  par  le  périmètre  de  sa  section  droite. 

Le  volume  d'un  cylindre  quelconque  est  égal  au  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

On  démontre  immédiatement  ces  théorèmes  en  considéraot 
le  cylindre  comme  la  limite  d*un  prisme  inscrit  quelconque/ 
lorsque  les  côtés  de  la  base  polygonale  tendent  vers  zéro. 
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CHAPITRE  IL 

LES  PYRAMIDES  ET  LES  CONES. 


I.  —  Théorèmes  généraux  relatifs  à  la  pyramide. 

451.  L^  pyramide  est  un  polyèdre  dont  Tune  des  faces  est 
on  polygone  quelconque,  et  doni  toutes  les  autres  faces  sont 
des  triangles  ayant  pour  bases  respectives  les  différents  côtés 
de  la  face  polygonale  et,  pour  sommet  commun,  un  point 
eiiérieur  à  cette  face. 

Ainsi,  soli  {Jig,  264)  un  polygone  ABCDE  et  un  point  S 
pris  hors  du  plan  de  ce  polygone.  Le  corps 

limité  par  la  face  polygonale  ABCDE  et  par  ^'^'  ^^^' 

les  faces  triangulaires  SAB,  SBC,  SCD,  SDE,  I 

SEA,  est  une  pyramide.  zv '\\ 

La  pyramide  SABCDE  a  pour  base  le  poly-  //  j  \  \ 

gone  ABCDE  et  pour  sommet  le  point  S.  Sa  //jil  \  \ 

hauteur  est  la  distance  du  sommet  S  à  la  ^w         \  y^ 

base  ABCDE,  c'est-à-dire  la  longueur  de  la  Y b 

perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  ce 
plan.  Les  droites  SA,  SB,  SC,  . . .,  sont  les  arétfs  latérales  de 
la  pyramide,  et  la  somme  des  faces  triangulaires  SAB,  SBC, 
SCD, . . .  constitue  son  aire  latérale* 

452.  La  pyramide  est  régulière  lorsque  sa  base  est  un  poly- 
gone régulier  dont  le  centre  se  confond  avec  le  pied  de  la 
hauteur  de  la  pyramide. 

Les  arêtes  latérales  d'une  pyramide  régulière  sont  néces- 
sairement égales,  comme  obliques  s'écartant  également  du 
pied  de  la  hauteur;  ses  faces  latérales  sont  donc  des  triangles 
isocèles,  tous  égaux  entre  eux.  La  hauteur  d'un  de  ces  triangles 
est  Vapothème  de  la  pyramide  régulière. 


â62  GÉOMÉTRIE. 

453.  Suivant  que  la  base  de  la  pyramide  est  un  triangle,  un 
quadrilatère,  un  pentagone,  un  hexagone,  etc.,  la  pyramide 
est  dite  triangulaire,  quadrangulaire,  pentagonale,  hexago- 
nale, etc. 

bS'j'.  Toute  pyramide  triangulaire  ayant  quatre  faces,  on  lui 
donne  souvent  aussi  le  nom  de  tétraèdre  (392). 

D'après  la  définition  générale  de  la  pyramide,  on  voit  qu'on 
a  le  droit  de  prendre  pour  base  d'un  tétraèdre  telle  face  qg'on 
veut;  le  sommet  du  tétraèdre  est  alors  le  sommet  opposé  à  la 
base  choisie. 

Les  tétraèdres  sont  dans  la  Géométrie  de  l'espace  ce  que 
les  triangles  sont  dans  la  Géométrie  plane.  On  Qxe  la  position 
d'un  point  sur  un  plan  en  le  rattachant  par  un  triangle  à  deux 
points  donnés.  On  fixe  la  position  d'un  point  dans  l'espace  en 
le  rattachant  par  un  tétraèdre  à  trois  points  donnés. 

455.  Si  l'on  coupe  une  pyramide  par  un  plan  qui  rencontre 
toutes  ses  faces  latérales,  le  polyèdre  compris  entre  la  section 
obtenue  et  la  base  de  la  pyramide  est  une  pyramide  tronquée 
ou  un  tronc  de  pyramide. 

Si  le  plan  sécant  est  parallèle  au  plan  de  la  base  de  la  pyra- 
mide, le  tronc  de  pyramide  est  dit  à  bases  parallèles. 
Soit  [/ig.  265)  la  pyramide  SABCDE.  Coupons  celle  pyra- 
mide par  le  plan  abcde,  parallèle  à  la  base 
Fig.  265.  ABCDE  el  compris  entre  cette  base  et  le  som- 

met S.  La  section  abcde  et  la  base  ABCDE 
sont  les  bases  du  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles  ABCDE  abcde.  La  hauteur  du  tronc 
est  la  distance  constante  des  plans  de  ses  deux 
bases.  Les  segments  \a,  B6,  Ce,  ...,sont 
ses  arêtes  latérales,  et  son  aire  latérale  est  la 
somme  des  trapèzes  ABafr,  BC6c,  CDc^,  ...• 
Si  la  pyramide  considérée  est  régulière,  le 
tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles  qui  lui  correspond  est 
un  tronc  de  pyramide  régulier. 

THÉORÈME. 

456.  Si  une  pyramide  est  coupée  par  un  plan  parallèle  à 
sa  base  : 

1"  Ses  arêtes  latérales  et  sa  hauteur  sont  dii^isées  en  parties 
proportionnelles  ; 
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Fig.  «266. 


2"*  La  section  est  un  polygone  semblable  à  la  base  de  la 
pyramide, 

1^  Soit  {/ig.  266)  la  pyramide  SÂBCDË,  coupée  par  le  plan 
abcde  parallèle  à  sa  base.  Ce  plan  rencontre 
les  arêtes  latérales  SA,  SB,  SC»  . . .,  et  la  hau- 
teur SH  de  la  pyramide  aux  points  a,  6, 
c,  ...,  h.  Deux  plans  parallèles  coupant  en 
parties  proportionnelles  une  série  de  sécantes 
issues  d'un  même  point  (331),  on  peut  écrire 
immédiatement 


SX 


S6_S£ 
SB  "~  se  ' 


S/i 
SH' 


2*  Les  polygones  ABCDE  el  abcde  ont  leurs 
côtés  deux  à  deux  parallèles  (314)  et  dirigés  dans  le  même 
sens.  Les  angles  homologues  de  ces  polygones  sont  donc 
égaux  (320).  De  plus,  le  parallélisme  de  leurs  côtés  entraîne 

la  similitude  des  triangles  SAB  et  Sab,  SBC  el  Sbc, Par 

suite. 


ab_ 
ÂB 


d'où 


Sb 
SB' 

AB 


Sb 
SB 

BC' 


bc 
BC' 


On  prouverait  de  la  même  manière  qu'on  a 

bc cd de 

BC 


CD      DE 


ea 
ËÂ' 


Les  polygones  ABCDE  et  abcde,  ayant  leurs  angles  égaux  el 
leurs  c6lés  proportionnels,  sont  semblables. 

COBOLUIRB. 

437.  La  similitude  des  triangles  SAB  et  Sab  donne 


a6 
AB 


ou,  d'après  ce  qui  précède, 

fi 
AB 


Sa 

'sa 


SA 

su' 


1 


'M 
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La  similitude  des  polygones  ÂBCDE  et  abcde  donne  à  so^ 
tour 


abcde  ab 

ÀliCDE  ""  ^* 


On  a  donc 


abcde 

abcde' 


7h' 


c'est-à-dire  que,  dans  une  pyramide,  les  sections  parallèles  i 
la  base  et  la  base  elle-même  sont  proportionnelles  aux  carrés 
de  leurs  distances  au  sommet  de  la  pyramide. 

SCOLIE. 

&58.  Si  Ton  coupe  une  pyramide  régulière  par  un  plan  pa- 
rallèle à  la  base,  la  section  abcde,  éiant  semblable  à  la  base 
ABCDE,  est  aussi  un  polygone  régulier.  Comme  les  arêtes  la- 
térales d*une  pyramide  régulière  sont  égales,  il  en  est  de 
même  des  arêtes  du  tronc  de  pyramide  régulier  obtenu.  Les 
faces  latérales  d'un  tronc  de  pyramide  régulier  sont  donc  des 
trapèzes  isocèles,  tous  égaux  entre  eux.  La  hauieur  d'un  de 
ces  trapèzes  est  Yapothème  du  tronc  de  pyramide. 


459. 


THÉORÈME. 
Lorsque  deux  pyramides  ont  des  hauteurs  égales,  les 


sections  faites  dans  ces  pyramides  parallèlement  à  leurs  bases 
et  à  la  même  distance  de  leurs  sommets^  sont  proportionnelles 
aux  bases  des  deux  pyramides. 

Fi(î.  267. 


Soient  {Jig.  267)  les  deux  pyramides  SABCD,  S'A'B'C,  dont 
les  hauteurs  SH  et  S'H'  sont  égales.  Prenons  SA=S'A'ei, 
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pir  les  points  h  et  Iï\  menons  la  section  abcd  parallèle  à  la 
iase  ABCD  et  la  section  a'b'c'  parallèle  à  la  base  A'B'C.  Nous 
«uroDS  (457) 

a'b'&       Vh' 


e*est-à-dire,  en  vertu  de  Thypoilièse  et  de  la  construction, 

abcd       dVd 
ABCD^A'BC' 


SCOLIE. 


460.  Si  les  bases  des  deux  pyramides  sont  équivalentes^  les 
actions  obtenues  sont  équivalentes. 


II.  —  Aire  et  Tolame  de  la  p]rramide. 

THÉORÈME. 

Wl.  L'aire  latérale  d'une  pyramide  régulière  a  pour  me-- 
Mre  la  moitié  du  produit  du  périmètre  de  sa  base  par  son 
apothème. 

Soit  (/ig.  268)  la  pyramide  régulière  SABCDE.  Les  triangles 
Isocèles  et  égaux  qui  composent 'sa  surface  yiq,  268. 

latérale  ayant  respectivement  pour  bases  s 

les  côtés  AB,  BC,  . . . ,  EA,  de  la  base  de  la  A 

pyramide  et,  pour  hauteur,son  apothème  SH 
(i52),  la  somme  des  aires  de  ces  triangles,         y^ 
c'est-à-dire  Taire  demandée,  a  pour  me-        // 
sure  la  moitié  du  produit  de  la  somme  des    1  /-7T     1  A 
côtés  AB,  BC,  . . . ,  EA,  par  Tapothème  SH,       hv/        \X  ^ 
c'est-à-dire  la  moitié  du  produit  du  péri- 
mètre de  la  base  de  la  pyramide  par  son  apothème. 

THÉORÈME. 

I6î,  Deux  pyramides  triangulaires  de  bases  équivalentes  et 
àe  hauteurs  égales  sont  équivalentes. 

Soient  {fig.  269)  SABC  et  S'A'B'C  les  deux  pyramides  pro- 
posées. Si  leurs  bases  ABC,  A'B'C,  sont  placées  sur  un  même 
plao,  leurs  sommets  S  et  S'  seront  à  la  même  distance  du  plan 
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commun  des  deux  bases,  puisque  ces  pyramides  oni  même 
liauteur. 

Fiff.  269. 


,JLl>|::^.^c        à' 


Divisons  l'arête  SA  en  un  certain  nombre  de  parties  égales 
aux  points  D,  G,  K,  et  par  ces  points  menons  des  plans  paraN 
lèles  au  plan  commun  des  bases.  Nous  déterminerons  ainsi 
dans  la  première  pyramide  les  sections  DEF,  GHI,  KLM,  et 
dans  la  seconde  pyramide  les  sections  correspondantes  D'E'F', 
G'H'l',  K'L'M'. 

Comme  les  bases  des  deux  pyramides  sont  équivalentes,  les 
sections  faites  dans  ces  pyramides  par  un  même  pian  paral- 
lèle au  plan  commun  des  bases  sont  équivalentes  (4-60).  La 
section  DEF  est  équivalente  à  la  section  D' E'  F\  la  section  GHI 
à  la  section  G' HT, 

Construisons  maintenant  un  prisme  sur  la  section  DEF 
comme  base  et  sur  la  division  DA.  comme  arête.  Il  suffit  pour 
cela  (39Ï)  de  mener  par  les  points  E  et  F,  jusqu'à  la  rencontre 
des  arêtes  A6  et  AC,  des  parallèles  EN  et  FO  à  DA  ou  SA,  ei 
de  tracer  la  droite  NO.  En  agissant  de  même  pour  les  autres 
sections  GHI,  KLM,  et  les  autres  divisions  GD,  KG,  on  inscrira 
dans  la  pyramide  SABC  un  nombre  de  prismes  égal  à  celui  des 
sections  primitivement  obtenues,  et  tous  ces  prismes  inscriis 
auront  pour  hauteur  la  distance  constante  de  deux  plans 
sécants  consécutifs. 

En  opérant  d'une  manière  identique,  on  inscrit  dans  la 
seconde  pyramide  S'A'B'C  les  prismes  D'E'F'A'N'O', 
G'H'l'D'P'Q',  . . . ,  qui  sont  en  même  nombre  que  ceux  in- 
scrits dans  la  pyramide  SABC. 

Les  prismes  de  même  rang  dans  les  deux  pyramides  sont 
équivalents  comme  ayant  des  bases  équivalentes  et  des  hau- 
teurs égales  (WO).  Le  prisme  GHIDPQ,  par  exemple,  est  équi- 
valent au  prisme  G'H'l'D'P'Q',  parce  que  les  deux  sections 


GéOMÉTRIB.  267 

«orrespondanles  GHI,  G^HT,  sont  équivalentes,  el  parce 
^e  les  hauteurs  de  ces  prismes  représenleni  toutes  deux  Ja 
nttaM  partie  de  la  hauteur  commune  des  pyramides  données,  si 
Ifon  a  divisé  l'arête  SA  en  n  parties  égales.  Par  suite,  la  somme 
ides  prismes  inscrits  dans  la  pyramide  SA6C  est  équivalente  à 
h  somme  des  prismes  inscrits  dans  la  pyramide  S'A'B'C. 

Or,  si  Ton  fait  croître  indéflnîmenl  le  nombre  des  divisions 
{gales  de  l*aréte  SA,  la  somme  des  prismes  inscrits  dans  la 
mrramideSABC  a  pour  limite  le  volume  de  celte  pyramide. 
En  effet,  les  points  K,  R,  P,  N,  sont  en  ligne  droite,  puisque 
Rs  droites  SK,  LR,  HP,  £N,  sont  égales  et  parallèles,  et  la 
droite  KN  est  parallèle  à  SB.  De  même,  les  points  K,  T,  Q,  0, 
lont  sur  une  droite  KO  parallèle  à  SC.  Le  plan  KNO  est 
lonc  parallèle  à  la  face  SBC,  et  le  polyèdre  KNOSBC  est  un 
Ironcde  pyramide  à  bases  parallèles,  dont  la  hauteur,  distance 
jles  deux  plans  KNO,  SBC,  est  au  plus  égale  à  SK=:An.  La 

Lite  de  AD,  quand  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre 
les  divisions  égales  de  Tarète  SA,  est  zéro.  Donc  la  hauteur  du 
IroDC  de  pyramide  KNOSBC  tend  vers  zéro,  et  il  en  est  de  même, 
par  conséquent,  du  volume  de  ce  tronc.  Mais  ce  volume  est 
évidemment  supérieur  à  la  différence  qui  existe  entre  la  pyra- 
mide SABC  et  la  somme  des  prismes  qui  y  sont  inscrits.  Celte 
difiérence  s'annule  donc  à  la  limite. 

On  prouverait  de  même  que  la  différence  entre  la  pyramide 
ffÂ'B'C  et  la  somme  des  prismes  qui  y  sont  inscrits  a  zéro 
pour  limite. 

Les  deux  sommes  de  prismes  étant  constamment  équiva- 
lentes, leurs  limites  (216),  qui  représentent  les  volumes  des 
deux  pyramides  SABC,  S'A'B'C,  sont  égales. 

THÉORÈME. 

W3.  Le  volume  d'une  pyramide  a  pour  mesure  te  tiers  du 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

!•  Soit  {Jig.  270)  la  pyramide  triangulaire  EABC.  Par  les 
sommets  A  et  C  menons  les  droites  AD  et  CF,  parallèles  à 
Tarêie  BE,  jusqu'à  leurs  rencontres  D  et  F  avec  le  plan  mené 
par  le  sommet  £  parallèlement  à  la  base  ABC  de  la  pyramide. 
1^  polyèdre  ABCDEF  sera  un  prisme  triangulaire  ayant  même 
l^seelmème  hauteur  que  la  pyramide  proposée. 

Si  l'on  Tait  passer  un  plan  par  les  trois  sommets  D,  E,  C,  le 
prisme  triangulaire  ABCDEF  se  trouve  décomposé  en  trois 
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pyramides  triangulaires  EABC,  EDC\,  EDCF.  La  première  esi 
la  pyramide  donnée.  Les  deux  autres  sont  équivalentes  (&62> 
car  elles  ont  même  hauteur  et  leurs  bases  sont  équivalentes 
comme  moitiés  du  parallélogramme  ACFD.  Or,  si  Ton  prend 


Fig.  a; 


la  face  DEF  pour  base  de  la  pyramide  EDCF,  son  sommet  est 
le  point  C.  Cette  pyramide  a  donc  même  base  et  même  hau- 
teur que  le  prisme  ABCDEF;  elle  est  donc  équivalente  à  la 
pyramide  EABC. 

Les  trois  pyramides  dont  se  compose  le  prisme  ABCDEF 
étant  équivalentes,  chacune  d'elles  est  le  tiers  de  ce  prisme. 
Or,  le  volume  du  prisme  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur;  le  volume  de  la  pyrs^mide  EABC  a  donc  pour 
mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

2«  Soit  [fig.  271)  la  pyramide  polygonale  SABCDE.  On  la 
décompose  en  pyramides  triangulaires  en  faisant  passer  des 
plans  par  l'arête  SA  et  chacune  des  arêtes  SC,  SD.  Ces  pyra- 
mides triangulaires  ont  pour  bases  les  triangles  ABC,  ACD, 
ADE,  qui  composent  la  base  de  la  pyramide  donnée,  et  leur 
hauteur  commune  est  celle  de  cette  pyramide.  La  somme  de 
leurs  mesures  ou  la  mesure  de  la  pyramide  SABCDE  sera  donc 
égale  au  tiers  du  produit  de  sa  base  ABCDE  par  sa  hauteur  SO. 

COROLLAIRES. 

464.  En  désignant  par  V,  B,  H,  les  trois  nombres  qui  me- 
surent respectivement  le  volume  d'une  pyramide,  sa  base  ei 
sa  hauteur,  on  a  la  formule  générale 


V  =  lBH. 

Donc,  toute  pyramide  est  le  lien  du  prisme  de  même  hase 
et  de  même  hauteur.  Deux  pyramides  quelconques  de  bases 
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uivaltntes  et  de  même  hauteur  sont  équivalentes.  Deux 
ides  sont  entre  elles  comme  les  produits  respectifs  de 
base  par  leur  hauteur.  Deux  pyramides  de  même  base 
\t  entre  elles  comme  leurs  hauteurs.  Deux  pyramides  de 
même  hauteur  sont  entre  elles  comme  leurs  bases, 

ifô.  Quand  un  tétraèdre  esl  régulier,  son  volume  s'exprime 
m  fonction  de  son  arête  a. 
Un  tétraèdre  régulier  est  compris  sous  quatre  triangles  équi- 
iléraux  égaux.  Sa  base  a  donc  pour  expression  (250) 


p  hauteur  esl  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
nt  pour  second  côté  de  l'angle  droit  le  rayon  du  cercle  cir- 


r 


conscrit  au  triangle  de  base,  c'est-à-dire  -^>  et  pour  hypoté- 
lose  l'aréle  a  du  tétraèdre.  Cette  hauteur  est,  par  suite, 


\/--T  =  f 


[On  a  donc,  pour  le  volume  du  tétraèdre  régulier  en  Tonction 
le  son  arête,  «        «  « 

^'^3    av^2 a^\li 


r 


y—^ 


3     4        V3 


12 


,         8C0L1E. 

M6.  Pour  évaluer  le  volume  d'un  polyèdre,  il  suffit  de  dé- 
composer ce  polyèdre  en  pyramides,  de  calculer  les  volumes 
de  ces  pyramides  et  de  faire  la  somme  des  nombres  obtenus. 
PIqs  généralement,  il  suffit  de  décomposer  le  polyèdre  pro* 
posé  en  parties  telles,  que  l'expression  de  leur  volume  soit 
connue. 

Pour  opérer  la  décomposition  en  pyramides,  on  peut  choisir 
un  point  quelconque  dans  l'espace  et  le  joindre  à  tous  les 
sommets  du  polyèdre.  Les  bases  des  différentes  pyramides 
formées  sont  les  faces  du  polyèdre,  et  leurs  hauteurs  sont 
les  perpendiculaires  abaissées  du  point  choisi  sur  ces  faces. 
Le  volume  du  polyèdre  est  la  somme  arithmétique  ou  aigé* 
brique  des  volumes  des  pyramides  obtenues,  suivant  que  leur 
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sommel  commun  esl  lui-même  inlérieur  ou  extérieur  aa 
polyèdre. 

Souvent,  on  effeclue  la  décomposition  en  prenant  poui 
centre  l'un  des  sommets  du  polyèdre,  c'est-à-dire  en  menanl 
toutes  les  diagonales  qui  partent  d'un  même  sommet. 

Si  Ton  peut  trouver  dans  l'intérieur  du  polyèdre  un  point  j 
égale  dislance  de  toutes  ses  faces,  les  pyramides  qui  le  com- 
poseront  auront  alors  pour  hauteur  commune  la  perpendicu* 
laire  abaissée  de  ce  point  sur  l'une  des  faces,  et  le  volume 
du  polyèdre  aura  pour  expression  le  tiers  du  produit  de  soi 
aire  par  cette  perpendiculaire. 

THÉORÈME.  ^ 

467.  Deux  pyramides  sont  égales  lorsqu'elles  ont  un  anglà 
dièdre  égal  compris  entre  une  base  et  une  face  égales  chacune 
à  chacune  et  semblablement  disposées  IJig.  272). 


Soient  l'angle  dièdre  ÂB   égal  à  l'angle  dièdre   A'B',  Ih 
base  ABCD  égale  à  la  base  A'B'C'D',  la  face  ASB  égale  à  la 
face  A'S'B'.  Portons  la  pyramide  S'A'B'C'D'  sur  la   pjra-j 
mide  SABCD,  de  manière  que  les  deux  bases  égales  coîncideot. 
L'angle  dièdre  A'B'  étant  égal  à  l'angle  dièdre  AB,  et  les' 
parties  égales  étant  disposées  de  la  même  manière  dans  lesi 
deux  pyramides,  la  face  A'S'B'  tombera  dans  le  plan  de  ii 
face  ASB.  L'angle  S' A'B'  étant  égal  à  l'angle  SÂB,  l'arête  AS 
prendra  la  direction  de  l'arête  AS,  et  le  point  S'  tombera  au 
point  S,  puisqu'on  a  A'S'=AS.  Les  deux  pyramides,  ayant 
mêmes  sommets,  coïncideront  et  seront  égales. 

SGOLIE. 

468*  Si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  côtés  de  l'une  ies 
bases  des  deux  pyramides,  l'égalité  des  bases  de  ces  pyramides 
exigera  a  n  — 3  conditions  (66).  L'égalité  des  angles  dièdres  AB 
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et  A'fi'  compte  pour  une  condition.  Enfin,  Tégalité  des 
triangles  SAB,  S'A'B',  n*exige  plus  que  deux  conditions,  puis- 
qu'on a  AB  r=  A'B'  d'après  l'égalité  des  bases.  Ainsi,  l'égalité 
des  deux  pyramides  exige  en  tout  2/1  conditions. 


m.  —  Notions  relatives  au  cône. 

i69.  On  appelle  surface  conique  de  révolution  la  surface 
engendrée  par  une  droite  GSG'  tournant  autour  d'une  droite 
fixe  XSX',  qu'elle    rencontre    en   un 
point  S,  et  à  laquelle  elle  est  invaria-  ^*^'  ^'^^' 

blement  liée  [Jig*  ^73).  ^a       ix' 

La  droite  fixe  XX'  reçoit  le  nom  d'oore            V^^iïfe/ 
de  la  surface,  et  la  droite  mobile  GG'                  \\/ 
celui    de  génératrice  ou   d*aréte.    Le                   /^ 
point  S,  qu'on  nomme  sommet,  divise               jr-i^Kk 
la  surface  conique  en  deux  parties  in-            /^^\ 
définies  qu'on  appelle  nappes,  / -j — _  \ 

Le  lieu  géométrique  des  droites  qui,       /^ZZZZlJo^^^ZI^z^K 
passant  par  un  point  donné  S,  font  un  jx 

angle  donné  a  avec  une  droite  donnée  D, 
est  une  surface  conique  de  révolution  ayant  le  point  S  pour 
sommet  et  la  parallèle  menée  à  D  par  le  point  S  pour  axe. 

Un  point  quelconque  A  de  la  droite  GG'  décrit  une  circon- 
férence dont  le  centre  est  sur  l'axe  et  dont  le  plan  est  perpen- 
diculaire à  l'axe  (k3ï).  Par  suite,  toutes  les  sections  faites 
par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont  des  circonférences 
dont  le  lieu  des  centres  est  l'axe  lui-même.  Quant  aux  rayons 
OA,0'A',de  ces  cercles,  la  similitude  des  triangles  SOA,  S  O'A^ 
prouve  qu'ils  sont  proportionnels  aux  distances  SO,  SO',  de 
leurs  plans  au  sommet,  ou  encore  aux  portions  correspon- 
dantes SA,  SA',  de  la  génératrice  GSG'.  Leurs  aires  sont  donc 
proportionnelles  aux  carrés  des  mêmes  lignes. 

470.  Considérons  une  droite  fixe  XSX',  un  plan  P  passant 
par  un  point  S  de  cette  droite,  et  désignons  par  a  l'angle  de 
la  droite  et  du  plan,  c'est-à-dire  l'angle  aigu  de  la  droite  SX 
avec  sa  projection  SA  sur  ce  plan  fjig»  274).  Par  le  point  S,  on 
peut  mener  dans  le  plan  P  (341)  deux  droites  SB,  SC,  faisant 
avec  SX  un  angle  aigu  donné  (a.  Ces  deux  droites  sont  sy- 
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mélriques  par  rapporl  à  AA'.  Il  en  est  ainsi  tani  que  u  est  su- 
périeur à  a;  lorsque  w  devient  égal  ou  inférieur  à  «,  les  deux 
droites  se  réduisent  à  la  droite  unique  SA  ou  cessent  d'exister. 
D'après  cela,  un  plan  passant  par  le  sommet  d'une  surface 
conique  de  révolution  renferme  deux  génératrices  de  cette 
surface,  ou  une  seule,  ou  enfin  n'a  de  commun  avec  la  sur- 
face que  le  sommel,  suivant  que  l'inclinaison  du  plan  sur  l'axe 
est  inférieure,  égale  ou  supérieure  à  l'angle  aigu  de  la  généra- 
trice avec  l'axe,  c'est-à-dire  au  demi-angfe  an  sommet  de  la 
surface  conique. 


Fie.  2:'i. 


Fi{j.  275. 


Dans  le  cas  où  le  plan  donné  n'a  de  commun  avec  la  sur- 
face qu'une  seule  génératrice  SA  [Jig.  275),  on  peut  le  consi- 
dérer comme  la  position  limite  d'un  plan  variable  qui,  passant 
par  la  génératrice  fixe  SA  et  par  une  génératrice  voisine  SA', 
tourne  autour  de  SA  jusqu'à  ce  que  SA'  vienne  se  confondre 
avec  SA.  On  voit  dès  lors,  par  un  raisonnement  identique  à 
celui  qu'on  a  fait  pour  le  cylindre  (4>36],  que  ce  pian  renferme 
les  tangentes  AM,  BN, . . . ,  à  toutes  les  courbes  AA%  BB',  . . . , 
que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface,  aux  points  A,  B, . . .,  où  la 
génératrice  SA  rencontre  ces  courbes.  On  donne  à  ce  plan  le 
nom  de  plan  tangent  suivant  la  génératrice  SA. 

La  génératrice  SA  et  la  tangente  à  une  courbe  quelconque 
tracée  sur  la  surface  aii  point  où  cette  courbe  rencontre  SA 
suffisent  pour  déterminer  le  plan  tangent  suivant  cette  gêné- 
ratrice.  Si  l'on  choisit  en  particulier  la  tangente  AM  à  une  sec- 
tion AA'  perpendiculaire  à  l'axe,  on  voit,  comme  pour  le  cy- 
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lindre,  que  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  déter- 
miné par  Vaxe  et  la  génératrice  de  contact, 

471.  On  nomme  cône  de  révolution  le  corps  engendré  par 
la  rotation  d'un  triangle  rectangle  SOA  au- 
tour de  Tun  des  côtés  SO  de  Tangle  droit  P)0-  376. 
SOA  [Jig.  276).                                                         ,^^^3^ 

La  surface  conique  engendrée  par  l'hy  nJ/ 

poténuse  SA   est   la  surface  latérale  du  /v? 

cône;  le  cercle  décrit  par  le  côté  OA  est  B^^^i^K^' 

la  base,  la  droite  SO  est  la  hauteur,  et  l'hy-  /     j     \ 

poténuse  SA  est  le  côté  ou  Vapothème  de  BZ''rrrilVr:\j^ 
ce  cône. 

472.  Si  Ton  coupe  une  surface  conique  de  révolution 
[fig'  ^76)  pa**  deux  plans  AB,  A'B',  perpendiculaires  à  Taxe 
et  situés  d'un  même  côté  du  sommet  S,  on  obtient  un  volume 
terminé  par  une  portion  de  la  surface  conique  et  par  les  deux 
cercles  AB,  A'B'.  Ce  corps,  que  Ton  nomme  tronc  de  cône  de 
révolution  à  bases  parallèles,  est  la  différence  des  deux  cônes 
SAB,  SA'B'.  On  peut  encore  le  considérer  comme  engendré 
par  la  rotation  du  trapèze  rectangle  A  00' A'  autour  du  côté 
00'.  La  droite  00'  est  la  hauteur  du  tronc;  les  cercles  AB, 
A'B'  en  sont  les  bases,  et  AA'  en  est  le  côté  ou  Vapothème. 

473.  En  construisant  une  pyramide  de  même  sommet  que  le 
cône  et  ayant  pour  base  un  polygone  inscrit  au  cercle  de  base 
du  cône,  on  obtient  une  pyramide  inscrite  au  cône  [Jig.  277). 
Si  le  polygone  de  base  est  régulier,  la  pyramide  inscrite  est 
régulière. 

On  appelle  aire  latérale  d'un  cône  la  limite  de  Taire  latérale 
d'une  pyramide  régulière  inscrite  dont  le  nombre  des  faces 
croît  indéfiniment.  On  légitime  cette  définition  en  montrant 
que  la  limite  considérée  existe  et  est  indépendante  de  la  loi 
suivant  laquelle  les  côtés  de  la  base  de  la  pyramide  tendent 
vers  zéro.  Le  raisonnement  est  analogue  à  celui  qu'on  a  em- 
ployé pour  le  cylindre  (439);  seulement,  tandis  que  la  hauteur 
du  prisme  droit  inscrit  au  cylindre  reste  fixe,  l'apothème 
de  la  pyramide  régulière  inscrite  au  cône  est  variable  et  tend 
vers  l'apothème  du  cône.    . 

On  voit,  comme  dans  le  cas  du  cylindre,  que  le  volume 
d'un  cône  de  révolution  est  la  limite  des  volumes  des  pyra- 
De  C.  —  CoHr*.  II.  18 


274  ÇÉOMÉTRie. 

mides  inscrites  dont  on  fait  croître  indéQniment  le  nombre  des 
faces. 

Wîk.  Deux  cônes  de  révolution  sont  dits  semblables^  lors- 
qu'ils sont  engendrés  par  des  triangles  rectangles  semblables, 
c'est-à-dire  lorsque  leurs  hauteurs  sont  entre  elles  comme 
les  rayons  des  bases. 

THÉORÈME. 

475.  L'aire  latérale  d'un  cône  de  révolution  a  pour  mesure 
le  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  la  moitié  de  son 
apothème. 

L'aire  latérale  du  cône  est  la  limite  des  aires  latérales  des 
pyramides  régulières  inscrites  dont  le  nombre  des  faces  croit 
indéfiniment.  D'après  cela,  soient  S,  C,  A,  l'aire  latérale,  la 
circonférence  de  base  et  l'apothème  du  cône  considéré,  et  s, 
p,  a^  l'aire  latérale,  le  périmètre  de  la  base  et  l'apothème 
d'une  pyramide  régulière  inscrite.  On  a  (461) 

s=p,  -  a. 

^    2 

Lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  la 
base  de  la  pyramide,  s  tend  vers  S,  p  vers  C,  a  vers  A  ;  on  a 
donc,  à  la  limite, 

S=rC.-A. 

476.  Si  R  est  le  rayon  de  la  base  du  cône,  on  a  C  =  27rR  et, 
par  suite, 

S  =  7rRA. 

En  ajoutant  la  base  ttR^,  on  a,  pour  l'aire  totale, 
T --r  ttRA -I- 7rR2=  7rR(  A  4- R). 

477.  En  raisonnant  comme  au  n**  441,  on  reconnaît  que  les 
aires  latérales  ou  totales  de  deux  cônes  de  révolution  sem- 
blables sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons  ou  des 
apothèmes  ou  des  hauteurs. 

SCOLIE. 

478.  Considérons  un  cône  de  révolution  et  une  pyramide 
régulière  inscrite  SARCDEF  [Jig,  277]  ;  par  une  rotation  autour 
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de  Tarèie  SB,  amenons  la  Tace  SAB  dans  le  prolongement  de 
la  face  SBC;  puis,  par  une  rotation  autour  de  SC,  amenons  les 
deux  faces  déjà  réunies  dans  le  prolongement  de  la  face  sui- 
vante SCD,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  toutes  les  faces 


Fie.  277- 


Fig.  278. 


s.        D, 


latérales  de  la  pyramide  soient  réunies  dans  le  plan  de  la  der- 
nière d'entre  elles  FSA.  On  obtiendra  ainsi  un  secteur  poly- 
gonal régulier  Si  AiBiCiDiEiFiAs  [fig.  278),  ayant  pour  rayon 
Taréte  de  la  pyramide  régulière,  c'est-à-dire  l'apothème  du 
cône,  et  pour  base  une  ligne  brisée  régulière  AiBiCiDjEiFi  A, 
égale  au  périmètre  de  la  base  de  la  pyramide. 

Si  le  nombre  des  faces  de  la  pyramide  régulière  inscrite 
dans  le  cône  croît  Indéfiniment,  le  secteur  StAiBiCiDiEiFiA, 
conserve  le  même  rayon,  et  la  base  dégénère  en  un  arc  de 
cercle  ayani  une  longueur  égale  à  celle  de  la  circonférence  du 
cône.  Le  secteur  circulaire  SiAiDi  A,  obtenu  est  dit  le  déve- 
loppement de  l'aire  latérale  du  cône.  Il  est  aisé  de  calculer  le 
nombre  n  de  degrés  contenus  dans  l'angle  AiSi  A^  de  ce  secteur 
circulaire.  A  étant  l'apothème  du  cône  et  R  le  rayon  de  sa 
base,  on  a 


n    __  arcAjA,  _  27rR 
36o        27rSiAi        27rA 


d'où 


A 


Pour  A  =  2  R,  on  a  n  =  i8o*>,  de  sorte  que  le  développement 
est  un  demi-cercle.  Le  cône  correspondant  est  dit  équilatéral; 
sa  section  par  un  plan  passant  par  l'axe  SO  est  un  triaiigle 
équilatéral  SAD. 

18. 
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THÉOBÈME. 

W9,  Le  volume  d'un  cône  de  révolution  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

Le  volume  du  cône  est  la  limiie  des  volumes  des  pyramides 
inscrites  dont  le  nombre  des  faces  crott  indéfiniment.  D'après 
cela,  soient  V,  B,  H,  le  volume  du  cône,  Taire  de  sa  base  et  sa 
hauteur;  soient  v  ei  b  le  volume  et  Taire  de  la  base  d'une 
pyramide  inscrite  dans  ce  cône.  On  a  (463) 

.  =  i6H. 

Hais,  lorsque  le  nombre  des  faces  de  la  pyramide  crott  indé- 
finiment, V  tend  vers  V  et  6  vers  B;  on  a  donc,  à  la  lîmitei 

v=1bh. 

COROLLAIRES. 

WO.  Si  R  est  le  rayon  de  la  base  du  cône,  on  a  B  ~  ttR'  et, 
par  suite. 

On  volt,  comme  au  n^'  4i5,  que  les  volumes  de  deux  cônes 
de  révolution  semblables  sont  dans  le  rapport  des  cubes  des 
hauteurs  ou  des  rayons  des  bases. 

481.  Lorsqu'un  rectangle  ABCD  tourne  autour  de  Tun  de 

ses  côtés  AB  [fig.  279),  le  triangle  ABC  en- 
F«e-  279.  gendre  un  cône  dont  le  volume  est  le  tiers 
(443,  479)  de  celui  du  cylindre  engendré  par  le 
rectangle  ABCD.  Par  suite,  le  volume  engendré 
en  même  temps  par  le  triangle  ADC  est  les  deux 
tiers  du  même  cylindre.  Cette  remarque  nous 
sera  ulile  plus  tard. 

482.  D'une  manière  générale,  on  appelle  surface  conique 
toute  surface  engendrée  par  une  droite  mobile  ASAi  [fig.  280), 
qui  passe  constamment  par  un  point  fixe  S  en  s'appuyant  sur 
une  courbe  fixe  AMB,  plane  ou  gauche.  Cette  courbe  est  la 
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Urectrice  de  la  surface,  tandis  que  la  droite  mobile  en  est  la 
ftnératrice.  Le  point  S  est  le  sommet  de  la  surface  conique, 
i|u'ii  divise  en  deux  nappes  SAB,  SÂiBi. 


Fig.  280. 

i 

I 


THÉORÈME. 

■   W3.  Les  sections  d'une  surface  conique  y  par  deux  plans 
rforallèles,  sont  semblables. 

En  effety  soient  la  surface  conique  SAMB  et  deux  sec- 
UioDs  AMB,  A'M'B',  faiies  par  deux  plans  parallèles  (Jig.  280). 
penons  par  le  sommet  une  droite  quelconque  SOO'  qui  ren- 
^conire  les  deux  plans  en  0  et  0',  et  projetons,  parallèlement 
U  SOO',  la  première  section  AMB  sur  le  plan  de  la  seconde; 
(elle  projection  amb  étant  égale  à  AMB  (H8),  la  proposition 
sera  démontrée  si  nous  prouvons  que  amb  et  A'M'B'  sont 
komothétlques  (160).  Or,  SMM'  étant  une  génératrice  quel- 
conque de  la  surface,  les  droites  OM  et  O'M'  sont  parallèles, 
et  l'on  a 

OM  _  SO 

0'M'"~"SO'' 

00,  en  observant  que  la  projection  m  de  M  est  située  sur  O'M' 
eiqueO'm  =  OM, 

O'm  _  SO 

O'M'^SO'' 
Le  second  membre  de  cette  égalité  ayant  une  valeur  indépen- 
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dante  de  la  posUion  du  point  M'  sur  la  courbe  A'M'B',  le 
courbes  amb  et  A' M' fi'  sont  homothéliques* 

484.  Un  cône  esi  le  corps  compris  sous  une  surface  coniqu 
limitée  d'une  part  à  son  sommet  et  de  l'autre  à  une  sectio 
plane,  qui  prend  le  nom  de  base;  la  hauteur  du  cône  est  I 
distance  du  sommet  au  plan  de  la  base.  Un  cône  à  base  circt 
laire  est  droit  ou  oblique  suivant  que  la  projection  orthogc 
nale  du  sommet  sur  le  plan  de  la  base  coïncide  ou  non  ave 
le  centre  du  cercle.  Le  cône  circulaire  droit  n'est  autre  qu 
le  cône  de  révolution  étudié  précédemment. 

THÉORÈME. 

485.  Le  volume  d'un  cône  quelconque  est  égal  au  tiers  é 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

On  arrive  à  ce  théorème  en  considérant  le  cône  comme  I 
limite  d'une  pyramide  inscrite,  lorsque  les  côtés  de  la  bas* 
polygonale  tendent  vers  zéro. 
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CHAPITRE  III. 


LES  CORPS  TRONQUÉS. 


I.  —  Aires  et  volumes  des  corps  tronqués. 

THÉORÈME. 

486.  L'aire  latérale  d'un  tronc  de  pyramide  régulier  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  demi-somme  des  périmètres  de  ses 
ieux  bases  par  son  apothème. 

Soil  ijîg.  281)  le  tronc  de  pyramide  régulier  ABCDEabcde. 
Les  trapèzes  isocèles  qui  composent  son  aire 
latérale  étant  tous  égaux  entre  eux  (ft-SS),  il 
suffit  de  multiplier  Taire  de  Tun  d'eux  AEae 
parleur  nombre  n.  On  obtient  ainsi 


AE 


ae 


H/i     ou 


n.AE  -h  n.ae 


HA. 


Les  produits  n.AE  et  n,ae  représentant  les 
périmètres  des  deux  bases  du  tronc  de  pyra- 
mide, renoncé  est  justlGé. 

THÉORÈME. 

487.  Le  volume  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles 
tit  équivalent  à  la  somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  liau- 
'euf  commune  la  hauteur  du  tronc  et  pour  bases  respectives 
Its  deux  bases  du  tronc  et  la  moyenne  proportionnelle  entre 
cet  deux  bases. 

I*  Soit  [fig.  282)  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  à  bases 
parallèles  ABGDEF. 
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Les  pians  ÂEC,  DEC,  le  partagent  en  trois  pyramides  trian- 
gulaires EABC,  EDCF,  EDCA,  dont  nous  désignerons  les  vo- 
lumes respectifs  par  P,  P',  P'^ 
La  première  EABC  a  pour  base  la  base  inférieure  ABC  duJ 
tronc  de  pyramide^   et  elle  a  même  hau- 1 
Fig.  282.  ^gyj»  qyg  ç^  tronc,  puisque  son  sommet  E  ! 

yL^^    I  est  un  sommet  de  la  base  supérieure.         J 

\  Si  Ton  prend  le  point  C  pour  sommet,  la 

SA         deuxième  pyramide  EDCF  a  pour  base  DEF 
;^c       la   base  supérieure    du   tronc,   et   elle  a 
même  hauteur  que  ce  tronc,  puisque  son  | 
sommet  C  se   confond  avec  un    sommet 
de  la  base  inférieure. 

Pour  évaluer  la  troisième  pyramide  EDCA,  comparons-la 
successivement  aux  deux  autres. 

Si  Ton  prend  le  point  C  comme  sommet  commun  des  deui^ 
pyramides  EABC,  EDCA,  elles  ont  même  hauteur  et  sont  entra 
elles  comme  leurs  bases  EAB,  ADE;  mais  ces  triangles,  donl^ 
la  hauteur  est  aussi  la  même,  sont  entre  eux  comme  leurs 
bases  AB  et  DE^  et  Ton  peut  écrire 


P^ABAC 
P""~DE~DF 


(^56,  2« 


De  même,  si  Ton  prend  le  point  E  comme  sommet  commua  '■ 

des  deux  pyramides  EDCA,  EDCF,  elles  ont  même  hauteur  et  [ 

sont  entre  elles  comme  leurs  bases  DAC,  CDF,  ou  comme  les 

bases  AC  et  DF  de  ces  triangles,  qui  ont  aussi  même  hauteur. 

On  a,  par  suite, 

p       p^ 

p //  —  p.  • 

Il  en  résulte 

P"»z:z:PP'. 

Le  volume  de  la  troisième  pyramide  est  donc  la  moyenne 
proportionnelle  des  volumes  des  deux  premières,  c'est-à-dire 
que  la  pyramide  EDCA  équivaut  à  une  pyramide  ayant  pour 
hauteur  la  hauteur  du  tronc  et  pour  base  la  moyenne  pi*o- 
portionnelle  entre  ses  deux  bases. 

2» Soit  (/g^.  ti83)  le  tronc  de  pyramide  polygonal  GHIKLMNP. 
Ce  tronc  a  été  obtenu  en  coupant  la  pyramide  TGHIK  par  un 
plan  parallèle  à  sa  base.  Prenons  un  point  S  à  la  même  hau- 
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aSi 


leur  que  le  point  T  au-dessus  de  la  base  GHIK,  et  construisons 
dans  le  plan  de  cette  base  un  triangle  ABC  qui  lui  soit  équi- 
valent. La  pyramide  triangulaire  SABC  sera  équivalente  à  la 
pjramide  polygonale  TGHIK  (k6k).  Si  Ton  prolonge  le  plan 

Fig.  283. 


UNP  jusqu'à  la  pyramide  SABC,  il  déterminera  dans  cette 

pyramide  une  section  DEF  équivalente  à  la  section  LMNP  (ï60); 

deux  pyramides  SDEF,  TLMNP,  seront  donc  aussi  équi- 

|nlenles.  Par  suite,  le  tronc  polygonal  GHIKLMNP,  différence 

les  pyramides  TGHIK,  TLMNP,  sera  équivalent  au  tronc  trian- 

ilalre  ABCDEF,  différence  des  pyramides  SABC,  SDEF.  Et 

mme  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  est  équivalent  à  la 

mme  de  trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  commune  la 

bauieur  du  tronc  et  pour  bases  respectives  les  deux  bases  du 

IroDc  et  la  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases,  il 

en  sera  de  même   du  tronc  de  pyramide  polygonal  qui  a 

même  hauteur  et  des  bases  équivalentes. 

COROLLAIRES. 

kHè,  En  désignant  par  V,  B,  b,  h,  les  nombres  qui  mesurent 
respectivement  le  volume  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles,  ses  deux  bases  et  sa  hauteur,  on  a  la  formule 


lou 


V  =  iBA-.i6A. 


^(B 


i/iv/B6 


v/B6). 


Souvent,  au  lieu  de  donner  les  deux  bases  B  et  b,  on  donne 
l'uDe  d'elles  B  et  le  rapport  —  de  deux  côtés  homologues  de 

A 
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Pour  évaluer  la  deuxième  pyramide  EOCF,  cherchons  son 
rapport  à  la  pyramide  EABC.  Si  l'on  prend  pour  sommets  des 
pyramides  EDCF,  EAlBC,  les  points  D  et  A^  leurs  bases  sont 
les  triangles  ECF,  ECB,  et  leur  hauteur  est  la  même,  puisque 
l'arête  DA  est  parallèle  à  la  face  EBCF.  Ces  pyramides  sont 
donc  entre  elles  comme  les  triangles  ECF,  ECB.  D'ailleurs 
ces  triangles,  compris  entre  les  parallèles  £B,  FC,  ont  même 
hauteur  et  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  FC,  £B.  Donc, 
les  pyramides  EDCF,  EABC,  sont  entre  elles  comme  les  arêtes 
FC  et  EB  ou  comme  les  hauteurs  FL  et  EH,  évidemment  pro^ 
portionnelles  à  ces  arêtes  en  vertu  de  la  similitude  des 
triangles  rectangles  EBH,  FCL. 

Pour  évaluer  la  troisième  pyramide  EDCA,  cherchons  son 
rapport  à  la  pyramide  EDCF.  Ces  deux  pyramides,  ayant  même 
hauteur,  sont  entre  elles  comme  leurs  bases  DCA,  DCF,  ou 
comme  les  arêtes  DA  et  FC,  puisque  les  triangles  DCA,  DCF, 
compris  entre  les  parallèles  DA,  FC,  ont  même  hauteur.  Donc 
les  pyramides  EDCA,  EDCF,  sont  entre  elles  comme  les  hau* 
leurs  DK  et  FL,  proportionnelles  aux  arêtes  DA  el  FC. 

Les  trois  pyramides  EABC,  EDCF,  EDCA,  étant  proportion- 
nelles aux  hauteurs  EH,  FL,  DK,  et  le  volume  de  la  première 

étant 

ABC. EH 


les  volumes  des  deux  autres  sont  respectivement 


ABC.FL  ABC.DK 

— s —     et     A • 


SGOLIE. 


492.  Si  le  tronc  considéré  est  un  tronc  de  prisme  droit,  les 
hauteurs  EH,  FL,  DK,  se  confondent  avec 
les  arêtes  latérales  EB,  FC,  DA,  et  la  base 
ABC  avec  la  section  droite  du  tronc.  Le 
volume  du  corps  tronqué  a  donc  alors  poor 
mesure  le  produit  de  sa  section  droite  par 
la  moyenne  arithmétique  de  ses  arêtes  la- 
térales. 
On  étend  facilement  cet  énoncé  au  as 
du  tronc  de  prisme  oblique.  Soit  [Jig.  286)  le  tronc  de  prisme 
oblique  ABCDEF.  Menons  sa  section  droite  MNP.  Elle  le  par- 


J 
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fege  en  deux  troncs  de  prisme  MNPABC,  MNPDEF,  qui  sont 
iroits  relaiivemeni  à  cette  section,  considérée  comme  base. 
Le  premier  a  pour  mesure 


e  second. 


MNP 


MNP 


'MA-hNB-*-PC 


)■• 


MD  +  NE 


t??). 


Le  Ironc  de  prisme  oblique  ABCDEF,  somme  des  deux  troncs 
le  prismes  droits  MNPABC,  MNPDEF,  a  donc  pour  mesure  la 
lomme  de  leurs  mesures,  c'est-à-dire 


MNP 


AD^-BE  +  CF^ 


COIOLLAIRBS. 


W3.  En  désignant  par  V,  B,  (3,  A,  A',  A",  a,  a',  a',  les  nom- 
bres qui  mesurent  respectivement  le  volume  d'un  tronc  de 
prisme  triangulaire,  sa  base  et  sa  section  droite,  les  hauteurs 
des  sommets  de  sa  base  supérieure  au-dessus  du  plan  de  sa 
base  inférieure  et  ses  arêtes  latérales,  on  a  les  formules 


y:.B(^±4±i:), 


Fig.  287. 


4M.  Si  Ton  représente  par  A  et  a,  B  et  b,  les  arêtes  latérales, 
opposées  deux  à  deux,  d'un  parallélipi- 
pède  tronqué  quelconque  [Jig.  287)  et 
par  S  sa  section  droite,  les  volumes  v  et  v* 
des  deux  prismes  triangulaires  tronqués 
qui  le  composent  sont 


S  A- 

2 


(/'z=- 


S  Aj 
2 


a 
"3 


B 


par  suite,  son  volume  V  =  c  -4-  v'  a  pour  expression 

y^g2(A+^)4-(B-f-6) 


Mais,  si  l'on   représente  par  d  la  longueur  de  la  droite  qui 
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unit  les  centres  des  deux  bases  du  tronc,  on  a 

d'où 

\  =  S.S. 

Le  volume  d'un  parallêlipipède  tronqué  quelconque  a  done 
pour  mesure  le  produit  de  sa  section  droite  par  la  moyenne 
arithmétique  de  deux  arêtes  latérales  op^sées.  ' 

THÉORÈME. 

495.  L'aire  latérale  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  à  basêi 
parallèles  a  pour  mesure  le  produit  de  la  demi-somme  4tt 
circonférences  de  ses  bases  par  son  apothème. 

L'aire  latérale  du  tronc  de  cône  AD  D'A'  [Jig.  288)  est  la  dif^ 
férence  des  aires  latérales  des  cônes  SAD,  S  A'D'.  Cela  posé,  in- 
scrivons dans  le  cône  SAD  une  p^  ramide| 
régulière  SABCDEF;  le  plan  A'D'deU 
base  supérieure  du  tronc  de  cône  décom*; 
pose  cette  pyramide  en  deux  parties  qui 
sont,  Tune,  SA'B'C'D'E'F',  une  pynh^ 
mide  régulière  inscrite  dans  le  côd6' 
SA'D',  Taulre,  ABCDEFA'B'C'D'E'F, 
un  tronc  de  pyramide  régulier  inscrit 
dans  le  tronc  de  cône  AD  D'A'.  Or,  les 
aires  latérales  des  cônes  SAD,  S  A' D',élaDl| 
les  limites  des  aires  latérales  des  pyra- 
mides SABCDEF,  SA'B'C'D'E'F',  lors- 
que le  nombre  commun  de  leurs  faces  crott  indéfiniment, 
Taire  latérale  du  tronc  de  cône  sera  égale  à  la  limite  de  l'aire 
latérale  du  tronc  de  pyramide  régulier  inscrit.  Soient  s,  a,pi 
p'f  l'aire  latérale,  l'apothème  et  les  périmètres  des  bases  du 
tronc  de  pyramide;  soient  de  même  S,  A,  C,  C,  Taire  latérale, 
Tapothème  et  les  circonférences  des  bases  du  tronc  de  cône; 
on  aura  (4-86) 

Mais,  à  la  limite^  lorsque  les  côtés  du  polygone  ABCDEF 
tendent  vers  zéro,  s  tend  vers  S,  p  vers  C,  p'  vers  C,  a  vers  A, 
et  Ton  a 

S  =  -(Ch-C)A. 
2  ^  '    • 
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COROLLAIRES. 

496.  Si  R  et  R^  sont  les  rayons  des  bases  du  tronc>  on  a 
C  =  2irR,  C'=27rR' et,  par  suite, 

S  =  7r(R-f-R')A. 

497.  Par  le  milieu  Ai  du  côté  AA'  (^gf-^Sg),  menons  un  plan 
parallèle  aux  bases  du  tronc  de  cône;  le 

rayon  AjOi  de  la  section  circulaire  dé-  f>c- 289. 

terminée  par  ce  plan  est  parallèle  (314)         .    ^/sj^^^^iv 

aux  rayons  AO,  A'0%  des  bases  et,  par  / |_^\ 

suite  (85),  égal  à  la  demi-somme  de  ces         ^/vi^lHôIZZ^* 
rayons.  Donc  la  circonférence  A|Di  est        /"       '^       \ 
la  moyenne  arithmétique  des  circonfé-      ^^--^ — ~-.-^— ------j 

rences  de  base,  et  Ton  peut  dire  que 
l'aire  latérale  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  a  pour  mesure 
le  produit  de  l'apothème  par  la  circonférence  équidistante  des 
deux  bases. 

Ce  dernier  énoncé  s'applique  aussi  au  cylindre  et  au  cône; 
car  la  circonférence  équidistante  des  bases  est  égale,  dans  le 
cylindre,  à  celle  de  la  base,  et,  dans  le  cône,  à  la  moitié  de 
celle  de  la  base. 

THÉORÈME. 

498.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  de  réi^olution  à  bases 
parallèles  est  équivalent  à  la  somme  des  volumes  de  trois  cônes 
ayant  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc  et  pour 
bases,  le  premier  la  base  inférieure,  le  deuxième  la  base  supé- 
rieure, et  le  troisième  la  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  bases  du  tronc. 

Considérons,  comme  au  n"  495,  un  tronc  de  pyramide  ré- 
gulier inscrit  dans  le  tronc  de  cône.  Les  volumes  des  deux 
pyramides,  dont  ce  tronc  de  pyramide  est  la  différence,  ayant 
respectivement  pour  limites  les  volumes  des  deux  cônes  dont 
le  tronc  de  cône  proposé  est  la  différence,  on  aura  le  volume 
de  ce  tronc  de  cône  en  prenant  la  limite  du  volume  du  tronc 
de  pyramide.  D*après  cela,  soient  V,  6,  B,  H,  le  volume,  les 
bases  et  la  hauteur  du  tronc  de  cône,  Vi,  b^  Bi,  le  volume  et  les 
bases  du  tronc  de  pyramide  inscrit;  on  aura  (488) 
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Mais,  lorsque  le  nombre  des  faces  du  Ironc  de  pyramide  crott 
indéfiniment,  vt  tend  vers  V,  bi  vers  b,  Bi  vers  B,  et  Ton  a,  a 
la  limite,  la  formule 

V  =  -|(B-f-6-!-v^Bfr), 

dont  renoncé  ci- dessus  n'est  que  la  traduction  en  langage 
ordinaire. 

COROLLAIRES. 

4d9.  Si  R  est  le  rayon  de  la  base  inférieure  B,  et  rie  rayoÉ 
de  la  base  supérieure  ft,  on  a  B  =  ttK*,  b  =  ttt*  et,  par  suite,  1 

(i)  Vi^^(R«4-r»  +  Rr).  | 

500.  En  coupant  une  surface  conique  de  révolution  par  deui^ 
plans  âB,  AiBf,  perpendiculaires  à  Taxi 
mais  situés  de  part  et  d*autre  du  sommet 
[Jig.  290),  on  obtient  un  corps  qui  est 
somme  des  deux  cônes  SAB,  SAiB,.  Il  coi 
vient  de  donner  encore  à  ce  corps  le  noi 
de  tronc  de  cône;  mais,  pour  le  distingua 
du  tronc  de  cône  proprement  dit,  nou^ 
l'appellerons   tronc  de  cône   de  secondé 

espèce  (490).  j 

Le  raisonnement  qui  précède  s'applique  au  tronc  de  seconde 
espèce;  il  faut  seulement  substituer  le  mot  somme  au  niol| 
différence  et  remarquer  que,  le  tronc  de  pyramide  inscrit  co^l 
respondant  étant  de  seconde  espèce,  le  radical  qui  figure  daosj 
l'expression  de  Ci  doit  avoir  le  signe  —  (490).  On  obtient  ainsi,] 
pour  le  volume  du  tronc  de  cône  de  seconde  espèce,  la  for- 
mule 

;v==~(B-f-i-vBï)  =  ^(R'+'^~RO- 

! 

501.  Parfois,  dans  la  pratique,  notamment  pour  le  cubagt\ 
des  troncs  d* arbres  non  équarris,  les  bases  diffèrent  asseï 
peu  pour  qu'on  puisse  assimiler  sans  inconvénient  le  cône 
tronqué  à  un  cylindre  ayant  pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc 
et  pour  base  la  section  faite  dans  le  tronc  à  égale  distance  des 
deux  bases.  L'erreur  commise  est  d'ailleurs  facile  à  é^'aluer;  i 
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^  retranchant  le  volume  cylindrique 
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2Î 


<^)' 


la  cône  tronqué  dont  le  volume  est  donné  par  la  formule  (i), 
on  trouve 


v-.=i,„(!«^')-. 


L'erreur  commise  est  donc  égale  au  volume  d'un  cône  ayant 
bour  hauteur  la  hauteur  du  tronc  et  pour  rayon  de  sa  base  la 
Bemi-difTérence  des  rayons  des  bases  du  Ironc. 

Quand  on  veut  appliquer  la  formule  (2)  au  cubage  d*un 
bonc  d'arbre,  il  convient  de  la  préparer  de  la  manière  sui- 
mnie.  Soit  C  la  longueur  de  la  circonférence  moyenne,  que 
l'on  évalue  au  moyen  d'un  cordon  métrique;  le  rayon  de  cette 

.drconférence  sera  — ?  et,  par  suite,  le  volume  cherché 


27r 


c  = 


4Tr* 


47: 


502.  La  question  du  jaugeage  des  tonneaux  se  rattache  à 
la  mesure  du  tronc  de  cône. 

En  considérant  le  tonneau  {Jig.  291)  comme  la  somme  de 
deux  troncs  de  cône  identiques  opposés 
Httr  leur  grande  base,  on  aurait  la  formule  ^'^'  ^9»- 

V=57rH(R*4-r»-i-Rr), 

dans  laquelle  H  est  la  hauteur  totale  du 
double  tronc,  r  le  rayon  du  fond  AA',  et  R 
le  rayon  de  la  grande  base  BB',  à  laquelle 
OD  donne  le  nom  de  bouge.  Mais  cette  for- 
mule donne  un  résultat  trop  faible,  car  on 
néglige  deux  fois  le  volume  engendré  par  la  rotation  du  seg- 
ment AMB  compris  entre  la  droite  AB  et  l'arc  AMB.  En  rem- 
plaçant, dans  la  parenthèse,  Rr  par  RS  on  obtient  une  formule 

V  =  |7:H(2R» -+-/*), 
qui  donne  au  contraire  un  résultat  trop  fort.  La  formule  qui 
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s'adapte  le  mieux  à  la  forme  générale  des  tonneaux  est  la  sui- 
vante (*)  : 

V=i7rHr2R«-Hr«-i(R«-r«)1. 
Enfln,  nous  signalerons  la  formule 

V=:0,525.DS 

qui  permet  de  jauger  les  tonneaux  ordinaires  d'une  manière 
très  rapide  et  suffisamment  approchée,  en  mesurant  seule- 
ment la  diagonale  BA'  =  D  qui  va  du  trou  B  ou  bonde  au  poi$kt 
le  plus  bas  A'  de  l'un  des  fonds.  Les  jauges  diagonales  sont 
surtout  employées  dans  les  octrois.  En  calculant  d'avance,  à 
l'aide  de  la  formule  précédente,  les  valeurs  de  Y  qui  répondent 
aux  diverses  valeurs  de  D  et  inscrivant  ces  valeurs  sur  la  tige 
de  fer  que  l'on  introduit  dans  le  tonneau,  on  obtient  la  capa- 
cité du  fût  par  une  simple  lecture. 

Pour  comparer  cetle  dernière  formule  avec  la  précédente, 
il  suffit  d'observer  que  l'on  a,  dans  le  triangle  rectangle  B  A'I, 

BÂ'*=ÂlVBi*     ou     D'=7H«H-(R-hr)». 

4 

II.  —  Exercices  et  questions  complémentaires. 

THÉORÈME. 

503.  Le  volume  de  tout  polyèdre  ayant  pour  bases  deux  polygones 
quelconques  situés  dans  des  plans  parallèles  et  pour  faces  latérales  des 
trapèzes  ou  des  triangles  j  est  exprimé  par  la  formule 

2(Bh-B'-+.4B'), 

dans  laquelle  H  désigne  la  distance  des  deux  plans  parallèles,  B  la  base 
inférieure  du  polyèdre,  B'  la  base  supérieure  et  B'  la  section  équidistante 
des  deux  bases  (*). 

En  effet,  soient  LiMiNi  Pi  Qi  la  section  équidistante  des  bases  \Jig,  292) 
et  S  un  point  pris  à  volonlé  dans  l'intérieur  de  cette  section.  Le  polyèdre 
peut  être  décomposé  en  pyramides  ayant  pour  bases  ses  diverses  faces  et 


(»)  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XLVIII,  p.  96. 
(')  Voir  Traité  db  Géométhib,  par  Eugrène  Rouché  et  Ch.  de  Comberousse, 
4*  édition,  1879. 
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poar  sommet  commun  le  point  S.  Les  volumes  des  deux  pyramides  qui 

-DU    wn 
!eposent  sur  les  bases  B  et  B'  ont  évidemment  pour  mesures  -^9  -7-? 

)t  il  reste  à  évaluer  les  volumes  des  pyramides  qui  reposent  sur  les  faces 

latérales.  Soit  donc  LMM'L'  une  quelconque  de 

Des  faces,  par  exemple  celle  qui  répond  au  côté 

LiMi  du  polygone  LiMiNiPiQi;  pour  raisonner 

if  une  manière  générale,  nous  supposerons  que  //ot^vi^s  \ 

cette  face  soit  un  trapèze  (si  c'était  un  triangle,       i.Lrj::^.:'^'iv>'^    ' 

Tun  des  côtés  parallèles  LM  ou  L'W  serait  nul). 

Abaissons  du  point  S  la  perpendiculaire  SO  sur 

le  plan  de  la  face  LMM'L';  dans  ce  plan,  menons 

^r  le  point  0  la  perpendiculaire  l'OIi  à  LiMi  ;  la 

^oite  SIi  sera  perpendiculaire  à  Li  Mi  ;  enfin,  menons  TEi  perpendicvlaifo 

ta  plan  de  la  section  Li  Mi  Ni  Pi  Qi  :  TKi  sera  la  moitié  de  la  distance  H  des 

l»ses  du  polyèdre.  Cela  posé,  la  pyramide  SLMM'L'  a  pour  mesure 

i  LiMi.îI'Ii.isO. 

Or,  le  produit  l'Ii.SO  peut  être  remplacé  par  le  produit  SU  .l'Ki,  qui, 
comme  lui,  exprime  le  double  de  Taire  du  triangle  TIiS;  on  a  donc,  pour 
Ve  volume  de  la  pyramide, 

|.2LiMi.SIi=5.4SLiMi. 
Par  suite,  pour  avoir  la  somme  des  volumes  des  pyramides  qui  reposent 

o 

sar  les  faces  latérales  du  polyèdre,  il  faut  multiplier  par  ^quatre  fois  la 
\  somme  des  triangles  qui  ont  S  pour  sommet  commun  et  pour  bases  les 
\  côtés  de  la  section  EiMi  Ni  Pi  Qi,  c'est-à-dire  multiplier  par  -quatre  fois 
I  l'aire  B'  de  cette  section. 

ÀPPUGATION. 

S04.  Les  amas  de  pierres,  les  fossés  ou  cuvettes  établies  de  distance  en 
distance  le  long  des  routes,  les  tombereaux,  etc., 
sont  terminés  haut  et  bas  par  deux  rectangles  ^^S*  ^9^' 

parallèles  LMNP,  L'M'N'P',  et  latéralement  par  r n' 

qwlre  trapèzes  LMM'L',  MNN'M',   NPP'N',       ^/^ZIZ^S^, 
PLL'P'.  Exprimons  le  volume  d'un  pareil  corps    p  /■]/ Nn^ 

en  fonction  de  la  distance  /*  des  plans  des  deux      [/'"  ^\\ 

rectangles  et  des  dimensions  a  et  b,  a!  et  b',  de     ''      .  m 

«8  rectangles  (Jig.  298). 
la  section  LiMiPiQi,  équidistante  des  bases^  est  un  rectangle  dont  les 

(iimensions,  Li  Mi ,  Li  Pi ,  sont  évidemment  égales  à  -  (  a  +  a')  et  -  ( ^  -h  ^'] . 


I 


a' 
'9 
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Le  Tolume  du  corps  est  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent,  doimé 
par  la  formule 

que  Ton  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

bh,  ,^      b'h,     ,       . 

Pour  è'=  o,  le  volume  se  réduit  à 

et  le  corps  a  la  forme  qu'on  donne  dans  les  parcs  d'artillerie  aux  piles  de 
boulets  sphériques  rectangulaires. 
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CHAPITRE  IV. 

LÀ    SPHÈRE. 


I.  —  Théorèmes  généraux  relatifs  à  la  sphère. 

505.  On  appelle  surface  sphérique  la  surface  engendrée  par 
la  rotation  d'une  demi-circonférence  ABA' 
autour  du  diamètre  AA'   qui  la  termine 

Dans  ce  mouvement,  tout  point  de  cette 
demi-circonférence  décrit  un  cercle  dont 
le  centre  est  situé  sur  Taxe  de  rotation  AA' 
et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cet 
axe. 

La  sphère  est  le  corps  limité  par  une  surface  sphérique.  On 
confond  souvent  dans  le  discours  les  mots  sphère  et  surface 
sphérique,  de  ipème  qu'en  Géométrie  plane  les  mots  cercle  et 
circonférence  de  cercle, 

506.  Considérons  la  sphère  engendrée  par  la  rotation  du 
demi-cercle  ABA'  autour  du  diamètre  AA\  et  un  point  quel- 
conque de  l'espace.  Quand  le  demi-cercle  générateur  vient 
se  placer  suivant  ACA'  dans  le  plan  déterminé  par  AA'  et  par 
le  point  considéré,  il  peut  se  faire  que  ce  point  soit  comme  E 
à  l'extérieur  du  cercle  ACA',  ou  comme  I  à  l'intérieur,  ou 
enfin  comme  M  sur  la  circonférence  de  ce  cercle.  Dans  le  pre- 
mier cas,  le  point  E  est  extérieure  la  sphère,  et  sa  distance  au 
centre  0  du  cercle  ACB  est  plus  grande  que  le  rayon  R  de  ce 
cercle;  dans  le  deuxième  cas,  le  point  I  est  intérieur  z\dL 
sphère,  et  la  distance  01  est  moindre  que  R;  enfin,  dans  le 
troisième  cas,  le  point  M  est  sur  la  surface  sphérique  et  la  dis^ 
tance  CM  est  égale  à  R. 
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La  surface  sphérique  peut  donc  êlre  encore  définie  le  lieu 
géométrique  des  points  équidistants  d'un  point  fixe. 

Ce  point  fixe  0  est  dit  le  centre  de  la  sphère.  On  nomme 
rayon  toute  droite,  telle  que  OA  ou  OM,  menée  du  centre  0 
à  la  surface;  tous  les  rayons  d'une  même  sphère  sont  égaux. 
On  nomme  diamètre  toute  droite,  telle  que  MN,  passant  par 
le  centre  et  limitée  à  la  surface  sphérique;  tous  les  diamètres 
d'une  même  sphère  sont  égaux  y  car  chacun  d'eux  est  la  somme 
de  deux  rayons. 

Deux  sphères  de  même  rayon  sont  égales. 

507.  La  définition  donnée  au  n«  96  pour  la  tangente  aux 
courbes  planes  s'étend  aux  courbes  de  l'espace.  Il  est  aisé  de 
voir,  d'après  cela,  que  la  tangente  MT  à  une  courbe  quel- 
conque AMB  tracée  sur  la  sphère  est  perpendiculaire  à  l'extré- 
mité du  rayon  OM  mené  au  point  de  contact.  En  effet  {fig.  ^gS), 

prenons  sur  la  courbe  AMB  un  point  M' 
voisin  du  point  M,  menons  la  sécante 
MM'S  et  joignons  le  centre  G  au  milieu  1 
de  la  corde  MM'.  Le  triangle  MOM'  étant 
Isocèle,  la  droite  01  est  perpendiculaire 
sur  MM'.  Or,  lorsque  la  sécante  MM'S 
tourne  autour  du  point  M  de  manière  à 
devenir  à  la  limite  la  tangente  MT,  le  point  I,  milieu  deMH', 
se  réunit  au  point  M  en  même  temps  que  le  point  M'.  L'angle 
OMT,  position  limite  de  l'angle  droit  OIS,  est  donc  lui-même 
un  angle  droit. 

THÉORÈME. 

508.  Toute  section  plane  de  la  sphère  est  un  cercle. 

En  effet,  les  points  de  la  section  sont,  puisqu'ils  appartiennent 
à  la  sphère,  situés  à  la  même  distance  du  centre  de  celle 
sphère;  or,  on  sait  (88,  304)  que  le  lieu  des  points  d'un  plan 
équidistants  d'un  point  fixe  est  une  circonférence  de  cercle. 

COROLLAIRES. 

509.  Si  le  point  fixe  0,  qui  est  ici  le  centre  de  la  sphère 
[fig.  296),  est  situé  dans  le  plan  sécant,  ce  point  est  le  centre 
même  de  la  section  ACB,  dont  le  rayon  ne  diffère  pas  de  ce\^^ 
de  la  sphère. 

Si  le  point  fixe  0  est  extérieur  au  plan  sécant,  le  centre! 


GÉOMÉTRIE.  295 

de  la  seciion  DEF  esl  la  projection  du  centre  0  de  la  sphère 
sur  le  plan  sécant  (304).  Quant  au  rayon  IE  =  rde  la  section, 
c'est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  OIE,  dont 
l'hypoténuse OE  est  le  rayon  Rde  la  sphère 
et  dont  l'autre  côté  de  l'angle  droit  01  est  ^'^*  ^^7- 

la  distance  d  du  centre  de  la  sphère  au  plan  ^ 

sécant.  Ce  rayon  r  résulte  donc  de  la  for- 
mule 

r»=R«  — rf*. 


On  est  ainsi  conduit  à  diviser  les  sections 
planes  de  la  sphère  en  deux  classes  :  les 
grands  cercles^  dont  les  plans  passent  par  le  centre  de  la  sphère 
et  qui  sont  tous  égaux  entre  eux,  puisqu'ils  ont  tous  pour 
rayon  le  rayon  de  la  sphère,  et  les  petits  cercles,  dont  les 
plans  ne  contiennent  pas  le  centre  de  la  sphère  et  dont  les 
rayons,  inférieurs  à  celui  de  la  sphère,  décroissent  à  mesure 
que  leurs  plans  s'éloignent  du  centre  de  la  sphère. 

Deux  petits  cercles  également  éloignés  du  centre  de  la 
sphère  sont  égaux,  et,  de  deux  petits  cercles  inégalement 
éloignés  du  centre  de  la  sphère,  le  plus  grand  est  celui  qui  est 
le  plus  voisin  de  ce  centre. 

Ajoutons  qu'il  faut  trois  points  de  la  surface  sphérique  pour 
déterminer  un  petit  cercle  (95,  290),  tandis  que  deux  points 
suffisent  pour  déterminer  un  grand  cercle,  puisque  le  centre 
est  connu;  toutefois,  dans  ce  dernier  cas,  les  deux  points 
donnés  ne  doivent  pas  être  en  ligne  droite  avec  le  centre  de 
la  sphère,  sans  quoi  le  plan  du  grand  cercle,  assujetti  seule- 
ment à  passer  par  un  diamètre,  pourrait  occuper  une  infinité 
de  positions  (290). 

510.  Tout  grand  cercle  divise  la  surface  sphérique  et  la 
sphère  en  deux  parties  égales.  Car  si,  après  _. 

avoir  séparé  les  deux  parties,  on  les  applique 
sur  la  base  commune  en  tournant  leur  con- 
vexité dans  le  même  sens,  les  deux  surfaces 
coTncideroni,  sans  quoi  tous  les  points  de  la 
surface  sphérique  ne  seraient  pas  à  la  même 
distance  du  centre. 


511.  Deux  grands  cercles  APBP',  ABC  {Jig.  297  ),  se  divisent 
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mutuellement  en  deux  parties  égales.  Car  le  centre  0  de  la 
sphère»  appartenant  à  la  fois  aux  plans  de  ces  deux  cercles, 
est  situé  sur  leur  intersection  commune,  qui  est  alors  un 
diamètre. 

512.  Une  droite  ne  peut  couper  la  surface  sp/iérique  en 
plus  de  deux  points.  Car  celte  droite  ne  peut  avoir  plus  de 
deux  points  communs  avec  la  circonférence  de  grand  cercle 
située  dans  le  plan  déterminé  par  cette  droite  et  le  centre  de 
la  sphère. 

513.  La  sphère  est  de  révolution  autour  d'un  diamètre  quel- 
conque AB.  Car  la  circonférence  ACB  déterminée  par  un  plan 
quelconque  passant  par  ÀB,  ayant  même  centre  0  et  même 
rayon  OA  que  la  sphère,  engendrera  évidemment  cette  sur- 
face en  tournant  autour  de  AB  [Jig.  297). 

514.  On  nomme  pôles  d'un  cercle  de  la  sphère,  les  extré- 
mités du  diamètre  de  la  sphère  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  du  cercle. 

Deux  cercles  DFE,  ACB  [Jig,  298),  dont  les  plans  sont  pa- 
rallèles, ont  les  mêmes  pôles  P  et  P'. 

Le  centre  I  d'un  cercle  quelconque  DE,  ses  pôles  P  et  F, 
et  le  centre  0  de  la  sphère  sont  sur  une  môme  perpendicu- 
laire au  plan  de  ce  cercle. 

Tout  grand  cercle  PFCP'  passant  par  les  pôles  P  et  P'  d'un 
cercle  DFE  a  son  plan  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle, 
puisqu'il  contient  la  droite  PP',  qui  est  perpendiculaire  à  ce 
dernier  plan. 

THÉORËME. 

515.  Tous  les  points  de  la  circonférence  d'un  cercle  DFE  de 

la  sphère  sont  à  égale  distance  de  chacun 
Fig.  298.  ^^^  p^i^^  p  g^  P'  ^^  ^^  ç^^^i^  ^jig  ^^3j 

p 

y^p^^^>^  En  effet,  la  droite  PI,  qui  joint  le  pôle  P 

/yprzçz^^O\        au  centre  I  du  cercle  DFE,  étant  perpen- 

^Klb£îî(r;;^        diculaire  au  plan  DFE,  les  droites  PD,  FF, 

V\~|      y        PE,  ...,  sont  des  obliques  qui  s'écartent 

^^^=^--^  également  du  pied  I  de  la  perpendiculaire 

et  qui,  par  suite,  sont  égales. 

On  voit  encore  que  les  arcs  de  grand  cercle  PD,  PF,  PE, . . ., 

sont  égaux  comme  sous-tendus  par  des  cordes  égales. 
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!  Enfin,  dans  le  cas  où  le  cercle  considéré  DFE  devient  un 
grand  cercle  ACB,  la  même  propriété  subsiste;  mais,  les  angles 
froiisPOA,  POC,  POB, . . . ,  ayant  leurs  sommets  au  centre  des 
grands  cercles  PAP',  PCP',  PBP',. . .,  les  arcs  PA,  PC,  PB,  . . . 
lont  tous  égaux  au  quart  d'une  circonférence  de  grand  cercle. 

SCOLIB. 

516.  Des  deux  pôles  P  et  P'  d'un  petit  cercle  DFE,  nous  ne 
considérerons  désormais,  à  moins  d'avertissement  contraire, 
|ue  le  pôle  P,  qui  est  le  plus  rapproché  du  plan  de  ce  cercle, 
bus  donnerons  à  la  distance  rectiligne  PD,  qui  sépare  le 
i6le  P  d'un  point  quelconque  D  du  cercle  DFE,  le  nom  de 
Sitance  polaire  de  ce  cercle,  et  à  la  longueur  de  l'arc  de  grand 
ecrcle  PD,  qui  va  du  pôle  à  un  point  quelconque  D  du  cercle 
DFE,  le  nom  de  rayon  sphérique  de  ce  cercle. 

Le  rayon  sphérique  d'un  grand  cercle  est  égal  au  quart  de 
h  circonférence  de  ce  cercle  ou  à  un  quadrant,  et  sa  distance 
polaire  est  égale  à  la  corde  de  cet  arc,  c'est-à-dire  au  côté  du 
earré  inscrit  dans  un  grand  cercle. 

517.  Le  théorème  précédent  permet  de  tracer  des  circonfé- 
rences sur  une  sphère  solide  comme  on  les  trace  sur  un  plan. 
On  emploie  à  cet  efifet  un  compas  à  branches  courbes,  afin  de 
ne  pas  être  gêné  par  la  convexité  de  la  sphère.  On  donne  au 
compas  une  ouverture  (dislance  des  deux  pointes)  égale  à  la 

I  distance  polaire  voulue,  et  l'on  place  la  pointe  sèche  au  point 
leboisi  pour  pôle;  l'autre  pointe  décrit  alors  le  cercle  demandé. 
Pour  décrire  un  grand  cercle,  il  faut  avoir  sa  distance  po- 
laire, c'est-à-dire  la  corde  d'un  arc  égal  au  quart  d'un  grand 
cercle,  ce  qui  exige  la  connaissance  du  rayon  de  la  sphère. 

I  PROBLEME. 

I    518.  Trouver  le  rayon  d'une  sphère  solide  [Jîg.  299). 

j  D'un  point  P  de  la  surface  sphérique  comme  pôle,  avec  une 
'  ouverture  de  compas  arbitraire,  on  décrit  un  cercle  ABC.  On 
relève  avec  le  compas  les  trois  dislances  reclilignes  AB,  BC, 
CA,  et  l'on  construit  sur  le  papier  un  triangle  abc  ayant  pour 
côiés  ces  trois  longueurs.  On  détermine  le  centre  /  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  abc,  et  la  droite  ai  est  égale  au  rayon  Al 
<lu  cercle  ABC.  Par  suile,  si  du  point  a  comme  cenlre,  avec 
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une  ouverture  de  compas  égaie  à  celle  qui  a  servi  à  décrire!^ 
cercle  ABC  sur  la  sphère,  on  décrit  un  petit  arc  de  cercl^ 
jusqu'à  la  rencontre  p  de  la  perpendiculaire  pip'  élevée  eni 


p' 


sur  aiy  on  forme  un  triangle  api  égal  à  API,  et  il  ne  reste  plai 
qu'à  élever  ia  perpendiculaire  ap'  sur  ap  pour  avoir  en  pp'ï 
diamètre  PP'  de  la  spiière. 

Pour  obtenir  des  résultats  précis  lorsqu'on  n'a  à  sa  dispo< 
sition  qu'une  portion  de  sphère,  il  /aut  choisir  le  point  P  i 
peu  près  au  milieu  de  la  portion  de  surface  dont  on  dispose^ 
prendre  une  distance  polaire  PA  aussi  grande  que  possible,  e 
enfin,  dans  tous  les  cas,  choisir  les  points  A,  B,  C,  sur  le  cerch 
ABC,  de  telle  sorte  que  le  triangle  ABC  soit  à  peu  près  équh 
latéral. 

THÉORÈME.  J 

519.  Tout  plan  ACB  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un  rayoà 
OC  est  tangent  à  la  sphère,  et,  réciproquement,  tout  plan  kCS 
tangent  à  la  sphère  est  perpendiculaire  à  l* extrémité  du  rayon 
OC  mené  au  point  de  contact  C  [fig.  3oo), 

On  dit  qu'un  plan  ACB  est  tangent  k  la  sphère  lorsqu'il  n'a 
avec  cette  surface  qu'un  point  commun 
Fig.  3oo.  Q^  qu'on  nommc  point  de  contact. 

Cela  posé,  soit  ACB  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'extrémité  d'un  rayon  OC. 
D  étant  un  point  quelconque  de  ce  plan, 
autre  que  C,  OD  est  oblique  à  ce  plan,  et . 
l'on  a  OD>OC,  de  sorte  que  le  poimD 
est  extérieur  à  la  sphère.  Le  plan  ACB, 
n'ayant  d'après  cela  que  le  point  C  commun  avec  la  surlsice  I 
sphérique,  est  tangent  à  cette  surface. 

Inversement,  si  ACB  est  un  plan  tangent  à  la  sphère  au 
point  C,  tout  point  D  de  ce  plan,  autre  que  C,  est  extérieur  i 
la  sphère,  et  l'on  a  OD>OC;  donc  OC,  éunt  la  plus  courte 
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distance  du  centre  0  au  plan  ÂCB^  est  perpendiculaire  sur  ce 
plan. 

COROLLAIEBS. 

520.  Par  un  point  pris  sur  la  surface  sp/iérique,  on  peut 
toujours  mener  un  pian  tangent  à  cette  surface^  et  Von  ne 
peut  en  mener  qu'un  (302). 

521.  Le  pian  tangent  à  la  sphère  en  un  point  C  contient  les 
tangentes  en  ce  point  à  toutes  les  courbes  qu'on  peut  tracer 
par  ce  point  sur  la  surface  sp  hé  ri  que  (507,  300). 

522.  Considérons  une  sphère  0  et  un  point  extérieur  S 
(J^8'  ^^0*  ^^^  ^^  droite  OS,  menons  un  plan  quelconque  qui 
déterminera  dans  la  sphère  un  grand  cercle 

PAP',  et  menons  par  S  une  tangente  SA  à 

ce  cercle.  Pendant  que  le  demi-cercle  PAP' 

en  tournant  autour  de  l'axe  SO  engendre  la  / 

sphère,  la  tangente  SA  engendre  un  cône        ^jé^ 

de  révolution  qui  a  en  commun  avec  la      //w 

sphère  le  cercle  AB  décrit  par  le  point  A.       (   /| 

De  plus,  en  tout  point  M  de  ce  cercle,  le        V   \ 

cône  et  la  sphère  ont  le  même  plan  tan-         ^ 

gent,  car  la  génératrice  SM  et  la  tangente  MT 

au  cercle  AB,  qui  déterminent  le  plan  tangent  au  cône  (  WO), 

sont  situées  Tune  et  Tautre  (521)  dans  le  plan  tangent  à  la 

sphère.  On  dit  d'après  cela  que  le  cône  est  circonscrit  à  la 

sphère  et  que  la  sphère  est  inscrite  au  cône  le  long  du  cercle 

commun  AB. 

On  voit  encore  par  là  que,  par  un  point  extérieurs,  on  peut 
mener  une  infinité  de  plans  tangents  à  une  sphère  0,  et  que 
toutes  les  tangentes  SA,  SM,  SB,  . . .,  à  la  sphère ^  issues  du 
même  point  S,  sont  égales. 

Si  le  point  S  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  droite  PP',  le  cône 
dégénère  en  un  cylindre  circonscrit,  et  le  lieu  des  points  de 
contact  de  la  sphère  et  de  ce  cylindre  de  révolution  devient 
le  grand  cercle  perpendiculaire  à  la  direction  PP'  des  généra- 
trices du  cylindre. 

THÉORÈME. 

523.  L'intersection  de  deux  sphères  k  et^  est  une  circon- 
férence de  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
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centres  AB  des  deux  sphères  et  dont  le  centre  est  sur  celle 
ligne  [Jig.  Zoi). 

Car  celle  inlerseclion  n'esl  autre  que  la  circonférence 
engendrée  par  la  roiaiion  autour  de  AB  du  point  C  commun 
aux  deux  circonférences  suivant  lesquelles  les  deux  sphères 
sont  coupées  par  un  plan  quelconque  passant  par  AB. 

SCOLIB. 

524.  Lorsque  deux  sphères  n'ont  qu'un  point  commun,  on 

dit  qu'elles  sont  tangentes  en  ce  point, 
'^"   °^"  qu'on  nomme  point  de  contact;  le  poinl 

de  contaci  est  situé  sur  la  ligne  des  cen- 
tres, et  en  ce  point  les  sphères  ont  le 
même  plan  tangent  (101). 

Les  positions  relatives  de  deux  sphères 
sont  au  nombre  de  cinq  (102),  et  les  re- 
lations correspondantes  entre  la  distance  des  centres  et  les 
rayons  sont  celles  qui  ont  lieu  pour  les  circonférences  de 
grand  cercle  déterminées  dans  les  sphères  données  par  un 
plan  quelconque  passant  par  la  droite  des  centres. 

THÉORÈME. 

525.  Par  quatre  points  A,  B,  C,  D,  non  situés  dans  un  même 
plan,  on  peut  faire  passer  une  surface  sphérique^  mais  une 
seule  [Jig,  3o3). 

11  s'agit  de  prouver  quMl  existe  un  point,  et  un  seul,  situé  à 
la  même  distance  des  quatre  points  A,  B,  C,  D. 

p.    «  3  Or,  toul  point  équidislant  deA,B, 

\  C,  D,  doit  se  trouver  sur  la  perpen- 

^^ — "TX  diculaire  FH  élevée  au    plan  ABC 

\-^    ^kT-^^^^c  par  le  centre  F  du  cercle  circonscrit 

\      ^■;^^^^1:^      G    ^"  triangle  ABC,  puisque  celte  per- 

\y^  ^"n      pendiculaire  est  le  lieu  des  points 

équidislanls  de  A,  B,  C  (304);  il  doit 

aussi  appartenir  à  la  perpendiculaire  EG  élevée  au  plan  ACD 

par  le  centre  E  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ACD.  Comme 

deux  droites  FH,  EG,  ne  peuvent  avoir  qu'un  point  commun, 

on  voit  d'abord  qu'il  ne  saurait  jamais  exister  qu'un  seul  poinl 

cquidistant  de  A,  B,  C,  D.  En  second  lieu,  un  tel  poinl  existe 


r 
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jl^QJours  si,  conrormément  à  Thypothèse,  les  points  A,  B>  C,  D, 

he  sont  pas  situés  dans  un  même  plan.  En  effet,  le  plan  per- 

leDdiculaire  sur  le  milieu  K  de  ÂC,  étant  le  lieu  des  points 

jwiidistants  de  Â  et  de  C,  doit  contenir  £G  et  FH;  d'ailleurs, 

deux  droites  KF  et  K£,  suivant  lesquelles  il  rencontre  les 

lus  âBC  et  ADC,  se  coupent,  puisque  les  plans  ABC  et  ADG 

mt distincts;  donc  les  deux  droites  £G  et  FH,  étant  situées 

iDsan  même  plan  EKF,  et  étant,  dans  ce  plan,  perpendicu- 

ires  à  deux  droites  KF  et  KE  qui  se  coupent,  ont  un  point 

immun  0  qui  est  le  centre  de  la  sphère  demandée. 

COROLLAIRES. 

526.  Deux  sphères,  qui  ont  quatre  points  communs  non 
lues  dans  un  même  plan,  coïncident. 

527.  Les  perpendiculaires  élevées  aux  quatre  faces  d'un 
iiraèdre,  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  chacune  de  ces 
ces,  se  coupent  en  un  même  point. 

THÉORÈME. 

528.  L'angle  A  PB  de  deux  arcs  de  grand  cercle  PAP',  PBP', 
four  mesure,  soit  tare  de  grand  cercle  AB  décrit  de  son  som- 
met P  comme  pôle  et  compris  entre  ses  côtés,  soit  le  plus 
weiit  arc  de  grand  cercle  ppt,  qui  unit  les  pôles  de  ses  côtés 
p?-3o4). 

1  On  nomme  angle  de  deux  courbes  passant  par  un  même 

K)int  de  l'espace  Tangie  de   leurs  tangentes  en  ce  point. 

L'angle  de  deux  courbes  tracées  sur  la  sphère  est  donc  égal  à 

f angle  des  plans  menés  respectivement  par  le  centre  de  la 

iphère  et  par  les  tangentes  à  ces  courbes  au  point  commun; 

^r,  ces  tangentes  étant  perpendiculaires  au 

nyonqui  abouiit  au  point  commun  (507), 

leur  angle  mesure  le  dièdre  des  deux  plans 

tonsidérés.  En  particulier,  l'angle  de  deux 

uns  de  grand  cercle  est  égal  à  l'angle  des 

flans  de  ces  arcs. 

Gela  posé,  les  arcs  PA,  PB,  étant  des  qua- 
iranis,  les  angles  PO  A,  POB,  sont  droits  et 
Tangle  AOB  est  l'angle  plan  qui  mesure  l'angle  dièdre  formé 
par  les  plans  des  deux  grands  cercles.  Mais  cet  angle  dièdre 
csiégal  à  l'angle  APB  des  deux  arcs  de  grand  cercle,  et  l'angle 
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au  centre  AOB  a  pour  mesure  Tare  ÂB;  donc  l'arc  AB  est  aassi 
la  mesure  de  Tangle  APB. 

En  second  lieu,  prenons  sur  la  circonférence  ABC,  à  partir 
des  points  A  et  B,  dans  le  même  sens,  deux  arcs  Ap  et  Bp^, 
égaux  à  un  quadrant;  VaiTcppi  est  évidemment  égal  à  Tare  AB, 
et,  pour  justiûer  le  second  énoncé  du  théorème,  il  suffit  de 
prouver  que  p  et  pi  sont  les  pôles  des  cercles  PAP',  PBP'.  Or 
la  droite  Op,  perpendiculaire  à  OA,  puisque  Tare  Ap  est  un 
quadrant,  et  perpendiculaire  à  OP,  puisqu'elle  est  dans  le 
plan  ABC,  est  perpendiculaire  au  plan  du  grand  cercle  PAP'; 
p  est  donc  le  pôle  de  ce  grand  cercle.  De  même,  pi  est  le  pôle 
du  grand  cercle  PBP'. 

Nous  avons  dit  que  nous  portions  les  arcs  Ap  et  Bpi  dans 
le  même  sens,  à  partir  de  leurs  origines  respectives  A  et  B;  si 
on  les  portait  l'un  dans  un  sens  et  l'autre  en  sens  contraire, 
l'arc  ppi  serait  le  supplément  de  l'angle  des  deux  grands 
cercles.  11  y  a  donc  une  précaution  à  prendre  dans  l'applica- 
tion du  second  énoncé.  11  faut  considérer,  pour  l'un  des  grands 
cercles  PAB',  le  pôle  p,  qui  est  du  même  côté  que  le  demi- 
cercle  PBP'  et,  pour  l'autre  grand  cercle  PBP',  le  pôle;?i,  qui 
n'est  pas  du  même  côté  que  le  demi-cercle  PAP'. 

COROLLAIRES. 

529.  Le  lieu  géométrique  des  pôles  des  grands  cercles  incli^ 
nés  d'un  angle  donné  sur  un  grand  cercle  donné  se  compose 
de  deux  cercles  dont  les  pôles  se  confondent  avec  ceux  du  grand 
cercle  donné.  Le  tayon  sphérique  de  ces  cercles  est  égal  à  l'arc 
de  grand  cercle  qui  mesure  l'angle  donné. 

530.  Pour  que  deux  grands  cercles  se  coupent  à  angle  droit, 
il  faut  et  il  suffit  que  chacun  d'eux  renferma  le  pôle  de  Vautre. 

531.  Deux  grands  cercles  APC,  BPD  (fig.  3o4),  forment  en 
se  coupant  au  point  P  quatre  angles  APB,  BPC,*CPD,  DPA;  les 
angles  adjacents  APB,  BPC,  sont  supplémentaires,  les  angles 
opposés  par  le  sommet  APB,  CPD,  sont  égaux. 


II.  —  Des  triangles  et  des  polygones  sphérii^aes. 

532.  On  appelle  polygone  sphérique  la  portion  de  surface 
sphérique  ABCDE  comprise  entre  plusieurs  arcs  de  grand 
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^rcle.  Ces  arcs  A6,  6C,  CD,  DE,  EA,  sonl  les  côtés  du  poly- 
|ODe;  les  angles  ABC,  BCD,  ...,  qu'ils  forment  et  les  som* 
betsB,  C, . . .,  de  ces  angles  sont  les  angles  et  les  sommets  du 

rtygone  (^g.  3o5). 
Un  polygone  sphérique  est  dit  convexe  lorsque  chaque  côté 

rolongé  laisse  tout  le  polygone  dans  le  même  hémisphère. 
Chaque  côté  d'un  polygone  sphérique  convexe  est  moindre 
l'une  demi -circonférence  de  grand  cercle.  Car,  si  le  côté  AB, 
f  exemple,  était  plus  grand  qu'une  demi-circonférence,  on 

purrait  prendre  sur  AB,  entre  A  et  B,  un  point  1  tel,  que  Al 

it  égal  à  une  demi -circonférence;  dès  lors,  le  grand  cercle 

nquel  appartient  le  côté  AE  passerait  par  le  point  I  (511),  et 
polygone  ne  serait  pas  tout  entier  dans  Tun  des  deux  héml- 

pbères  déterminés  par  ce  grand  cercle  AE. 
Un  polygone  sphérique  convexe  ne  peut  être  rencontré  en 

lus  de  deux  points  par  un  arc  de  grand  cercle  (62). 

Fîg.  3o5.  Fig.  3o6. 


I  533.  Le  polygone  sphérique  le  plus  simple  est  le  triangle 
fhérique;  c'est  la  portion  ABC  de  la  surface  de  la  sphère  com- 
prise entre  trois  arcs  de  grand  cercle  AB,  BC,  CA,  qui  sont 
ihaeun  moindres  qu^uiie  demi-circonférence.  D'après  cela,  un 
Iriangle  sphérique  est  toujours  convexe  {fg.  3o6). 

On  pourrait  admettre  des  côtés  qui  surpasseraient  la  demi- 
circonférence  et  appeler  encore  triangle  sphérique  la  figure 
tonnée  par  des  arcs  tels  que  AB,  AC,  BDC,  dont  le  dernier  est 
«upérieurà  une  demi-circonférence.  Mais  d'abord,  cela  serait 
incommode,  parce  que  ces  nouvelles  figures  présenteraient 
«les  angles  tels  que  A,  qui  surpasse  deux  angles  droits;  et  en- 
SQiie,  cela  est  inutile,  car  la  connaissance  des  éléments  du 
Wangle  sphérique  proprement  dit  ABC  entraîne  celle  de  tous 
ks  éléments  de  la  figure  formée  par  les  arcs  AB,  AC,  BDC. 

Dn  triangle  sphérique  est  isocèle,  équilatéral,  rectangle, 
4ans  les  mêmes  circonstances  qu'un  triangle  rectiligne  (24). 
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53&<.  £a  joignant  les  sommets  d'un  triangle  sphérique  ABC 
[fig.  307)  au  centre  0  de  la  sphère,  on  forme  un  angle  trièdre 
OABC,  dont  les  faces  AOB,  BOC, . . . ,  ont  la  même  mesure  (106) 
que  les  côtés  correspondants  AB,  BC,  . . . ,  du  triangle  sphé- 
rique, et  dont  les  angles  dièdres  OA,  OB,  ...,  ont  la  même 
mesure  (528)  que  les  angles  A,  B, . . . ,  de  ce  triangle.  La  même 
remarque  s'étend  à  un  polygone  sphérique  ABCD  [Jig,  3o8)  et 
à  Tangle  polyèdre  correspondant  OABCD. 


D'après  -cela,  à  chaque  propriété  des  angles  trièdres  ou  po- 
lyèdres répond  une  propriété  analogue  des  triangles  ou  poly- 
gones sphériques,  et,  pour  énoncer  cette  propriété,  il  suffit  de 
remplacer  respectivement  les  mots  face  et  angle  dièdre  par 
les  mots  côté  et  angle. 

C'est  même  cette  marche  que  Ton  suit  pour  établir  les  pre- 
mières propriétés  des  figures  sphériques.  Mais  plus  tard,  et 
pour  des  propriétés  moins  simples,  il  est  ordinairement  pré- 
férable de  faire  l'inverse,  c'est-à-dire  d'établir  directement  les 
propriétés  dés  figures  sphériques  pour  en  déduire  les  pro- 
priétés des  angles  polyèdres  correspondants.  On  raisonne  en 
effet  sur  une  surface,  et  en  particulier  sur  la  sphère,  presque 
aussi  aisément  que  sur  un  plan,  tandis  qu'il  faut  un  certain 
effort  pour  se  représenter  une  figure  de  l'espace  un  peu  com- 
pliquée. L'étude  de  l'Astronomie  ne  laisse  à  cet  égard  aucun 
doute,  et  la  conception  de  la  sphère  céleste  est  un  des  plus 
heureux  artifices  géométriques  qu'on  ait  imaginés. 

535.  Si  l'on  prolonge  les  arêtes  de  l'angle  polyèdre  OABCD 
(fig.  3o8)  au  delà  du  sommet  0,  on  forme  un  angle  polyèdre 
symétrique  OA'BX'D',  qui  détermine  sur  la  surface  de  la 
sphère  un  polygone  A'B'C'D'.  Les  deux  polygones  ABCD, 
A'B'C'D',  dont  les  sommets  sont  ainsi  diamétralement  opposés 
deux  à  deux,  sont  appelés  polygones  sphériques  symétriques. 
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Jiesconsidéralions  développées  au  n°  371  conduisent  aux  pro- 

riélés  suivantes  : 
I*  Deux  polygones  s/métriques  ont  leurs  angles  et  leurs 
\iés  égaux  deux  à  deux;  2°  ces  polygones  ne  sont  pas  en 
}néral  superposables,  attendu  que  les  parties  respectivement 
les  sont  disposées  dans  un  ordre  inverse;  3®  pour  qu'un 
iangle  sphérique  soit  superposable  à  son  symétrique  (Jig*^0']), 
Ifaul  et  il  suffit  qu*il  ait  deux  angles  égaux,  et  dans  un  tel 
Sangle  les  côtés  opposés  aux  angles  égaux  sont  égaux;  en 
Paulres  termes,  ce  triangle  est  isocèle, 

THÉORÈME. 

536.  Dans  tout  polygone  sphérique,  un  côté  quelconque  est 
joindre  que  la  somme  de  tous  les  autres. 

En  effet,  soit  ABCD  le  polygone  proposé  [fig,  3o8).  Dans 
'angle  polyèdre  correspondant  OABCD,  on  a  (372) 

AOB  <  BOC  -f-  COD  -f-  DO  A. 

r ne  (106) 
arc  AB  <  arc  BC  -+-  arc  CD  -t-  arc  DA. 

:        SCOLIES. 

I  537.  Dans  tout  triangle  sphérique  ABC  (^g*.3o9),  à  un  plus 
md  angle  est  opposé  un  plus  grand  côté, 

Fig.  309.  Fig.  3 10. 


>v 


Cela  résulte  de  la  propriété  analogue  de  l'angle  trièdre  (373). 
On  peut  aussi  le  démontrer  de  la  manière  suivante.  Soit  Tangle 
ABC  plus  grand  que  Tangle  C;  on  pourra  mener  dans  Tangle 
ABC  un  arc  de  grand  cercle  BD  qui  fasse  avec  BC  un  angle  DBC 
égal  à  l'angle  C.  Le  triangle  BDC,  ayant  deux  angles  égaux  DBC, 
KB,  sera  isocèle  (535),  et  l'on  aura  BD  =  DC.  Or,  le  triangle 
ABD  donne  (530) 

AB<AD-+-BD 

De  c.  —  Cours,  U.  20 
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et,  en  remplaçant  le  côté  BD  par  son  égal  DC, 

AB<AD-t-DC    ou    AB<AC. 

En  rapprochant  ce  théorème  de  celui  qui  a  été  énoncé  au 
n®  535  (3»),  et  en  raisonnant  comme  au  n*»  33,  on  voit  que,  ré- 
ciproquement, si  un  triangle  sphérique  est  isocèle^  les  angles 
opposés  aux  côtés  égaux  sont  égaux,  et  si  un  triangle  sphé- 
rique a  deux  côtés  inégaux,  au  plus  grand  côté  est  opposé  le 
plus  grand  angle. 

538.  De  ce  qu'un  triangle  sphérique  isocèle  est  superpo- 
sable  à  son  symétrique,  il  résulte,  comme  au  n®  27,  que,  dans 
tout  triangle  sphérique  isocèle,  Varc  de  grand  cercle  qui  joint 
le  sommet  au  milieu  de  la  beue  est  perpendiculaire  sur  cette 
base  et  divise  l'angle  au  sommet  en  deux  parties  égales, 

539.  Enfin,  comme  au  n**  28,  tout  triangle  sphérique 
équiangle  est  équilatéral,  et  tout  triangle  sphérique  équila- 
téral  est  équiangle. 

THÉORÈME. 

5&>0.  Dans  tout  polygone  sphérique  convexe,  la  somme  des 
côtés  est  moindre  qu'une  circonférence. 

Car  la  somme  des  faces  de  l'angle  polyèdre  correspondant 
est  moindre  que  quatre  angles  droits  (374). 

La  démonstration  directe  est  d'ailleurs  facile.  Considérons 
d'abord  un  triangle  sphérique  ABC  [fig,  3io),.et  prolongeons 
les  côtés  AB  et  AC  jusqu'à  leur  rencontre  A';  les  deux  arcs 
ABA',  ACA',sont  des  demi-circonférences  de  grand  cercle(5U), 
et,  comme  dans  le  triangle  BCA'  le  côté  BC  est  moindre  que 
BA'H-  CA',  la  somme  AB  -f-  AC  -h  BC  des  côtés  du  triangle  ABC 
est  inférieure  à  ABA'-i-  ACA',  c'est-à-dire  à  une  circonférence 
de  grand  cercle. 

En  opérant  d'une  manière  analogue  sur  un  polygone,  c'est- 
à-dire  en  remplaçant  un  côté  par  les  prolongements  des  deux 
qui  lui  sont  adjacents,  on  voit  que,  si  la  proposition  est  vraie 
pour  un  polygone  convexe,  elle  subsiste  pour  le  polygone 
convexe  qui  a  un  côté  de  plus;  donc  elle  est  générale. 
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THÉORÈME. 

541.  «Si  un  triangle  sphérique  h!  B'  C  est  le  triangle  polaire 
|ka  triangle  sphérique  donné  ABC,  réciproquement  ABC  sera 
[triangle  polaire  de  A'B'C. 

Tour  bien  comprendre  la  définition  du  triangle  polaire  et 
kibjet  du  présent  théorème,  il  convient  de  faire  une  re- 
brque  (*). 

Soient  EIF  un  grand  cercle  [Jig.  3ii),  P  Tun  de  ses  pôles 
IMun  point  quelconque  de  la  sphère.  Si  P  et  M  sont  d'un 
pme  côté  du  grand  cercle  EF,  le  plus  petit  arc  de  grand 
krcle  qui  va  de  P  à  M  est  moindre  qu'un  quadrant  PI.  Si  P 
[H  sont  de  part  et  d'autre  du  grand  cercle  EF,  le  plus  petit 
ede  grand  cercle  allant  de  P  à  M  est  supérieur  à  un  qua- 
im. 

Fîg.  3ii.  Fig.  3i3. 


c 


Cela  posé,  on  nomme  triangle  polaire  d'un  triangle  sphé- 
ueÀBC  un  nouveau  triangle  A'B'C  [Jig.  Si 2)  dont  les  som- 
iissoDtdéOnis  de  la  manière  suivante  :  A'  est  celui  des  deux 
les  da  grand  cercle  BC  qui  est,  par  rapport  à  ce  grand  cercle, 
même  côté  que  le  sommet  opposé  A  ;  de  même,  B'  est  le 
le  de  AC  qui  est  situé  par  rapport  à  AC  du  même  côté  que  B, 
C  est  le  pôle  de  AB  qui  est  placé  par  rapport  à  AB  du  même 
é  que  C. 

i  il  s'agit  de  démontrer  que,  réciproquement,  le  triangle  ABC 
le  triangle  polaire  de  A'B'C.  A  cet  effet,  considérons  l'un 
fcleonque  de  ses  sommets,  C  par  exemple;  A'  étant  le  pôle 
BC,  l'arc  de  grand  cercle  qui  joindrait  C  et  A'  est  un  qua- 
l;  de  même,  Tare  de  grand  cercle  CB'  est  un  quadrant, 
lisque  B'  est  le  pôle  de  AC.  Donc  le  point  C  (515)  est  le 

>')  ^oir  Traite  de  Geohétrie.  par  Eugène  Rouché  et  Ch.  de  Gomberoussc, 
^«iition,  1879. 

ao. 
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pôle  de  A'B'.  De  plus,  puisque  C  est  le  pôle  de  AB  qui  se 
trouve  par  rapport  à  AB  du  même  côié  que  C,  le  plus  petit  arc 
du  grand  cercle  allant  de  C  en  C  est  moindre  qu'un  quadrant; 
par  spiie,  C  est  le  pôle  de  A'B'  qui  se  trouve  par  rapport  à 
A'B'  du  même  côté  que  C. 

SCOLIR. 

542.  D'après  cela,  le  triangle  polaire  A'B'C  d'un  triangle 
donné  ABC  peut  être  considéré  comme  obtenu  en  décrivant 
des  sommets  A,  B,  G,  pris  successivement  pour  pôles,  trois 
circonférences  de  grand  cercle.  Ces  trois  circonférences  di- 
visent la  surfnce  de  la  sphère  {/ig.  812)  en  huit  triangles,  dont 
l'un  A'B'C  est  le  triangle  polaire  de  ABC.  C'est  celui  qui  est 
tel  que  les  sommets  A  et  A'  soient  d'un  même  côté  par  rap- 
port à  BC,  les  sommets  B  et  B'  d'un  même  côté  par  rapporta 
AC,  et  les  sommets  C  et  C  d'un  même  côté  par  rapport  à  AB. 

Les  deux  trièdres  OABC,  0  VB'C,  qui  répondent  à  deux 
triangles  polaires  ABC,  A'B'C,  sont  supplémentaires  (376]. 
En  effet,  d'après  la  construction  du  point  C,  on  voit  que  l'a- 
rête OC,  par  exemple,  est  perpendiculaire  (514)  au  plan  AOB 
et  située  par  rapport  à  ce  plan  du  même  côté  que  OC  :  on  rai- 
sonnerait de  même  pour  les  autres  arêtes  OB'  et  OA'.  Chaque 
angle  de  l'un  des  triangles  ABC,  A'B'C,  doit  donc  (377)  être 
le  supplément  du  côté  opposé  de  l'autre  triangle.  Mais  cette 
propriété,  en  vertu  de  laquelle  deux  triangles  polaires  sont 
aussi  appelés  triangles  supplémentaires,  mérite  d'être  démon- 
trée directement;  c'est  là  l'objet  du  théorème  qui  suit. 

THÉORÈME. 

543.  Si  ABC,  A'B'C,  sont  deux  triangles  polaires,  chaque 
angle  de  l'un  de  ces  triangles  a  pour  mesure  une  demi-circon- 
férence de  grand  cercle,  moins  le  côté  opposé  dans  l'autre 
triangle  [fig-  3i3). 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  l'angle  A  et  prolon- 
geons, s'il  le  faut,  les  côtés  AB  et  AC  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'arc  B'C;  puisque  A  est  le  pôle  de  B'C,  l'angle  A  a  pour  me- 
sure l'arc  DE  (  528);  mais  on  a  évidemment 

DE=rB'E  +  DC'-B'C'. 

D'ailleurs  B'E  et  DC  sont  des  quadrants,  puisque  B'  est  le 
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Me  de  AC  ei  C  le  pôle  de  AB;  on  a  donc 


DE=  -  cire,  de  grand  cercle  —  B'C 

2 


On  procéderait  de  la  même  manière  pour  les  angles  B  et  C. 


Fig.  3i3 


Fig.  3i5. 


'c         ^ 


[Les  triangles  ABC  et  A' B'C  résultant  l'un  de  l'autre  par  la 
lême  construction  (541  ),  la  propriété  que  nous  venons  de 
lémontrer  pour  les  angles  A,  B,  C,  du  premier  triangle  con- 
|ent  aux  angles  A',B',C',  du  second.  On  prouverait  d'ailleurs 
ctement  que  l'angle  A',  par  exemple,  a  pour  mesure  le 
Upplément  de  BC,  en  prolongeant  BC  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'B'etdeA'C. 

SC0L1E. 

5W,  Les  propriétés  des  triangles  polaires  s'étendent  aux 
|K)lygones  et  aux  courbes  sphériques, 

Soitfyîg".  3i4)  un  polygone  sphérique  convexe  ABCDE;  pre- 
nons, des  deux  pôles  de  l'arc  de  grand  cercle  EA,  celui  A'  qui, 
ir  rapport  à  £A,  est  dans  le  même  hémisphère  que  le  poly- 
ne  ABCDE;  prenons  d'une  manière  analogue  les  pôles  B', 
:',D',E',  des  côtés  AB,  BC,  CD,  DE.  Le  polygone  A'B'C'D'E' 
n  le  polygone  polaire  du  proposé,  et  l'on  démontrera, 
j comme  aux  n**  54-1  et  543  :  i®  que,  si  un  polygone  sphérique 
yîh'CD'E'  est  le  polygone  polaire  d* un  polygone  donné  ABCÛE, 
^iproquement  ABCDE  est  le  polygone  polaire  de  A'  B'  C  D' E'  ; 
p'  que,  dans  deux  polygones  polaires,  tout  angle  de  l'un  est 
fe  supplément  du  côté  de  Vautre  dont  le  sommet  de  l'angle 
considéré  est  le  pôle. 


5^5.  On  appelle  arc  de  grand  cercle  tangent  en  un  point  M 


3 10  GÉOMÉTRIE. 

d'une  courbe  sphérique  AMN  (Jig,  3i5)  la  limite  des  positions 
que  prend  le  grand  cercle  mené  par  le  point  M  et  un  point 
voisin  N,  lorsque  ce  second  point  N  de  la  courbe  tend  vers  le 
premier.  Une  courbe  sphérique  est  convexe  si  le  grand  cercle 
tangent  en  l'un  quelconque  de  ses  points  laisse  la  courbe  tout 
entière  dans  un  seul  hémisphère  (532).  Une  courbe  sphérique 
convexe  ne  saurait  être  rencontrée  par  un  grand  cercle  en 
plus  de  deux  points;  et,  des  deux  arcs  de  grand  cercle  qui 
joignent  deux  points  quelconques  de  la  courbe,  le  plus  petit, 
c'est-à-dire  celui  qui  est  moindre  qu'une  demi-circonférence, 
est  à  Vintérieur  de  la  courbe. 

Cela  posé,  soit  A'M'  [Jig.  3i5)  une  courbe  sphérique  con- 
vexe; en  un  point  quelconque  M'  de  cette  courbe,  menons  le 
grand  cercle  tangent  et  prenons  le  pôle  M  de  ce  cercle,  qui  est 
dans  le  même  hémisphère  que  la  courbe  A' M';  le  lieu  des 
points  M  est  la  courbe  polaire  AM  de  A' M'.  Inversement,  la 
courbe  A' M'  est  la  courbe  polaire  de  AM;  en  d'autres  termes, 
le  point  M'  est  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle  tangent  en  H 
à  la  courbe  AM;  car, si  N  est  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle  N'T' 
tangent  à  la  courbe  A'  M' en  un  point  N'  voisin  de  M',  le  point  T' 
sera  le  pôle  (515)  de  l'arc  sécant  MN,  et,  quand  ce  dernier  arc 
deviendra  tangent  en  M,  le  point  T'  se  confondra  avec  M'. 
Ainsi,  les  points  M  et  M'  des  deux  courbes  se  correspondent 
deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  le  point  M  soit  le  pôle  de  l'arc 
de  grand  cercle  tangent  en  M'  et  que  le  point  M'  soit  le  pôle 
de  l'arc  de  grand  cercle  tangent  en  M. 

THÉORÈME. 

516.  Dans  tout  triangle  sphérique  :  i°  la  somme  des  angles 
est  comprise  entre  deux  et  six  angles  droits;  a**  le  plus  petit 
angle  augmenté  de  deux  droits  surpasse  la  somme  des  deux 
autres  angles, 

La  démonstration  est  la  même  que  pour  les  angles  trièdres 
(379),  et  les  propriétés  énoncées  peuvent  être  elles-mêmes 
considérées  comme  une  conséquence  des  propriétés  corres- 
pondantes des  trièdres. 

Il  résulte  de  là  qu'un  triangle  sphérique  peut  avoir  un, 
deux  ou  trois  angles  droits.  Quand  le  triangle  est  birectangle^ 
le  sommet  de  l'angle  qui  n'est  pas  droit  est  le  pôle  du  côté 
opposé,  et  les  côtés  qui  comprennent  cet  angle  sont  des  qua- 
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jurants.  Dans  le  triangle  sphérique  Irirectangle,  tous  les  côtés 
lot  des  quadrants;  le  triangle  irirectangle  est  le  huitième  de 
Te  sur  laquelle  il  est  tracé  :  on  le  voit  immédiatement 
prolongeant  les  arcs  de  grand  cercle  qui  forment  les  côtés 
a  U'iangle. 


THÉORÈME. 


5W.  Deux  triangles  sphériques  tracés  sur  la  même  sphère 
iti  sur  des  sphères  égales  son  f  égaux  dans  toutes  leurs  par- 
ks:  I"  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles 
ffiux  chacun  à  chacun;  2®  lorsqu*ils  ont  un  angle  égal  corn- 
m  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  3°  lorsqu'ils 
nt  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  4"  lorsqu'ils  ont  les 
figles  égaux  chacun  à  chacun.  —  Dans  tous  les  cas,  ils  sont 
pus  ou  symétriques,  suivant  que  la  disposition  des  élé- 
ments donnés  est  la  même  ou  est  inverse. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  des  propriétés 
lalogues  (381,  382)  des  angles  trîèdres.  On  peut  aussi  le 
Émonlrer  directement. 

SCOLIB. 

5i8.  Un  trièdre,  dont  le  sommet  est  placé  au  centre  de 
ieux  sphères  concentriques,  détermine  évidemment  sur  ces 
iphères  deux  triangles  sphériques  dont  les  angles  sont  res- 
i>ectiyement  égaux  et  les  côtés  proportionnels  (231).  Deux 
triangles  sphériques  de  cette  nature  sont  dits  semblables. 

THÉORÈME. 

549.  Le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  sur  la 
surface  de  la  sphère  est  l'arc  de  grand  cercle,  moindre  qu'une 
iemi-^irconférence,  qui  joint  ces  deux  points. 

l' Il  faut,  avant  tout,  définir  la  longueur  d'un  arc  de  courbe 
gauche,  c'est-à-dire  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  situés 
dans  un  même  plan.  Cette  longueur  se  définit  comme  celle 
d'un  arc  de  courbe  plane.  C'est  la  limite  du  périmètre  d'une 
^ffie  brisée  qui  est  inscrite  dans  cet  arc  et  dont  les  côtés 
tendent  vers  zéro.  Nous  allons  prouver  que  cette  limite  existe 
ei  qu'elle  est  unique,  c'est-à-dire  indépendante  de  la  loi  sui- 
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vanl  laquelle  on  fait  tendre  vers  zéro  les  divers  côiés  de  I» 
ligne  brisée  (*). 

Soient  [fig.  3i6)  AB  un  arc  de  courbe  gauche,  ab  sa  pro»^ 
jection  orthogonale  sur  un  plan  quelconque  P,  M  un  poi 
quelconque  de  AB  et  m  la  projection  de  ce  point.  Dans 


Fig.  3i6. 


Fig.  317. 


1 


plan  pris  à  volonté,  menons  une  droite  indéfinie  Xiy\  (Jlg.  3i^), 
et  prenons  sur  celte  droite,  à  partir  d'un  point  ^i,  une  ioih 
gueurai/ni  égale  à  la  longueur  de  l'arc  am;  puis,  au  point  m» 
élevons  sur  x^Xi  la  perpendiculaire  /WiMi  égale  à  la  projetant 
Mm.  A  tout  point  M  de  la  courbe  AB  répondra  ainsi  un  polo 
Ml,  et,  lorsque  le  point  M  décrira  l'arc  AB,  le  point  Midécrln 
un  arc  âe  courbe  plane  AiBi,  dont  nous  désignerons  la  lon- 
gueur par  /. 

Cela  posé,  soient  AMNRB  une  ligne  brisée  quelconque  in- 
scrite dans  l'arc  AB,  et  amnrb,  AiMiNiRiB^,  les  lignes  brisées 
correspondantes  inscrites  dans  la  projection  ab  et  dans  h 
ligne  plane  AiB|.  La  valeur  du  rapport 


(') 


AM  +  MN 


NR-f- 


RB 


A,M,  -h  M,N,  +  N,K,  +  R,R, 

est  comprise  entre  les  valeurs  de  deux  des  rapports 

,    .       AM         MN         NR         RB     .      ^     ,,      ...       „,, 
^"'     XJÂ['     MTn;'     NTH;'     î^/^-hAlg.élém.,66]. 

Par  suite,  si  l'on  peut  prouver  que  chacun  de  ces  rapports 
a  l'unité  pour  limite,  il  en  sera  de  même  du  rapport  (i),  ei, 
comme  le  dénominateur  de  ce  rapport  a  pour  limite  la  quan 


(*)   Nous   empruntons   textuellement   cetle   importante   démonstration  au 
Traité  de  Géomltiiie,  par  Eugène  Rouché  et  Ch.  de  Comberousse^  {*  édition 

('8-9). 
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• 

lité  bien  définie  /,  quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  les 
côtés  de  la  ligne  brisée  AMNRB  tendent  vers  zéro  (221,  222), 
son  numérateur  aura  aussi  /pour  limite,  quelle  que  soit  celte 

MN 
Prenons  donc  Tun  quelconque  des  rapports  (:i),  ^rp^  par 

exemple.  Désignons  par  S  la  différence  N/i— -Mm  ou  son 
égale  Ni /Si  —  M,/ni.  Le  carré  du  rapport  considéré  aura  pour 
expression 

mn  -4-  ô* 


/Wj^i  -f-  5* 
La  valeur  de  ce  carré  est  donc  comprise  entre 


(— V  «^  s 


ou  I. 


-   Mais,  mi/ii  étant  égal  à  l'arc  de  courbe  plane  dont  mn  est  la 

Iropde,  le  rapport a  l'unité  pour  limite  (226)  quand  mn 

t  ntiUi 

nend  vers  zéro.  La  limite  de      ^  est  donc  égale  à  i . 

|P    a"  La  longueur  d'un  arc  de  courbe  spliérique  est  égale  à  la 
limite  du  périmètre  d'une  ligne  brisée   spliérique  qui  est 
{inscrite  dans  cet  arc  et  dont  les  côtés  tendent  vers  zéro. 
'■    £q  effet,  soientÂGB  (Jig.  3i8)  un  arc  de  courbe  quelconque 


iracé  sur  la  sphère,  et  AEFGIB  une  ligne  brisée  sphérique 
inscrite  dans  cet  arc,  c'est-à-dire  une  ligne  formée  de  portions 
d'ares  de  grand  cercle,  ayant  ses  extrémités  en  A  et  en  B  et 
ses  sommets  intermédiaires  situés  sur  l'arc  de  courbe  AGB. 
Si  les  arcs  de  grand  cercle,  dont  la  longueur  de  la  ligne 
brisée  sphérique  est  la  somme,  tendent  séparément  vers  zéro, 
saivant  une  loi  d'ailleurs  quelconque,  le  rapport  de  chacun 
de  ces  arcs  à  sa  corde  aura  l'unité  pour  limite  (226).  Il  en  sera 
donc  de  même  du  rapport  de  la  longueur  de  la  ligne  brisée  à  la 
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somme  des  cordes.  Et»  comme  (i")  la  somme  des  cordes  a 
pour  limite  la  longueur  de  Tare  de  courbe  AGB,  on  voit  qae 
la  longueur  de  la  ligne  brisée  sphérique  inscrite  dans  l'arc  de 
courbe  quelconque  AGB  a  aussi  pour  limite  la  longueur  de 
cet  arc. 

3<*  Nous  pouvons  maintenant  trouver  le  plus  court  chemiD 
entre  deux  points  A  et  B  sur  la  surface  de  la  sphère  [Jig.  3i8). 

Soient  AMB  l'arc  de  grand  cercle,  moindre  qu'une  demi- 
circonférence,  qui  unit  les  points  A  et  B,  et  AGB  une  courbe 
sphérique  quelconque  tracée  entre  ces  deux  points.  AEFGB 
étant  une  portion  de  polygone  sphérique  inscrite  dans  cette 
courbe,  on  aura  (536) 

AMB  <  AE  -f^  EF  -f  FG  -+^  GI  -h  IB. 

Or,  si  Ton  fait  tendre  vers  zéro  les  côtés  du  polygone  inscrit,, 
le  second  membre  a  pour  limite  [i^]  la  longueur  de  l'arc  de 
courbe  AGB.  Donc,  l'arc  de  grand  cercle  AMB  est  moindre 
que  toute  autre  courbe  sphérique  allant  de  A  à  B;  c'est  le 
plus  court  chemin  du  point  A  au  point  B  sur  la  sphère. 

D'après  cela,  on  appelle  distance  sphérique  de  deux  points 
A  et  B  d'une  sphère,  la  longueur  de  l'arc  de  grand  cercle»! 
moindre  qu'une  demi-circonférence>  qui  unit  ces  deux  points. 

THÉORÈME. 

550.  Pour  qu'un  grand  cercle  soit  perpendiculaire  à  un 
petit  cercle  AMB,  il  faut  et  il  suffit  que  le  grand  cercle  \ 
passe  par  les  pôles  P  et  P'  du  petit  cercle  [fig.  3oi). 

En  d'autres  termes,  si  l'on  désigne  par  0  le  centre  de  la  ' 
sphère  et,  respectivement,  par  MS  et  parMÏ  les  tangentes  au 
grand  cercle  et  au  petit  cercle  au  point  commun  M,  pour  que 
l'angle  SMT  soit  droit,  il  faut  et  il  suffit  que  les  plans  OHS, 
MPP',  coïncident. 

En  effet,  le  plan  MPP'  est  perpendiculaire  à  MT,  puisqu'il 
contient  deux  droites  OM  et  PP'  qui  sont  à  angle  droit  sur  MT. 
Donc,  si  l'angle  SMT  est  droit,  MS  est  dans  le  plan  MPP'  qui, 
par  suite,  coïncide  avec  le  plan  OMS.  Inversement,  si  les 
plans  OMS,  MPP',  coïncident,  la  droite  MS  contenue  dans  le 
plan  MPP'  est  à  angle  droit  sur  la  perpendiculaire  MT  à  ce 
plan. 
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551.  Par  un  point  0  de  la  sphère,  on  peut  mener  un  grand 
cercle  perpendiculaire  à  un  cercle  donné  AB  et  l'on  ne  peut 
en  mener  qu'un  :  c'est  le  grand  cercle  OPF  P'I  qui  passe  par 
le  point  O  et  par  les  pôles  P  et  P'  du  cercle  AB  C/îgf.Sig). 


Il  ^aurait  toutefois  indétermination  si  le  point  0  coïncidait 
«¥ec  Tun  des  pôles  P  et  P'. 

En  laissant  de  côté  ce  cas  singulier,  on  voit  que,  du  point  0, 
«0  peut  mener  deux  arcs  de  grand  cercle,  01  et  OPF,  normaux 
à  un  cercle  donné  AB. 

THÉORÈME. 

552.  Siy  d'un  point  0  d'une  sphère,  on  mène,  sur  un  cercle 
AB,  le  plus  petit,  01,  des  deux  arcs  de  grand  cercle  normaux 
et  plusieurs  arcs  de  grand  cercle  obliques  OC,  OD,  OE  (Jig  3 1  g  )  : 

i"  L'arc  perpendiculaire  01  est  moindre  que  tout  arc 
oblique  OC; 

2»  Deux  arcs  obliques,  OC  et  OE,  dont  les  pieds  C  etl&  sont 
équidistants  du  pied  I  de  l'arc  normal,  sont  égaux; 

Z"  De  deux  arcs  obliques,  OC  et  OD  ou  OE  et  OD,  celui  dont  le 
pied  s'écarte  le  plus  du  pied  I  de  l'arc  normal  est  le  plus  long. 

En  effet,  le  cercle  AB  divise  la  sphère  en  deux  calottes 
doni  l'une  contient  le  point  0;  soit  P  le  pôle  de  AB  qui  est 
siiué  dans  cette  calotte.  Menons  les  arcs  de  grand  cercle  PC, 
PD,  et  désignons  par  K  Tiniersection  des  arcs  OD  et  PC. 

1**  Dans  le  triangle  sphérique  POC,  on  a 


c'est-à-dire 


PC  — PO  <  OC, 
PI -PO    ou    OKOC. 
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2*  Dans  les  triangles  sphériques  OIC,  OIE,  les  angles  OIC, 
OIE,  sont  égaux  comme  droits,  le  côté  01  est  commun  el  Ton 
a  IC  =  IE  par  hypothèse.  Ces  deux  triangles  sont  donc  égaux 
dans  toutes  leurs  parties  (54-7, 2°)  et,  par  suite,  les  arcs  obliques 
OC  et  OE  sont  eux-mêmes  égaux. 

S^"  Les  triangles  sphériques  OKC,  PKD,  donnent 

OC  <  OK  H-  KC,     PI)  <  PK  H-  KD, 
d'où,  en  ajoutant, 

OC-f^PD<OD-i-PC. 
et  enfin,  à  cause  de  PD  =  PC, 

OC<OD. 

COROLLAIRES. 

553.  Si  le  point  C  décrit  le  cercle  AB  en  partant  du  point  1, 
Tare  de  grand  cercle  OC,  d'abord  égal  à  01,  croît,  devient 
égal  à  OPr,  puis  décroît  jusqu'à  la  valeur  primitive  01.  Parmi 
les  chemins  qui  conduisent  du  point  0  au  cercle  AB,  le  plus 
court  est  donc  le  plus  petit,  01,  des  deux  arcs  normaux  qu'on 
peut  mener  du  point  0  au  cercle  AB.  Aussi  donne-t-on  à  la 
longueur  de  cet  arc  01  le  nom  de  distance  sphérique  du  point  0 
au  cercle  AB. 

Les  réciproques  des  propositions  précédentes  sont 
vraies  (4o). 

55<h.  On  peut  se  contenter  d'énoncer  les  théorèmes  qui 
suivent,  en  se  reportant  aux  théorèmes  analogues  démontrés 
précédemment: 

Le  lieu  géométrique  des  points  de  la  sphère  équidistants  de 
deux  points  de  cette  surface  est  le  grand  cercle  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  l'arc  de  grand  cercle  qui  unit  les  deux 
points  (k^/60&). 

Deux  triangles  sphériques  rectangles  sont  égaux  ou  symé- 
triques :  1°  lorsqu'ils  ont  l* hypoténuse  égale  et  un  angle 
oblique  égal;  2»  lorsqu'ils  ont  l'hypoténuse  égale  et  un  côté 
égal  (47). 

L*arc  de  grand  cercle  bissecteur  de  l'angle  de  deux  grands 
cercles  est  le  lieu  des  points  de  la  sphère  équidistants  des 
deux  côtés  de  cet  angle  (48). 
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THÉORÈME. 

555.  L*arc  de  grand  cercle,  tangent  à  un  petit  cercle,  est 
perpendiculaire  à  V extrémité  du  rayon  sphérique  qui  aboutit 
au  point  de  contact. 

Car  le  rayon  sphérique,  étant  compté  sur  un  grand  cercle 
passant  par  le  pôle  du  petit  cercle,  est  perpendiculaire  (550) 
èce  petit  cercle  et,  par  suite,  au  grand  cercle  langent. 

SCOLIB. 

556.  Les  propositions  suivantes  se  dénoontrent  sans  diffi- 
culté, en  se  reportant,  s'il  est  nécessaire,  à  la  Géométrie  plane  : 

Lorsque  deux  petits  cercles  d'une  sphère  se  coupent,  Varc 
de  grand  cercle  qui  passe  par  leurs  pôles  est  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  l'arc  de  grand  cercle  qui  passe  par  leurs  deux 
points  d'intersection. 

Lorsque  deux  petits  cercles  d'une  sphère  sont  tangents, 
leur  point  de  contact  est  situé  sur  le  grand  cercle  qui  passe 
far  leurs  pôles,  et  l'arc  de  grand  cercle  mené  par  le  point  de 
contact  à  angle  droit  sur  celui  qui  unit  les  pôles  est  tangent 
h  chacun  des  deux  petits  cercles. 

557.  On  dit  qu'un  point  de  la  sphère  est  intérieur  ou  exté- 
rieur à  un  petit  cercle,  suivant  qu'il  est  situé  dans  la  plus 
petite  ou  dans  la  plus  grande  des  deux  calottes  que  ce  cercle 
détermine  sur  la  sphère.  Sa  distance  sphérique  {&k9)  au  pôle 
du  petit  cercle  est,  dans  le  premier  cas,  inférieure  et,  dans  le 
second,  supérieure  au  rayon  sphérique  (516)  de  ce  cercle. 

Étant  donnés  deux  petits  cercles  d'une  sphère,  on  dit  : 
I*  que  les  deux  cercles  sont  extérieurs,  lorsque  tout  point  de 
chacun  d'eux  est  extérieur  à  l'autre;  a*  que  le  premier  est 
intérieur  diU  second,  lorsque  tout  point  du  premier  est  inté- 
rieur au  second  ;  et  alors,  tout  point  du  second  est  extérieur 
w  premier. 

Cela  posé,  soient  R  et  r  les  rayons  sphériques  de  deux  petits 
cercles,  et  D  la  distance  sphérique  de  leurs  pôles.  Le  quart 
d'un  grand  cercle  étant  pris  pour  unité,  R  et  r  sont  moindres 
que  i,  et  D  est  inférieur  à  2  (54-9). 
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Si  les  cercles  sont  extérieurs^  on  a 

D>R-f-r; 
Si  les  cercles  sont  tangents  extérieurement,  on  a 

D=rR-+-r;  i 

Si  les  cercles  se  coupent,  on  a  à  la  fois 
R-f-r>D>R  — r; 
Si  le  cercle  r  touche  intérieurement  le  cercle  R,  on  a  ' 

D  =  R  — r; 
EnGn,  si  le  cercle  r  est  intérieur  au  cercle  R,  on  a  i 

D<R-r.  ' 

Les  réciproques  sont  vraies  (40).  j 

I 

III.  —  Problèmes  graphiques  relatifs  à  la  sphère. 

I 
PROBLÈME.  ' 

558.  Tracer  sur  la  sphère  un  grand  cercle  passant  par  deux 
points  donnés  A  et  B  [fig.  32o). 

L'inconnue  de  la  question  est  le  pôle  du  cercle  demandé. 
Or,  la  distance  de  ce  pôle  F  à  chacun  des  points  A  et  B  est 
égale  à  la  corde  du  quadrant  (515);  on  l'obtiendra  donc  eo 
décrivant  successivement  deux  arcs  de  cercle,  des  points  A 
et  B  comme  pôles,  avec  une  distance  polaire  égale  à  la  corde  i 
du  quadrant. 

Fîg.  320.  Fig.  321.  I 


PROBLÈME. 

559.  Mener  par  un  point  donné  A  sur  la  sphère  un  arc  de 
grand  cercle  perpendiculaire  à  un  grand  cercle  donné  BP 
[Jig.  321  ). 

L'inconnue  de  la  question  est  le  pôle  du  cercle  demandé. 
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Or  ce  pôle  P  doil  se  trouver  sur  le  cercle  BP  (530)  el  être  à 
pe  dislance  du  point  À  égale  à  la  corde  du  quadrant.  On  Tob- 

Éûdra  donc  en  décrivant,  du  point  A  comme  pôle,  avec  une 
•tance  polaire  égale  à  la  corde  du  quadrant,  un  arc  de  cercle 
i  rencontre  en  P  le  cercle  donné  BP. 

PROBLÈME. 

560.  Mener  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  sur  un 
trc  de  grand  cercle  donné  AB,  en  son  milieu,  ou  diviser  un 
uc  de  grand  cercle  AB  en  deux  parties  égales  [Jig.  322). 

Il  suffit  de  décrire  des  points  A  et  B  comme  pôles,  avec  la 
ftême  ouverture  de  compas,  deux  arcs  qui  se  coupent  en  G 
aD;  puis,  de  faire  passer  un  grand  cercle  par  G  et  D. 

Remarquons  que  ce  grand  cercle  CD  divise  aussi  en  deux 
unies  égales  tous  les  arcs  de  petit  cercle  dont  les  extrémités 
DntAetB(305). 

Fîg.  322.  Fig.  3q3. 


PROBLÈME. 

561.  Trouver  le  pôle  d'un  petit  cercle  passant  par  trois 
foints  donnés  A,  B,  G,  sur  la  sphère  [fig,  323). 

Ce  pôle  P,  étant  équidislant  de  A,  B,  G,  est  à  Tintersection 
ies  arcs  de  grand  cercle  élevés  perpendiculairement  sur  les 
milieux  des  arcs  de  grand  cercle  AB  et  BG  (560). 

Le  pôle  P  une  fois  connu,  on  tracera  le  petit  cercle  avec 
«ne  ouverture  de  compas  égale  à  PA. 

PROBLÈME. 

562.  Par  un  point  A  donné  sur  la  sphère,  mener  un  grand 
cercle  faisant  un  angle  donné  avec  un  grand  cercle  donné 
m  (fig.  3:,/i). 

Soit  P  celui  des  deux  pôles  du  grand  cercle  donné  qui  se 
trouve  dans  le  même  hémisphère  que  le  point  A,  et  soit  a  l'arc 
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de  grand  cercle  qui  mesure  Tangle  donné,  lequel  peut  toujoun 
être  supposé  aigu.  , 

Le  pôle  Q  du  cercle  inconnu  doit  se  trouver  sur  le  gran^ 
cercle  EIE',  dont  A  est  le  pôle,  puisque  le  grand  cercle  deina»( 
passe  par  A.  Le  pôle  Q  doit  aussi  appartenir  au  petit  cei 
décrit  du  point  P  comme  pôle  avec  un  rayon  sphérique  égal  à 
puisque  ce  petit  cercle  est  le  lieu  des  pôles  des  grands  cercli 
qui  coupent,  sous  l'angle  donné,  le  grand  cercle  DED'  (529). 

On  décrira  donc  deux  cercles,  Tun  du  point  A  comme  pôl^ 
avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  du  quadrant^ 
l'autre  du  point  P  comme  pôle  avec  une  ouverture  de  coin, 
égale  à  la  corde  de  l'arc  a.  Tout  point  commun  Q  à  ces  dei 
cercles  sera  le  pôle  d'un  grand  cercle  satisfaisant  à  la  quesii 
proposée. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  c'est-à-dire  pour  qi 
les  cercles  auxiliaires  se* coupent,  il  Taut  et  il  suffît,  puisqu( 
l'angle  donné  est  aigu,  que  l'on  ait 

PQ  >  PI  ou   a  >  a, 

en  désignant  par  d  la  distance  sphérique  AD  du  point  donné  i 
au  grand  cercle  donné  DED'. 

Lorsque  le  point  A  est  sur  le  grand  cercle  donné  DED',  Il 
grand  cercle  EIE'  passe  par  P,  et  il  suffit,  pour  avoir  le  point  Q^ 
de  porter  sur  le  grand  cercle  EPE',  à  partir  de  P,  une  ouverlum 
de  compas  égale  à  la  corde  de  Tare  a. 
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563.  Construire  un  triangle  sphérique  rectangle,  connais- 
sant :  1°  un  côté  de  l'angle  droit  et  l'hypoténuse;  i^  un  angle 
et  le  côté  opposé,  \ 
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!•  Après  avoir  tracé  [fig.  325)  deux  grands  cercles  perpen- 
diculaires l'un  à  Taulre,  c'esl-à-dire  deux  grands  cercles  DAD', 
EA£',  tels  que  le  pôle  de  l'un  soit  sur  l'autre,  on  portera  sur 
'an  d'eux  DD%  à  partir  du  point  commun  A,  un  arc  AC  égal 
côté  donné  6;  puis,  du  point  C  comme  pôle,  avec  un  rayon 
hérique  égal  à  l'hypoténuse  donnée  a,  on  décrira  un  cercle 
qui  coupera  le  grand  cercle  EE'  en  deux  poinls  B  et  B';  en 
tenant  les  arcs  de  grand  cercle  CB,  CB',   on  aura  deux 
angles  sphériques  symétriques  BAC,  B'AC,  qui  répondent 
la  question  proposée. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le 

mbre  a  qui  mesure  l'hypoténuse  soii  compris  entre  les 

mbres  b  et  2  —  ft,  qui  mesurent  les  distances  sphériques 

[inimum  et  maximum  du  point  C  au  grand  cercle  ££'. 

2**  On  commencera  par  tracer  deux  grands  cercles  BAB', 

'[fig.  326)  faisant  entre  eux  l'angle  donné  B;  soient  P  le 

le  du  premier  et  EPE'  le  grand  cercle  qui  est  perpendicu- 

re  à  la  fois  sur  BÂB'  et  BCB'.  Le  problème  se  réduit  à  mener 

0  grand  cercle  perpendiculaire  à  BAB',  c'est-à-dire  passant 

rP,  et  tel  que  la  partie  CA,  interceptée  dans  le  fuseauBEB'D, 

it  égale  au  côté  donné  b.  Or  PC  sera  égal  alors  à  i  —  b.On 

décrira  donc  du  point  P,  avec  un  rayon  sphérique  égal  à  1  -—  6, 

iin  cercle  qui  coupera  BDB'  en  deux  points;  C  étant  l'un  quel- 

^nque  de  ces  points,  le  triangle  BCA  satisfera  à  la  question, 

ainsi  que  le  triangle  B'CA. 

Fig.  326. 


£  D      M 


La  condition  de  possibilité  consiste  dans  l'inégalité 

PC>PD    ou     1— 6>i-B, 

c'est-à-dire 

6<B. 

De  c.  —  Cours.  II.  2  1 
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Nous  avons  supposé  l'angle B  aigu;  s'il  était  obtus,  on  aunii 

i 
PC  =  6  — I,     PD=iB  — I,  ^ 

et  la  condition  de  possibilité  serait  6  >-  B.  \ 

PROBLÈME.  j 

564-.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  tna 
quelconques  de  ses  six  éléments  (angles  ou  côtés). 

Ce  problème  offre  six  cas  distincts  ;  on  peut  donner  :  i«  li 
trois  côtés  ou  les  trois  angles;  2»  deux  côtés  et  Tangle  compri! 
ou  un  côté  el  les  deux  angles  adjacents;  3®  deux  côtés  c 
Tangle  opposé  à  l'un  d'eux,  ou  deux  angles  el  le  côté  oppos 
à  l'un  d'eux. 

Dans  celte  énumératipn,  nous  avons  réuni  chaque  fols  le 
deux  cas  corrélatifs,  c'est-à-dire  qui  se  ramènent  l'un  à  l'auir 
par  la  considération  du  iriangle  polaire.  Il  n'y  a  donc  que  troi 
cas  à  traiter  directement. 

I**  On  donne  les  trois  côtés  a,  6,  c. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a'^b^  c. 
Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  [536,  540)  qui 
l'on  ait  à  la  fois 

Ces  conditions  sont  suffisantes.  En  effet,  sur  un  grain 
cercle  MM'  de  la  sphère,  prenons  un  arc  BMC  égal  à  a  {Jig.  827), 
du  point  B  comme  pôle,  avec  une  ouverture  de  compas  égaii 
à  la  corde  de  l'arc  c,  décrivons  un  arc  de  cercle  DD',  el,  di 
point  C  comme  pôle,  avec  une  ouverture  de  compas  égale  ai 
corde  de  l'arc  b,  décrivons  un  second  arc  de  cercle  ïHi 
Puisque  l'arc  BC  est  plus  grand  que  chacun  des  arcs  BD  el  CE, 
les  points  D  et  £  sont  situés  dans  la  portion  BMC  du  grand 
cercle  MM',  et,  comme  BC  est  moindre  que  la  somme  BD  -f  CE, 
les  arcs  BD  et  CE  empiètent  l'un  sur  l'autre  :  le  point  £  tombe 
donc  entre  B  et  D.  D'ailleurs,  la  somme  BD'  -f-  BC  +  CE'  élant 
moindre  qu'une  circonférence  de  grand  cercle,  le  point  E'  est 
situé  sur  l'arc  C  M'D'  entre  C  et  D'.  Il  résulte  de  là  que  le  poinlE 
et  le  point  E'  sont,  le  premier  intérieur,  le  second  extérieur! 
la  calotte  qui,  déterminée  par  le  cercle  DD',  a  pour  pôle  B. 
L'arc  EE',  qui,  par  rapport  à  celte  calotte,  unit  un  poinlinlé- 
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rieur  à  un  point  extérieur,  doit  donc  couper  la  base  DD'  de 
celte  calotte  en  un  certain  point  A,  lequel  est  le  troisième 
sommet  du  triangle  demandé  ABC. 

Les  cercles  DD'  et  EE'  se  coupent  en  un  second  point  A', 
sommet  d'un  second  triangle  A'BC,  symétrique  du  premier. 

Ainsi,  pour  qu'on  puisse  construire  un  triangle  sphérique 
avec  trois  côtés  donnés,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  grand 
côté  soit  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  et  que  la 
somme  des  côtés  soit  inférieure  à  une  circonférence  de  grand 
cercle. 

Dans  les  applications,  il  peut  se  faire  que  Tune  de  ces  con- 
ditions soit  remplie  d'elle-même;  il  ne  reste  plus  alors  qu'à 
considérer  l'autre.  Par  exemple,  au  n°  557,  lorsqu'on  cherche 
les  conditions  pour  que  deux  petits  cercles  se  coupent,  on  n'a 
pas  à  faire  intervenir  la  relation 

D-f-R-i-r<4, 

parce  que,  d'après  la  manière  dont  D,  R  et  r  sont  définis,  cette 
relation  est  satisfaite  d'elle-même. 

Souvent,  on  ignore  l'ordre  relatif  de  grandeur  des  côtés 
donnés.  Dans  ce  cas,  on  exprime  que  le  plus  grand  côté  est 
inférieur  à  la  somme  des  deux  autres,  en  écrivant  que  chaque 
côté  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 

Pour  qu'on  puisse  construire  un  triangle  sphérique  avec 
trois  angles  donnés,  il  faut  et  il  suffît  que  le  plus  petit  angle 
augmenté  de  deux  droits  soit  plus  grand  que  la  somme  des 
deux  autres  et  que  la  somme  des  trois  angles  soit  supérieure 
à  deux  angles  droits;  car,  en  prenant  les  suppléments  de  ces 
angles  comme  côtés,  on  peut  construire  le  triangle  supplé- 
mentaire, d'où  l'on  déduit  ensuite  le  triangle  demandé  par  le 
iracé  indiqué  au  n^  5<h2. 

2"  On  donne  deux  côtés  a  et  b  et  l'angle  compris  C. 
Même  solution  qu'en  Géométrie  plane  (117). 

3°  On  donne  deux  côtés  a  et  b  et  V angle  A  opposé  au  côté  a 
[fig.  328). 

Construisons  sur  la  sphère  deux  grands  cercles  formant  un 
angle  égal  à  A  (562).  Prenons,  à  partir  du  sommet,  sur  l'un 
des  côtés  de  cet  angle,  un  arc  AC  égal  à  6,  et  du  point  C 
comme  pôle,  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde 

21. 
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de  a,  décrivons  un  arc  de  cercle;  B  étant  Tintersection  de  ce 
cercle  avec  le  second  côté  de  Tangle,  le  triangle  ABC  sera  le 
triangle  demandé. 

La  discussion  de  ce  problème  exige  quelque  atienlîon. 

Nous  commencerons  par  établir  que,  dans  tout  triante 
sphérique  rectangle^  le  nombre  des  côtés  supérieurs  à  un  qua- 
drant est  pair  [2,  ou  o)^  et  que  chaque  angle  oblique  est  de 
même  espèce  que  le  côté  opposé. 


Fig.  328. 


Fig.  329. 


Soient,  en  effet  [jig.  829),  trois  grands  cercles  APB,  AIB, 
PIP',  perpendiculaires  entre  eux  deux  à  deux,  de  sorte  que  le 
point  I  est  le  pôle  de  APB  ;  sur  AP,  prenons  un  arc  AC  moindre 
qu'un  quadrant,  et  joignons  le  point  C  à  un  point  quelconque 
de  Tare  AIB  par  un  arc  de  grand  cercle  CD  ou  CDi. 

Dans  le  triangle  rectangle  CAD,  le  côté  AC  est  aigu,  et,  tant 
que  le  côté  AD  reste  aigu  ou  moindre  que  le  quadrant  AI,  CD 
reste  moindre  que  le  quadrant  CI.  Le  triangle  proposé  a  alors 
ses  trois  côtés  aigus. 

Dans  le  triangle  rectangle  CADi,  ADi  devenant  obtus,  il  en 
est  de  même  du  côté  CD,,  et  ce  triangle  a  alors  un  côté  aigu 
et  deux  obtus. 

Si  Ton  prenait,  au  contraire,  comme  point  de  départ,  l'arc  BC, 
plus  grand  qu'un  quadrant,  on  aurait  à  considérer  les  triangles 
rectangles  CBD  et  CBDi,  qui  présentent  chacun  deux  côtés 
obtus  et  un  aigu. 

On  voit,  en  même  temps,  que,  pour  les  deux  premiers 
triangles,  l'angle  ACI  étant  droit,  Tangle  ACD  est  aigu,  tandis 
que  l'angle  ACD^  est  obtus;  or,  le  côté  AD  est  aigu,  et  le  côté 
ADi  est  obtus.  Pour  les  deux  autres  triangles,  l'angle  BCÏ  étant 
droit,  l'angle  DCB  est  obtus,  tandis  que  l'angle  DiCB  est  aigu; 
or,  le  côté  DB  est  obtus,  et  le  côté  DiB  est  aigu.  La  démons- 
tration est  analogue  pour  les  autres  angles.  Ainsi,  dans  un 
triangle  sphérique  rectangle,  chaque  angle  oblique  et  le  côté 
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Imposé  sont  toujours  de  même  espèce,  c'esi-à-dire  ensemble 
igus  ou  obtus. 

Cela  posé,  revenons  à  la  fig.  328.  Prolongeons  les  côtés  AB 
llACdu  triangle  ABC  obtenu  par  la  construction  indiquée, 
isqua  leur' nouvelle  rencontre  en  A'.  Les  arcs  ABA'  et  ACA' 
iront  des  demi-circonférences  (511).  Du  point  C,  abaissons 
irc  CD  perpendiculaire  sur  ABA\ 

Dans  le  triangle  sphérique  rectangle  ADC,  Tare  perpendicu- 
lire  CD  est  aigu  ou  obtus,  d'après  ce  qui  précède,  suivant  que 
^ngle  donné  A  est  lui-même  aigu  ou  obtus.  Si  l'arc  CD  est 
igu,  il  est  le  plus  petit  de  tous  les  arcs  menés  du  point  C  aux 
ifférents  points  de  Tare  ABA%  et  ces  mêmes  arcs  obliques 
Hgmentent  à  mesure  qu'ils  s'éloignent  du  pied  de  Tare  per- 
lendiculaire  CD.  C'est  l'inverse  si  l'arc  CD  est  obtus,  c'esl- 
i^re  que  cet  arc  perpendiculaire  est  un  maximum  et  que  les 
1res  obliques  diminuent  à  mesure  qu'ils  s'éloignent  de  son 

ied(552). 

Pour  que  le  triante  à  construire  soit  possible,  il  faut  donc 
*ahord  que  le  côté  a  soit  au  moins  égal  à  l'arc  perpendicu- 
tire  CD  si  l'angle  A  est  aigu,  et  plus  petit  que  cet  arc  si  l'angle 
i  est  obtus. 

Celle  première   condition  de  possibilité  est  évidemment 

lUsfaite,  lorsque  A  et  a  sont  d'espèces   différentes.  Dans 

«lie  hypothèse,  le  problème,  s'il  est  possible,  n'admet  qu'une 

iolution. 

En  effet,  supposons,  par  exemple,  A  aigu  et  a  obtus  :  l'arc 

Tpendiculaire  CD  sera  aigu.   Si  l'on  peut  alors  mener  par 

point  C,  jusqu'à  l'arc  ABA',  un  arc  oblique  CB  égal  au  côté  a, 

!i  arc  tombera  nécessairement  du  même  côté  de  Tare  CD 

|ue  celui  des  deux  arcs  obliques  extrêmes,  b  ou  180"  —  b, 
li  est  de  même  espèce  que  a.  Pour  qu'il  y  ail  une  solution, 
faut  que  a  soit  moindre  que  cet  arc  extrême;  cette  solution 

disparaît  et  le  problème  est  impossible  si  a  surpasse  ce  même 

arc. 
Si  l'on  suppose  A  obtus  et  a  aigu,  l'arc  perpendiculaire  CD 

csiobius,  et  l'on  parvient  aux  mêmes  conclusions  en  renver- 

ani  les  signes  d'inégalité. 
Lorsque  A  et  a  sont  de  même  espèce,  le  problème,  s*il  est 

possible,  admet  une  ou  deux  solutions. 

în  effet,  supposons,  par  exemple,  A  et  a  aigus  :  l'arc  par- 
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pendiculaire  CD  sera  aigu.  On  pourra  donc  mener  du  point  (1 
jusqu'à  l'arc  ABA',  un  premier  arc  oblique  égal  à  a,  tombani  i\ 
même  côté  de  Tare  CD  que  celui  des  deux  arcs  obliquer 
extrêmes,  b  ou  i8o"  —  6,  qui  est  de  même  espèce  que  à 
mais  on  pourra  aussi,  à  plus  forte  raison,  mener  un  secon 
arc  oblique  égal  à  a,  du  côté  de  celui  des  deux  arcs  extrémej 
qui  est  obtus.  Les  deux  solutions  indiquées  existent,  lorsqn 
a  est  moindre  que  le  plus  petit  des  deux  arcs  b  et  i8o®  —k 
elles  se  réduisent  à  une  seule,  lorsque  a  devient  au  moin 
égal  a  ce  plus  petit  arc;  enfin,  le  triangle  à  construire  deviez 
impossible  lorsque  a  est  inférieur  à  l'arc  perpendiculaire  CD 
comme  on  Ta  déjà  remarqué. 

Si  l'on  suppose  A  et  a  obtus,  l'arc  perpendiculaire  CD  es 
lui-même  obtus,  et  l'on  parvient  aux  mêmes  conclusions  ei 
renversant  les  signes  d'inégaHté. 

PROBLÈME. 

565.  Par  un  point  donné  y  mener  un  arc  de  grand  cercle  tangent  à 
petit  cercle  donné  [fig,  33o). 

Si  le  point  donné  est  sur  le  cercle,  il  suffit  d'élever  par  ce  point  unar 

de  grand  cercle  perpendiculaire  au  rayon  sph^ 

Fig.  33o.  rique  correspondant  (555). 

^^c  Supposons,  en  second  lieu,  que  le  poio|j 

/f^\  donné  A  soit  extérieur  au  petit  cercle  donnéj 

->-^       \  c'est-à-dire  situé  dans  la  plus  grande  des  deiB 

/^    1/     \"^A>.^  calottes   sphériques    séparées  par    ce  peti 

[       p^ .) 1-^  '     cercle.  Considérons  le  problème  comme  résolu; 

V        \\     y  ^^^^^         nommons  P  le  pôle  du  petit  cercle  donné,  B  k 
^^'^:='^k^^^"^'^ J  poiiit  de  contact  de  Tare  BA,  et  prolongeom 

\x    y  le  rayon  sphérlque  PB  d'une  quantité  BC =P1^ 

--V  Le  point  C  se  trouve  d'abord  sur  un  cercle  dé- 

crit du  point  P  comme  pôle  avec  une  ouvertart 
de  compas  égale  à  la  corde  d*un  arc  de  grand  cercle  double  du  rayi» 
sphérlque  r  du  petit  cercle.  Il  se  trouve  en  outre  sur  un  second  c«rclff 
décrit  du  point  A  comme  pôle  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  If 
corde  de  l'arc  PA  =  D,  car,  BA  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
PBC,  le  point  A  est  équidistant  de  P  et  de  C. 

Le  point  C  une  fois  obtenu  à  l'aide  de  ces  deux  cercles  auxiliaires,  on 

mènera  Tare  de  grand  cercle  PC  qui  coupera  le  petit  cercle  en  B,  el,  en 

joignant  B  et  A  par  un  arc  de  grand   cercle,  on  aura  Tare  tangent 

demandé. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le  triangieAPC, 
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dont  on  a  les  trois  côtés,  existe,  c*est-à-dire  qu'on  ait  (564,  i**) 

D<D-+-2r,    ar<D-+-D,    D -+- D-f- ar  <4. 

La  première  condition  est  toujours  remplie,  et  les  deux  autres  équi- 
valent à 

r<D<2-~r; 

elles  expriment  que  le  point  Â  doit  être  situé  hors  de  la  calotte  sphé- 
rique  PB  et  hors  de  la  calotte  symétrique. 

Les  cercles  auxiliaires  se  coupent  en  deux  points  C  et  C;  de  là,  deux 
solutions  AB  et  ÂB'. 

Observons  enfin  que,  lorsque  deux  cercles  de  la  sphère  ont  deux 
points  communs,  les  symétriques  de  ces  points  par  rapport  au  centre  de 
la  sphère  appartiennent  évidemment  à  la  fois  aux  deux  cercles  symé- 
triques des  premiers.  Si  les  deux  points  considérés  se  confondent,  c'est- 
à-dire  si  les  deux  cercles  proposés  se  touchent,  les  deux  cercles  symé- 
triques se  touchent  au  point  symétrique  du  premier  point  de  contact. 
Enfin,  si  Tun  des  cercles  est  un  grand  cercle,  comme  il  est  à  lui-même 
son  symétrique,  on  voit  que  tout  grand  cercle  tangent  à  un  petit  cercle 
est  aussi  tangent  au  petit  cercle  symétrique  du  premier  par  rapport  au 
centre  de  la  sphère.  Ainsi,  dans  le  problème  qui  nous  occupe,  les  grands 
cercles  trouvés  AB  et  AB'  touchent  non-seulement  le  cercle  donné  PB, 
mais  encore  son  symétrique. 

PROBLÈME. 

566.  Décrire  un  grand  cercle  tangent  à  deux  petits  cercles  donnés. 

Soient  P  et  P'  les  pôles  des  deux  petits  cercles,  R  et  R'  leurs  rayons 
spbériques,  D  la  distance  sphérique  des  deux  pôles  P  et  F.  Nous  suppo- 
serons, pour  fixer  les  idées,  R  >  R'. 

Le  grand  cercle  cherché  X  peut  laisser  les  deux  cercles  R  et  R'  dans 
un  même  hémisphère  ou  dans  des  hémisphères  opposés. 

Dans  le  premier  cas  [fig.  33i  ),  nous  prendrons  pour  inconnue  le  pôle  Q 
du  grand  cercle  X,  qui  est  dans  le  même  hémisphère  que  les  cercles  R 
et  R'.  Si  A  et  A'  sont  les  points  où  le  cercle  X  touche  respectivement  les 
cercles  R  et  R',  le  pôle  Q  est  à  la  fois  sur  les  grands  cercles  PA  et  PA'; 
il  est  donc  le  troisième  sommet  d'un  triangle  sphérique  QPP',  dont  on 
connaît  deux  sommets  P  et  P'  et  les  trois  côtés 

PP'=D,    PQ=:QA-AP  =  i-R,    P'0  =  Qâ'-A'P'=i-R'. 

Les  conditions  de  possibilité  sont  (536,  540] 

D  <  I  —  R  -h  I  —  R'  ou  2  —  D  >  R  -4-  R', 

I  —  R'  <  D  -f- 1  —  R  ou  D  >  R  —  R', 

i-R<D-4-i  — R'  ou  D>R'— R, 

Dh-i  — R-f-i-R'<4  ou  D<2-f-R-+-R'. 
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Supprimant  les  deux  dernières  relations,  qui  sont  satisfaites  d'elia 

mêmes,  puisque  Ton  a  D  <  2  et  R'  <  R,  il  ne  reste  plus  que  les  codé 

lions 

D>R~R'    et    a  — D>R-f-R'. 

La  première  exprime  que  la  calotte  R'  n'est  pas  contenue  dans  I 
calotte  R.  Quant  à  la  seconde,  comme  a  —  D  est  la  distance  sphériqj 
de  P  au  symétrique  de  P',  elle  signifie  que  la  calotte  R  et  la  calofl 
symétrique  de  la  calotte  R'  sont  extérieures  Tune  à  l'autre.  ! 


Fig.  33 1. 


Fig.  332. 


Dans  le  second  cas  (fig,  332),  on  voit,  d'une  manière  analogue, 
le  pôle  Q  du  grand  cercle  X  qui  se  trouve  dans  le  même  hémisphi 
que  le  cercle  R  est  le  troisième  sommet  d'un  triangle  sphérique  QP 
dont  on  a  les  deux  sommets  P  et  F  et  les  longueurs  D,  i  —  R,  i  -h 
des  trois  côtés.  Les  conditions  de  possibilité  sont 

D  >  R  -h  R'    et    2  —  D  >  R  -  R'. 

Elles  expriment  que  les  calottes  R  et  R'  sont  extérieures  l'une  à  l'i 
et  que  la  calotte  R  ne  contient  pas  la  calotte  symétrique  de  la  caloUe 


IV.  —  Aire  de  la  sphère. 

THÉORÈME. 

567.  Lorsqu'une  droite  AB  tourne  autour  d'un  axe  xysiti 
dans  son  plan,  l'aire  qu'elle  engendre  a  pour  mesure  leprodu 
de  la  projection  CD  de  cette  droite  sur  l'axe,  par  la  circonfi 
rence  dont  le  rayon  est  la  perpendiculaire  10  élevée  au  nd 
lieul  de  la  droite  kR  jusqu'à  la  rencontre  de  Vaxe  xy{Jig*  333 

Nous  supposerons  que  la  droite  AB  est  située  tout  entièn 
d'un  même  côté  de  l'axe  xy.  Quelles  que  soient  alors  lel 


1 


r 
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positions  relatives  de  AB  el  de  xy^  Taire  engendrée  par  AB  a 
pour  mesure  (497) 
1)  27r.lM.AB, 

eu  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  xy. 

Fig.  333. 


5 C MO      D      y    *A  MOK  VicC  M  Dî? 

Si  la  droite  AB  est  parallèle  à  xy^  le  théorème  proposé  est 
lout  démontré;  sinon,  il  faut  transformer  l'expression  (i).  A 
cet  effet,  menons  AE  parallèle  à  a;j  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
projetante  BD;  les  triangles  ABË,  IMO,  sont  semblables 
comme  ayant  les  côtés  respectivement  perpendiculaires,  et 
l'on  a 

l^  =  i^,    d'où    1M.AB=I0.AE. 
AL       AB 

L'expression  (i)  peut  donc  être  remplacée  par 

27r.IO.AE    ou    27r.IO.CD, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Dans  le  cas  où  le  point  A  est  situé  sur  l'axe  xy^  le  raisonne- 
ment subsiste  ;  seulement  la  droite  AE  se  confond  avec  l'axe. 

COROLLAIRE. 

568.  jRemarquons  que,  dans  les  trois  positions  indiquées 
sur  la^^.  333,  AB  engendre  Taire  d'un  tronc  de  cône,  d'un 
cône  ou  d'un  cylindre,  dont  sa  projection  sur  l'axe  xy  repré- 
sente la  hauteur. 

On  peut  donc  dire  que  ïaire  d'un  quelconque  de  ces  trois 
corps  est  égale  au  produit  de  sa  hauteur  par  la  circonférence 
ayant  pour  rayon  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  du 
côté  générateur  et  prolongée  jusqu'à  la  rencontre  de  cette 
même  hauteur, 

THÉORÈME. 

569.  L'aire  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière  qui 
tourne  autour  d'un  diamètre  qui  ne  la  traverse  pas  a  pour 
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mesure  le  produit  de  la  circonférence  inscrite  dans  la  ligm 
brisée  par  la  projection  de  cette  ligne  sur  l'axe  choisi. 

On  appelle  ligne  brisée  régulière  une  ligne  brisée,  plane 
convexe,  dont  les  côtés  forment  des  angles  égaux  et  soid 
égaux. 

Une  ligne  brisée  régulière  jouit  de  toutes  les  propriétés  d'uc 
polygone  régulier  :  elle  est  inscriptible  et  circonscriptiblean 
cercle,  elle  a  un  centre,  un  rayon,  un  apothème.  Seulemenij 
l'angle  au  centre  d'une  ligne  brisée  régulière  n'est  pas,  engé 
uéral,  une  partie  aliquote  de  quatre  angles  droits.  On  appelle 
diamètre  d'une  ligne  brisée  régulière  toute  droite  passant  pal 
son  centre. 

Pour  inscrire  une  ligne  brisée  régulière  dans  un  arcdi 
cercle,  il  suffit  de  diviser  cet  arc  en  parties  égales  et  de  joindre' 
les  points  de  division  par  des  cordes. 
Cela  posé,  soient  (^g*.  334)  0  le  centre  et  01  l'apothème  de 
la  ligne  brisée  régulière  ABCD  tournanl 
autour  du  diamètre  xy.  L'aire  engendrée 
par  cette  ligne  est  la  somme  des  aires 
engendrées  par  les  côtés  AB,  BC,  CD, 
dont  le  dernier  est  parallèle  à  l'axe. 
Ces  côtés  engendrent  respectivement  les 
aires  convexes  d'un  cône,  d'un  tronc  de 
cône  et  d'un  cylindre,  pour  chacun  des- 
"'^- — îî''  quels  la  perpendiculaire  élevée  sur  le 

milieu  du  côté  générateur  jusqu'à  la  ren- 
contre de  l'axe  n'est  autre  chose  que  l'apothème  01  de  la  ligne 
brisée  régulière.  On  peut  donc  écrire  (568) 

aireAB  =  AE.eircOI, 
aireBC  =EF.circ01, 
aireCD  i=FG.circOI. 

Si  l'on  ajoute  les  égalités  précédentes  membre  à  membre, 
on  a,  en  mettant  cire  01  en  facteur  commun, 

aire  ABCD  =  (  AE  -+-  EF  -+-  FG)  .cire  01, 

c'est-à-dire 

aireABCD  =  AG.circOL 
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COROLLAIRE. 


Fig.  335. 
B 

e'est-à-dire 


570.  Cherchons,  comme  exercices,  les  aires  engendrées  par  un  demi- 
polygone  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés  et  par  un  demi-polygone 
relier  d'un  nombre  impair  de  côtés. 

Si  Ton  désigne  par  R  le  rayon  du  polygone  et  par  r  son  apothème,  on 
a  dans  le  premier  cas,  pour  1  aire  engendrée, 

S  =  aR.aTrr  =  47rRr. 

Dans  le  second  cas  {Jig,  335),  le  diamètre  xy  de  la  ligne  brisée 
régulière  passe  par  un  sommet  Â  et  coupe  le 
côté  opposé  CD  en  son  milieu,  c'est-à-dire  que 
AO  est  le  rayon  du  polygone  et  01  son  apothème. 
L'aire  engendrée  par  les  deux  côtés  AB  et  BC  a 
fonr  expression  (R  h-  r).27rr.  Le  demi-côté  CI 
engendre  un  cercle  de  rayon  CI.  On  a  donc, 
pour  la  surface  cherchée, 

S  =  (RH-/-).27rr-»-7rCP. 

Hais  le  triangle  rectangle  OCI  donne  C1«=R«— /•».  En  substituant 
l'égalité  précédente  et  en  simplifiant,  il  vient 

S  =  27:RrH-  7r/**-t-  ttR*, 

S  =  7r(R-f-r)«. 

Les  deux  expressions  qu'on  vient  de  calculer  conduiraient  immédiate- 
ment à  l'expression  de  l'aire  de  la  sphère,  si  l'on  supposait  les  polygones 
légoliers  considérés  remplacés  par  leurs  circonférences  limites  :  on 
devrait,  dans  cette  hypothèse,  faire  r  =  R,  et  l'on  trouverait  S  =  47rR«. 

THÉORÈME. 

571.  L'aire  d'une  zone  sphérique  a  pour  mesure  le  produit 
de  sa  hauteur  par  la  circonférence  d*un  grand  cercle. 

On  appelle  ;zo/ie  la  portion  de  la  surface  sphérique  comprise 
eotre  deux  cercles  dont  les  plans  sont 
parallèles.  Ces  cercles  sont  les  bases  de  la 
zone,  et  la  distance  de  leurs  plans  est  sa 
hauteur.  Ainsi^  tandis  que  la  demi-circon- 
férence PABP'  engendre  une  sphère  en 
tournant  autour  du  diamètre  PP'  [fig.  336), 
l'arc  AB  décrit  une  zone  dont  les  bases 
sont  les  cercles  AC  et  BD  décrits  par  les 
points  A  et  B,  et  dont  la  hauteur  est  la  projection  CD  de  l'arc 
AB  sur  Taxe  PP'. 
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Si  l'un  des  plans  considérés  devient  tangent  à  la  sphère,  le 
cercle  correspondant  se  réduit  à  un  point,  et  la  zone,  qui  n'a 
plus  alors  qu'une  base,  devient  une  calotte  sphérique.  Ainsi, 
l'arc  PA,  en  tournant  autour  de  PP',  engendre  une  calotte 
sphérique  dont  le  cercle  ÂC  est  la  base  et  dont  PC  est  la  hau- 
teur. 

Cela  posé,  l'aire  d'une  zone  est,  par  définition,  la  limite 
vers  laquelle  tend  l'aire  engendrée  par  une  ligne  brisée  régu- 
lière inscrite  dans  l'arc  générateur  de  la  zone,  lorsque  le 
nombre  des  côtés  de  cette  ligne  brisée  croît  IndéQniment. 

Désignons  alors  par  S  Taire  de  la  zone,  par  H  sa  hauteur  et 
par  R  le  rayon  de  l'arc  générateur,  c'est-à-dire  le  rayon  de  la 
sphère  à  laquelle  la  zone  appartient;  soient  de  même  s  l'aire 
engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière  inscrite  dans  l'arc 
générateur,  et  a  l'apothème  de  cette  ligne  brisée.  On  a  (569), 
puisque  la  projection  de  la  ligne  brisée  sur  l'axe  est  aussi  égale 
à  H, 

5  =  H.27ra. 

Mais,  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
de  la  ligne  brisée,  H  reste  invariable,  s  tend  vers  S,  et  a  vers  R* 
On  a  doncy  à  la  limite, 

S==H.2t:R. 
g0b0llair£s. 

572.  Dans  des  sphères  égales,  deux  zones  sont  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs,  et,  par  suite,  deux  zones  de  même 
hauteur  sont  équivalentes. 

573.  Considérons  la  calotte  sphérique  engendrée  par  l'arc  AB 
tournant  autour  du  diamètre  AD  {Jig.  337).  En  vertu  du  théo- 

Fig.  337. 


^  A     G    0  i>    y 

rème  précédent,  l'aire  de  celte  calotte  a  pour  mesure 
27:.AO.AC  =  7:.xVD.AC     ou     (167)     tt.Âb! 
Donc,  une  calotte  sphérique  quelconque  équivaut  au  cercle 
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dont  le  rayon  est  égal  à  la  corde  de  l'arc  générateur  de  la 
calotte. 

THÉORÈME. 

574.  L'aire  de  la  sphère  a  pour  mesure  le  produit  de  son 
diamètre  par  la  circonférence  d*un  grand  cercle. 

Car  celle  aire  peul  êlre  considérée  comme  celle  d'une  zone 
donl  la  hauieur  esl  égale  au  diamèlre  de  la  sphère.  D'ailleurs» 
ie  raîsonnemenl  fail  pour  la  zone  s'applique  lexluellemeni  à 
ce  cas  particulier. 

COROLLAIRES. 

575.  S  étanl  l'aire  d'une  sphère  de  rayon- R  ou  de  diamèlre  D, 
on  a 

S  =r  2R .27rR  =  47rR* zz.  7^D^ 

L'aire  de  la  sphère  est  donc  égale  à  quatre  grands  cercles. 
On  peul  dire  encore  qu'elle  équivaut  à  l'aire  d'un  cercle  dont 
le  rayon  serait  égal  au  diamètre  de  la  sphère. 

576.  Les  aires  de  deux  sphères  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  des  rayons  ou  des  diamètres. 

THÉORÈME. 

577.  Deux  triangles  sphériques  symétriques  ABC,  A'B'C, 
sont  équivalents  [fig.  338). 

Prenons  le  pôle  P  du  pelil  cercle  qui  passerait  par  les  points 
A,  B,  C,  et  menons  les  arcs  de  grand  cercle 
PA,  PB,  PC,  qui  sonl  égaux  enire  eux  (515).  Fig^s. 

Traçons  le  diamèlre  POP'  ei  les  arcs  de  grand 
cercle  P'A',  P'B',  P'C  L'égalilé  des  angles 
POA,  P'OA',  enlraîne  celle  des  arcs  P  A  ei 
P'Â';  on  voit  de  même  que  PB^P'B'  et 
PC  =  P'C;  par  suile,  comme  PA=:PB=PC, 
il  faut  qu'on  ail  P'A'  ==  P'B'r=:  P'C.  D'après 
cela,  les  triangles  PAB,  P'A'B',  sont  symétriques  et  isocèles; 
Us  sont  donc  superposables,  comme  les  angles  trièdres  cor- 
respondants. De  même,  les  triangles  PAC,  P'A'C,  sonl  égaux 
enire  eux,  ainsi  que  les  triangles  PBC,  P'B'C.  Donc,  enfin, 
le  triangle  ABC,  sompie  de  PAB,  PAC  et  PBC,  est  équivalent 
au  triangle  A'B'C,  somme  de  F  A'B',  P'A'C'el  P'B'C. 
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Si  le  pôle  P  tombait  à  Texlérieur  du  triangle  ABC,  ce  triangH 
ne  serait  plus  une  somme,  mais  une  différence. 

THÉORÈME. 

578.  Lorsqu'on  prend  pour  unité  d'angle  l'angle  droit  et 
pour  unité  d'aire  l'aire  du  triangle  trirectangle  qui  est  le 
huitième  de  la  surface  sphérique  (5iik6),  un  fuseau  a  pou» 
mesure  le  double  du  nombre  qui  mesure  son  angle. 

On  appelle  fuseau  la  portion  de  surface  sphérique  comprise 
entre  deux  demi-circonférences  de  grand  cercle  terminées  au 
même  diamètre.  L'angle  de  ces  deux  demi-circonférences  est 
V angle  du  fuseau. 

Deux  fuseauxy  situés  sur  la  même  sphère  ou  sur  des  sphèret 
égaleSf  sont  évidemment  égaux^  c'est-à-dire  superposables, 
lorsque  leurs  angles  sont  égaux. 

Le  rapport  d'un  fuseau  à  la  surface  sphérique  est  égal  au 
rapport  de  l'angle  du  fuseau  à  quatre  angles  droits. 

En  effet,  soit  [fig.  SSg)  le  fuseau  APP'B,  compris  entre  les 

deux  demi-circonférences  PAP',  PBP'.  Du  point  P  comme 

pôle,  décrivons  la  circonférence  de  grand  cercle  ABC  :  Tare  AB 

est  la  mesure  de  l'angle  du  fuseau  (528). 

*^'    ^*  Admettons  qu'il  y  ait  une  commune  mesure 

y^fT""^         entre  cet  arc  et  la  circonférence  entière  dont 

//L-J-----A       il  f^ii^  partie,  qu'on  ait,  par  exemple, 

Ni\!/  circOA  ~  i5 

p* 

Si  Ton  divise  alors  la  circonférence  OA  en 

quinze  parties  égales,  l'arc  AB  contiendra  deux  de  ses  parties. 
Par  le  diamètre  PP'  et  chacun  des  points  de  division  obtenus, 
faisons  passer  des  plans.  Nous  décomposerons  ainsi  la  surface 
sphérique  en  quinze  fuseaux  tous  égaux  entreeux  comme  ayant 
même  angle,  et  le  fuseau  APP'B  contiendra  deux  de  ces  fu- 
seaux. Son  rapport  à  la  surface  sphérique  sera  donc  aussi  égal 

à  -X-  On  pourra  écrire,  par  conséquent, 

fusAPFB  _     AB     _  A  PB 

surf.sph.  "~circOA~"  4*^' 

et  la  remarque  énoncée  est  établie. 
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[Si  Tare  AB  et  la  circonférence  ABC  n'avaient  pas  de  commune 
mesure,  on  emploierait  le  mode  de  démonstration  précédem- 
ment indiqué  (105).] 

Cela  poséy  deux  fuseaux  quelconques^  d'une  même  sphère 
iont  entre  eux  comme  leurs  angles,  puisque,  lorsque  deux 
proportions  ont  les  mêmes  conséquents,  leurs  antécédents 
forment  proportion  (l.  I,  Jrithm.,  891  ). 

Soient  donc  F  et  F'  les  nombres  qui  mesurent  les  deux 
bseaux  considérés,  et  A  et  A'  les  nombres  qui  mesurent  leurs 
ingles,  dans  le  système  d'unités  adopté.  On  aura 

F       A 

Si  Ton  suppose  alors  A'=:  i,  le  fuseau  correspondant,  ayant 
ion  angle  droit,  sera  égal  au  quart  de  la  sphère  ou  au  double 
lu  triangle  Irirectangle,  et  Ton  aura  F' =  2.  La  proportion  ci- 

ssus  deviendra  donc 


r 


-=r— ,       d'oïl       F=:2A. 
2  I 


I 

i  THÉORÈME. 

:  579.  Lorsqu'on  prend  l'angle  droit  pour  unité  d'angle  et  le 
triangle  trirectangle  pour  unité  d'aire,  l'aire  d'un  triangle 
tphérique  quelconque  a  pour  mesure  la  somme  des  nombres 
fui  mesurent  ses  angles,  diminuée  de  2. 

f  Soit  {Jlg.  340)  le  triangle  sphérique  ABC.  Ce  triangle  se 
trouve  sur  l'hémisphère  limité  par  la  circon- 
érence  à  laquelle    appartient  le    côté  AB.  '^'  ^"' 

achevons  de  même  les  circonférences  aux- 
quelles appartiennent  les  deux  autres  côtés 
ÀC  et  BC. 

Le  triangle  ABC,  augmenté  du  triangle  BCA', 
forme  évidemment  le  fuseau  limité  par  les 
deux  demi-circonférences  ACA',  ABA',  c'est-à-dire  le  fuseau 
éont  l'angle  est  l'angle  A  du  triangle  proposé. 

Le  triangle  ABC,  augmenté  du  triangle  ACB^  forme  de  même 
le  fuseau  dont  l'angle  est  l'angle  B  du  triangle  proposé. 

Si  l'on  considère   enfm   le  triangle  ABC,   augmenté   du 
triangle  A'CB',  on  voit  qu'on  peut  remplacer  le  triangle  A'CB' 
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par  le  triangle  symétrique  AC'B,  qui  lui  est  équivalent  (577 
Par  conséquent,  la  somme  indiquée  revient  au  fuseau  limi 
par  les  deux  demi-circonférences  CAC,  CBC\  c'est-à-dire  î 
fuseau  dont  Tangle  est  l'angle  C  du  triangle  proposé. 
On  peut  donc  écrire  les  égalités  suivantes  : 

ABC-+-BCA'=fusA, 
ABC  +  ACB'  =:fusB, 
ABG-+-A'CB'=:fusC. 

La  somme  des  premiers  membres  de  ces  trois  égalités  éqa 
vaut  évidemment  à  la  demi-sphère,  plus  deux  fois  le  triangl 
ABC.  Comme,  dans  le  système  adopté,  la  demi-sphère  est  m< 
surée  par  le  nombre  4»  si  Ton  désigne  par  S,  A,  B,  C,  h 
nombres  qui  mesurent  Taire  et  les  angles  du  triangle  ABC,  o 
a  finalement,  en  se  reportant  à  la  mesure  du  fuseau  (578Î, 

44-2S=:2A-+-2B-h2C,  ' 

d'où  ^ 

\ 
(i)  S  =  A  +  B  +  C-2. 

SGOLIES.  ! 

580.  Soient  R  le  rayon  de  la  sphère  évalué  en  mètres,  o-rain 
du  triangle  en  mètres  carrés,  et  a,  6,  y,  les  angles  de  ce  triana 
évalués  en  degrés;  on  aura,  en  observant  que  le  triangle tf 

rectangle  est  égal  au  huitième  -  ttR*  de  la  sphère, 

A=  —  »        B=: >        C= î        S=  -. =rr» 

90  90  90  ^ttK* 

et,  par  suite,  en  vertu  de  la  relation  (i), 

a-hG-hy—  180 

N  <^= jt^ ^R'- 

581.  En  Analyse,  on  évalue  généralement  les  angles  en  pa 

lies  du  rayon  (232);  alors  l'angle  droit  répond  à  -?  et,  sil' 

désigne  par  A',  B',  C,  les  angles  du  triangle  évalués  en  parti 
du  rayon,  on  a 

A^A^^L^',     B  =  — ,     C=— . 

77  TT  7:  r    ' 
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Hrpar  suite, 

A -1- B -+- C  -  2  =  -  (  A' +  B' +  C  -  jt  ) . 

IfiilleurSy  le  rayon  de  la  sphère  étant  i.  Taire  du  triangle  tri- 

i  TT 

ïctangle  est  alors  mesurée  par  ->  de  sorte  qu'on  a.  S'  étant 

I  nombre  qui  mesure  Taire  du  triangle  dans   ce  nouveau 
jstème  d'unités. 


I 


V  TT 


2 

IOd  a  donc  enQn  (579),  à  cause  de  la  formule  (i), 

S'=A'  +  B'-hC-7r. 

donne  à  ce  nombre  abstrait  A'  -t-  B'  h-  C  —  tt  le  nom  d'excès 
kérique  du  triangle,  et  Ton  peut  dire  alors  que  l'aire  d'un 
mgle  sphérique  a  pour  mesure  son  excès  sphérique. 

THÉORÈME. 

582.  Lorsqu'on  prend  l'angle  droit  pour  unité  d'angle  et  le 
mgle  trirectangle  pour  unité  d'aire^  l'aire  d'un  polygone 
kérique  de  n  côtés  a  pour  mesure  la  somme  des  nombres  qui 
tsurent  ses  angles,  diminuée  rfe  2  (/i  —  2). 

On  arrive  à  ce  résultat  en  décomposant  le  polygone  en 
igles  à  Taide  d'arcs  de  grand  cercle  diagonaux  issus  d'un 
ême  sommet,  et  en  appliquant  la  formule  (i)  du  n'^STO  aux 
1-2]  triangles  ainsi  obtenus. 

En  se  reportant  au  numéro  précédent,  on  voit  ce  qu'on 
rtt  entendre  par  Vexcès  sphérique  du  polygone  proposé. 
L'aire  d'un  polygone  sphérique  convexe  a  pour  mesure  son 
tcès  sphérique. 


i 


Y.  —  Volume  de  la  sphère. 


THÉORÈME. 


Q.  Lorsqu'un  triangle  tourne  autour  d'un  axe  situé  dans 
)»nplan  et  passant  par  l'un  de  ses  sommets  sans  traverser  sa 
^rface,  il  engendre  un  volume  qui  a  pour  mesure  le  produit 

De  g.  —  Cours.  II.  22 
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de  l'aire  que  décrit  le  côté  opposé  au  sommet  fixe,  par  le  tien 
de  la  hauteur  relative  à  ce  côté. 

Soit  le  triangle  ABC  ayant  son  sommet  A  sur  Taxe  ary  et  AE 
pour  hauteur  relative  à  ce  sommet  :  nous  distinguerons  trois 
cas  : 

Fig.  341. 


I®  Supposons  l'un  des  côtés  AB  du  triangle  ABC  confondu 
avec  Taxe  xjr-  Suivant  que  la  hauteur  CD  qui  correspond 
au  côté  AB  tombe  à  l'intérieur  [/îg-.  34i)  ou  à  l'extérieur 
[fig.  342)  du  triangle  ABC,  le  volume  engendré  par  ce  triangle 
est  la  somme  ou  la  différence  des  cônes  engendrés  par  les 
triangles  rectangles  ACD,  BCD. 

En  même  temps,  le  cylindre  engendré  par  la  rotation  du 
rectangle  ABB' A',  qui  a  même  base  et  même  hauteur  que  le 
triangle  donné  ABC,  est  la  somme  [fig.  340  ^^  *^  différence 
(fig.  342)  des  cylindres  engendrés  par  la  rotation  des  rec- 
tangles ADCA',  BDCB',  dont  le  rectangle  ABB'A'  est  lui-même 
la  somme  ou  la  différence.  D'ailleurs,  le  cône  ACD  est  le  tiers 
du  cylindre  ADCA',  et  le  cône  BCD,  le  tiers  du  cylindre  BDCB' 
(479).  Donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  volume  engendré  par 
le  triangle  ABC  est  le  tiers  du  cylindre  ABB'A',  et  l'on  a 


volABC  =  |7rCD*.AB 


ou 


volABC==^7rCD.BC.AE. 


puisque  les  produits  CD»  AB  et  BC.AE  représentent  tous  deux 

le  double  de  l'aire  du  triangle  donné.  Or,  7r.CD.BC  exprime 

(476)  l'aire  latérale  du  cône  BCD  ou  l'aire  de  la  surface  en- 

gendrée  par  le  côté  BC  dans  la  rotation  du  triangle  ABC.  Par 

suite, 

AE 


vol  ABC: 


aireBC.— . 


2°  Supposons  [fig.  343)  que,  le  côté  AB  du  triangle  n'ayani 
plus  que  le  sommet  A  sur  l'axe  xy,  le  côté  BC  prolongé  vienne 
rencontrer  l'axe  au  point  D. 
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Le  triangle  ABC  étant  la  différence  des  triangles  ACD,  ABD, 
le  volume  qu'il  engendre  est  la  différence  des  volumes  engen- 


Fig.  343. 


r-^C 


^D^T 


1res  par  ces  triangles.  On  a  donc  (i**) 

'  vol  ABC  =  (aire DC  — aire DB)^  =  aireBC- ^ 

V  S""  Supposons  enfin  que,  le  côté  AB  du  triangle  n'ayant  plus 
pue  le  sommet  A  sur  Taxe  x^,  le  côté  BC  soit  parallèle  à  cet 

r- 

[  Le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC  est  la  somme 
fg.  344)  ou  la  différence  (Jig.  345)  des  volumes  engendrés 
ir  les  triangles  ABE,  ACE.  Or,  le  volume  engendré  par  le 


Fig.  344. 


Fig.  345. 


triangle  ABE  est  les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  le 
feciangle  AB'BE,  et  le  volume  engendré  par  le  triangle  ACE, 
les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  parle  rectangle  A  C  CE 
lUi).  Donc,  dans  l'un  et  Tautre  cas,  le  volume  engendré  par 
ne  triangle  ABC  est  les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  par 
Bereciangle  B'C'CB,  somme  fjig.  344)  ou  différence  [Jig.  345) 
Wes rectangles  AB'BE,  AC'CE,  et  Ton  a  encore 


AE 


volABC  =  ^7rAE  .BC=:aireBC~; 

)ir.\£.BCexprime  en  effet  l'aire  latérale  du  cylindre  engen- 
<iréparle  recungle  B'C'CB  ou  Taire  de  la  surface  décrite  par 
kcôiéBC  de  ce  rectangle. 

22. 
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THÉORÈME. 

684..  Le  volume  engendré  par  un  secteur  polygonal  régulier 
tournant  autour  d'un  diamètre  extérieur  à  sa  surface  a  pour 
mesure  le  produit  de  l'aire  que  décrit  la  ligne  brisée  qui  lui  sert 
de  hase,  par  le  tiers  de  Vapothème  de  cette  ligne  brisée. 

On  appelle  secteur  polygonal  régulier  la  surface  comprise 
entre  une  ligne  brisée  régulière  ei  les 
rayons  qui  correspondent  à  ses  extré- 
mités. 

Soit  [fig.  346)  le  secteur  polygonal 
régulier  OÂBCD,  tournant  autour   du 
diamètre  xy.  Décomposons  ce  secteur 
en  triangles,  en  joignant  au  centre  O 
les  sommets  de  sa  base  ABCD,  et  appe- 
lons a  l'apothème  de  cette  base.  Le  volume  engendré  par 
le  secteur  sera  la  somme  des  volumes  engendrés  par  les 
triangles  quile  constituent.  Or  (583] 

vol  AOB=:  aire  AB.~, 

volBOC  =aireBC.|, 

volCOD=aireCD.^. 

En  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

volOABCD  =  (aire  AB  ■+-  aireBC  -h  aire  CD)  | 


ou 


vol  OABCD  =  aire  ABCD  •  \ . 


8C0LIB. 


585.  Si  Ton  se  reporte  au  n°  570,  on  voit  que  les  volumes  engendrés 
par  les  demi-polygones  réguliers  considérés  dans  ce  numéro  ont  pour 
expressions,  suivant  que  le  nombre  de  côtés  des  polygones  est  pair  ou 
impair, 

^TrRr»     et     Î7rr«(R-t-r). 
Ces  deux  expressions  conduiraient  immédiatement  à  Texpression  du 
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Tolame  de  la  sphère,  si  l'on  supposait  les  polygones  réguliers  considérés 
remplacés  par  leurs  cercles  limites  :  on  devrait,  dans  cette  hypothèse, 

faire  r  =  R,  et  Ton  trouverait,  pour  le  volume  de  la  sphère,  |  ttR». 

THÉORÈME. 

586.  Le  volume  d'un  secteur  sphérique  a  pour  mesure  le 
produit  de  l'aire  de  la  zone  qui  lui  sert  de  base,  par  le  tiers 
iu  rayon  de  la  sphère. 

Soient  {^g.  347)  xXBy  le  demi-cercle  générateur  d'une 
flphère  et,  dans  ce  demi-cercle,  le  sec-  . 

leurAOB  dont  la  projection  de  la  base  '^*  ^^' 

AB  sur  XX  est  ab.  Pendant  que  la  demi- 
circonférence  xABjr  engendre  la  sur- 
face sphérique.  Tare  AB  engendre  une 
lone  (571),  et  les  rayons  OA  el  OB  qui 
limitent  le  secteur  engendrent  les  surfaces  latérales  de  deux 
cônes  de  révolution  ayant  pour  bases  les  cercles  Aa  et  Bft. 
La  portion  du  volume  de  la  sphère  comprise  entre  les  sur- 
faces latérales  de  ces  deux  cônes  et  la  zone  AB  est  le  secteur 
;  sphérique  correspondant  au  secteur  circulaire  AOB. 

Un  secteur  sphérique  est  donc  le  volume  engendré  par  la 
rouiion  d'un  secteur  circulaire  autour  d'un  diamètre  extérieur 
'  à  sa  surface  ;  la  zone  engendrée  par  l'arc  du  secteur  circulaire 
est  la  base  du  secteur  sphérique. 

Cela  posé,  le  volume  d'un  secteur  sphérique  est,  par  défini- 
^  lion,  la  limite  des  volumes  engendrés  par  les  secteurs  poly- 
gonaux réguliers  inscrits  dans  le  secteur  circulaire  correspon- 
^  dam,  quand  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
[  de  leurs  bases. 

•  D'après  cela,  soient  v  le  volume  engendré  par  un  secteur 
polygonal  régulier  inscrit,  s  l'aire  de  la  surface  décrite  par  sa 
base,  a  son  apothème;  soient  de  même  V  le  volume  du  sec- 
teur sphérique,  S  l'aire  de  la  zone  qui  lui  sert  de  base,  R  le 
rayon  de  la  sphère.  On  a  (58&) 

a 

Vais,  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
<ie  la  base  du  secteur  polygonal,  v  tend  vers  V,  s  vers  S  et  a 
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vers  R.  On  a  donc,  à  la  limite, 

y=s.f. 

COROLLAIRE. 

587.  Dans  des  sphères  égales^  deux  secteurs  sphériques  sont 
entre  eux  comme  les  zones  qui  leur  servent  de  bases,  el,  par 
suite,  deux  secteurs  sphériques  dont  les  bases  ont  même  hauteur 
sont  équivalents, 

THÉORÈME. 

588.  Le  volume  de  la  sphère  a  pour  mesure  le  produit  de 
son  aire  par  le  tiers  du  rayon. 

Car  ce  volume  peut  être  considéré  comme  celui  d'un  sec- 
teur sphérique  ayant  pour  secteur  circulaire  correspondant  un 
demi-cercle  ou  pour  base  Taire  de  la  surface  sphérique  elle- 
même.  D'ailleurs,  le  raisonnement  fait  pour  le  secteur  sphé- 
rique s'applique  textuellement  à  ce  cas  particulier. 

COROLLAIRES. 

589.  V  étant  le  volume  d'une  sphère  de  rayon  R  ou  de  dia- 
mètre D,  on  a 

V=47^R^5  =  4;^R'»  =  i7^D^ 
^33  b 

590.  Les  volumes  de  deux  sphères  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  des  rayons  ou  des  diamètres, 

THÉORÈME. 

591.  L'aire  d'une  sphère  et  les  aires  totales  du  cylindre 
droit  et  du  cône  équilatéral  cir- 
conscrits à  cette  sphère  sont  pro- 
portionnelles aux  nombres  4>  6  et 
9;  les  volumes  de  ces  trois  corps 
sont  proportionnels  aux  mêmes 
nombres  [Jig.  348). 

Soient  le  cercle  OA,  le  carré  et 
le  triangle  équilatéral  circonscrits 
BCD£  et  SFG.  Pendant  que  le  cercle 
tournant  autour  de  Taxe  SA  engen- 
drera la  sphère,  le  carré  engendrera  le  cylindre  circonscrit  et 
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le  triangle  équilatéral  engendrera  le  cône  équilaléral  circon- 
scrit à  la  sphère. 
Si  l'on  désigne  par  R  le  rayon  OA,  on  a 

airesurf.sph.  =4^^*» 

La  base  du  cylindre  circonscrit  étant  égale  à  un  grand  cercle 

de  la  sphère  et  sa  hauteur  étant  le  diamètre  de  la  sphère,  son 

aire  totale  est 

î7rR.2R  -+-  ^ttR*. 

On  a  donc 

aire  tôt. cyl.  =67rR*. 

Le  côté  du  cône  circonscrit,  qui  est  celui  du  triangle  équi- 
latéral circonscrit  au  cercle  OA,  est  égal  à  aR^;  le  rayon  de 
sa  base,  moitié  du  côté  du  triangle  équilatéral  circonscrit,  est 
égal  à  Rv/3.  On  a  donc,  pour  Taire  totale  du  cône  équilatéral 
circonscrit, 

7rRv'3.2Rv^  +  37rRS 

et  Ton  peut  écrire 

aire  tôt.  cône  =  g^rR*. 

Le  théorème  est  donc  vérifié  quant  aux  surfaces. 

Le  volume  de  la  sphère  est  égal  à  ^ttR^,  celui  du  cylindre 

à  2  7^R^  La  hauteur  du  cône,  qui  est  celle  du  triangle  équila- 
téral circonscrit  au  cercle  OA,  est  égale  à  3R;  par  suite, 
son  volume  a  pour  expression  SttR'.  Les  volumes  des  trois 

corps  sont  donc  proportionnels  aux  nombres^»  2  et  3,  c'est- 

o 

à-dire  aux  nombres  4>  6  e*  9>  comme  les  aires  totales  corres- 
pondantes. 

COROLLAIRE. 

592.  Si  Ton  remarque  que  6  est  la  moyenne  proportionnelle 
entre  4  et  9,  on  peut  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

L'aire  totale  du  cylindre  droit  circonscrit  à  la  sphère  est 
moyenne  proportionnelle  entre  l'aire  de  la  sphère  et  l'aire 
totale  du  cône  équilatéral  circonscrit;  il  en  est  de  même  du 
volume  du  cylindre  droit  circonscrit  par  rapport  aux  volumes 
des  deux  autres  corps. 
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Le  théorème  du  n"*  591  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particuli 
d'un  théorème  plus  général  que  nous  allons  éublir. 

THÉORÈME. 

593.  Les  volumes  des  polyèdres  circonscrits  *à  la  mén 
sphère  ou  à  des  sphères  égales  sont  proportionnels  aux  al 
de  ces  mêmes  polyèdres. 

Un  polyèdre  est  inscrit  dans  une  sphère,  lorsque  tous  si 
sommets  appartiennent  à  la  surface  de  cette  sphère; 
polyèdre  est  circonscrit  à  une  sphère,  lorsque  toutes  ses  fai 
sont  tangentes  à  cette  sphère.  Dans  le  premier  cas,  la  sphi 
est  circonscrite  di\x  polyèdre;  dans  le  second  cas,  elle  lui  e 
inscrite. 

Cela  posé,  décomposons  les  polyèdres  circonscrits  doDn 
en  pyramides,  en  prenant  pour  centres  de  décomposition  li 
centres  mêmes  des  sphères  considérées.  ChaTque  polyèd 
aura  pour  mesure  de  son  volume  son  aire  multipliée  par 
tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite  (^66).  En  désignant ] 
y  et  (^  les  volumes  de  deux  quelconques  des  polyèdre 
par  S  et  5  leurs  aires,  par  R  le  rayon  commun  des  sphères, 
aura  donc 

I  o  ô 

et,  par  suite, 

I  y_  S 

I  t/"^  s' 

THÉORÈME. 

594.  Le  volume  engendré  par  un  segment  circulaire  tour 
nant  autour  d'un  diamètre  extérieur  à  sa  surface  équivm 
au  sixième  du  cylindre  qui  a  pour  rayon  la  corde  du  segmei 
et  pour  hauteur  la  projection  de  cette  corde  sur  l'axe. 

Le  segment  AmB  [Jig.  349)  est  la  différence  du  secteur  ci>J 
culaire  AOB  et  du  triangle  isocèle  AOB; 
*^'   ^^'  la  portion  du  volume  de  la  sphère  engen*! 

drée  par  la  rotation  de  ce  segment  sera 
donc  égale  à  la  différence  des  volumes 
du  secteur  sphérique  AOB  et  du  triangle 
tournant  AOB. 

DF  étant  la  projection  de  AB  sur  xy  et  01  la  hauteur  du 


D  0     F 
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^iriangie  AOB,  on  aura  (586,  57J,  583,  567) 

sect.sph.AOB  =  zoneAB.^=:g7rOA  .DF, 


^r 


suite. 


vol  AOB  =  aire  AB~  =  |îtOI*.DF. 

6         6 


vol AmB  =  |7r( AO'-  Ol')  DF. 


I  triangle  rectangle  OIA  donnant 

— 2 
OA-01  =AI  =^^ 

4 
[vient,  en  réduisant, 


volAmB:=:i7rAB^DF, 
o 

qui  vérifle  l'énoncé, 

THÉORÈME. 


595.  Le  volume  d'un  segment  sphérique  équivaut  au  volume: 
fane  sphère  ayant  pour  diamètre  la  hauteur  du  segment, 
fugmenté  de  la  demi-somme  des  volumes  de  deux  cylindres 
lisant  pour  hauteur  commune  celle  du  segment  et  pour  bases 
respectives  les  bases  du  segment. 

On  appelle  segment  sphérique  la  portion  du  volume  de  la 
Iphère  comprise  entre  deux  plans  sécants  parallèles.  Les 
Kercles  déterminés  par  ces  plans  parallèles  sont  les  bases  du 
kgment  sphérique,  et  leur  distance  en  est  la  hauteur. 

Lorsqu'un  des  plans  parallèles  devient  tangent  à  la  sphère, 
le  cercle  correspondant  se  réduit  à  un  point,  et  Ton  a  un  seg« 
Hem  sphérique  à  une  base. 

Cela  posé,  si  l'on  se  reporte  à  la^g*.  35o,  on  voit  que,  tandis 
(oe  le  demi-cercle  OA  engendre  la 
sphère  en   tournant  autour  de   son  *^' 

ibmètre  xy^   le  trapèze  mixtiligne  ^^'' 

SAmBF,  obtenu    en   abaissant   sur 
faie  les  perpendiculaires  AD  et  BF, 
engendre  un  segment  sphérique  ayant 
pour  bases  les  cercles  DA  et  FB  et  pour  hauteur  DF.  Ce  seg- 
veoi  est  donc  la  somme  des  volumes  engendrés  par  le  segment 


F  0 
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circulaire  A  m  B  et  le  trapèze  rectangulaire  DABF.  On  a  d'aboH 

(59i)  _^ 

volAmB  =  i7rAB\DF. 
o 

Le  trapèze  DABF  engendrant  un  tronc  de  cône  de  révolution, 
on  a  aussi  (^98) 

volDABF  =  i  ttDfIbfV  ÂDV  BF. Ad) • 

Par  suite, 

volDA/nBF=:g7:DF(ÂBV2BÏ''-+-2ÂDV2BF.AD). 

D'ailleurs,  la  corde  AB  est  liée  à  la  hauteur  DF  et  aux  rayoo^ 
BF  et  AD  des  bases  du  segment  sphérique  par  la  relation 

Âb''=  ÂËV  BÊ  =  DF  V  (BF  -  AD)* 
ou 

Âb'*=DfV  BfV  ÂD''— 2BF.AD. 

En  substituant  cette  valeur  de  AB  et  en  simplifiant,  il  ?ieD 
volDAmBF  =  g7rDF(DFV  3Bf'-+-  3ÂD  ), 
ce  qu'on  peut  écrire 

volDAmBF  =  iTtDFV  i  (7rBF'.DF -l-7rÂD'.DF), 

o  2 

de  manière  à  vérifier  l'énoncé  (589,  443). 

Si  le  segment  considéré  n'a  qu'une  base,  c'est-à-dire  ai 
[fig.  35o)  le  point  D  vient  occuper  l'une  des  extrémités  di 
diamètre  xy,  on  a  simplement 

volDmBF  =  i7rDF'-+--7rBF'.DF. 

o  2 

SCOLIE. 

596.  Quand  le  segment  sphérique  n'a  qu'une  base  [fig*  35o], 
on  peut  exprimer  son  volume  V  en  fonction  de  sa  hauicuf 
DF  z=  A  et  du  rayon  R  de  la  sphère.  On  a  alors,  d'après  la  fo^ 
mule  précédente, 

V  =  ^7:A»-+--7:Bf'.A. 
6  2 


J'ailleurs  (.167), 
d*où 
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BF'=:A(2R-A), 


Vz=l7rA'4-i7ryi*(2R-A) 
6  2        ^  ' 

11,  en  simpUQant, 

THÉORÈME. 

597.  Le  volume  d'une  pyramide  sphérique  a  pour  mesure 
m  produit  de  sa  base  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère. 

Mfï^  pyramide  sphérique  est  la  portion  du  volume  de  la 
iphère  comprise  entre  les  faces  d'un  angle  polyèdre  dont  le 
lommet  est  au  centre  de  la  sphère;  le  polygone  spliérique 
eorrespondant  à  cet  angle  polyèdre  est  la  base  de  la  pyramide. 

f>eux  pyramides  sphériques  sont  di tes  ^/m^/r/^we*  lorsqu'elles 
m  pour  bases  des  polygones  sphériques  symétriques. 
On  appelle  onglet  la  portion  du  volume  de  la  sphère  corn- 
Îrise  entre  deux  demi-grands  cercles  PAP',  PBP'  [Jig.  339);  le 
iseau  correspondant  est  la  base  de  Fonglet,  et  son  angle  est 
angle  de  Tonglet. 
On  démontre  que  : 

1"  Deux  pyramides  sphériques  triangulaires  symétriques 
mni  équivalentes  (577)  ; 

^  Lorsqu'on  prend  pour  unité  d'angle  l'angle  droit  et  pour 
unité  de  volume  la  pyramide  tri  rectangle  qui  est  le  huitième 
du  volume  de  la  sphère^  un  onglet  a  pour  mesure  le  double  du 
nombre  qui  mesure  son  angle  (578); 

y  Dans  le  même  système  d'unités,  le  volume  d'une  pyramide 
sphérique  triangulaire  a  pour  mesure  le  nombre  A  -h  B  -f-  C  —  2, 
A,  B,  Cy  étant  les  mesures  des  angles  du  triangle  sphérique  qui 
tert  de  base  à  la  pyramide  (579). 

Il  résulte  de  là  que  le  rapport  du  volume  d'une  pyramide 
sphérique  triangulaire  à  Taire  de  sa  base  est  égal  au  rapport 
de  la  pyramide  sphérique  trirectangle  au  triangle  trirectangle; 
mais  ce  dernier  rapport  est  égal  à  celui  du  volume  de  la  sphère 
i  son  aire,  c'est-à-dire  au  tiers  du  rayon.  Donc  le  volume 
*e la  pyramide  sphérique  triangulaire  est  égal  au  produit  de 
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sa  base  par  le  tiers  du  rayon  ;  et  ce  théorème  s'étend  à  il 
pyramide  sphérique  polygonale,  en  décomposant  sa  base  ei 
triangles. 


VI.  —  Exercices  et  questions  complémentaires. 

I 

THÉORÈME. 

598.  Le  lieu  géométrique  des  sommets  C  des  triangles  sphériques  COI 
ayant  une  base  fixe  DE  et  dans  lesquels  la  différence  entre  V angle  à 
sommet  C  et  la  somme  D  -h  E  des  angles  à  la  base  demeure  constante 
est  un  petit  cercle  passant  par  les  points  D  et  E  [fig.  35 1).  | 

Soient  DCE  un  des  Iriangles  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé  < 

P  le  pôle  du  petit  cercle  circonscrit  à  ce  triangle;! 

Fig.  35 1.  troig  triangles  PCD,  PDE,  PEC,  sont  alors  isocèles. 

en  résulte  immédiatement,  en  se  reportant  aux  d(^ 

tiens  de  la  figure,  i 

C-{D-hE)=2^. 

Par  conséquent,  l'angle  ù  est  constant  et  le  iriang 

isocèle  PDE  est  fixe,  de  sorte  que  la  distance  PC  = 

est  elle-même  constante.  Le  sommet  C,  dont  on  chercli 

le  lieu,  est  donc  toujours  sur  le  petit  cercle  décrit  du  point  P  comme pM 

avec  le  rayon  sphérique  PD,  ce  qui  justifie  l'énoncé. 

THÉORÈME. 

599.  Le  lieu  géométrique  des  sommets  C  des  triangles  sphériques  ABC 
ayant  une  base  fixe  AB  et  une  aire  constante,  est  un  petit  cercle  passai 
par  les  points  D  ^^  E,  qui  sont  diamétralement  opposés  aux  extrémités  k 
et  B  de  la  base  AB  [fig.  35i  ). 

Ce  théorème  est  une  conséquence  du  précédent. 

En  effet,  si  l'aire  du  triangle  ABC  est  constante,  la  fonction  de  sel 
angles  A  -h  B  -t-  C  —  a  est  elle-même  constante  (579).  Mais,  si  Ton  achèW! 
les  demi-circonférences  ACE,  BCD,  en  considérant  Thémisphère  liroill 
par  le  grand  cercle  dont  la  base  AB  fait  partie,  on  obtient  un  triangte 
CDE  dans  lequel  on  a,  d'après  les  fuseaux  formés,  A  =  a  —  E,  B  =  a  -D. 
Par  suite,  l'expression  A  -i-  B  -+-  C  —  a  revenant  à  C  —  (  D  -+-  E)  +  V 
l'expression  C  —  (D  +  E  )  est  elle-même  constante,  et  l'on  est  préciséoieol 
ramené  à  la  question  du  n*"  598,  puisque,  la  base  AB  étant  fixe,  il  es 
est  de  même  de  la  base  DE. 

Le  théorème  qu^on  vient  de  démontrer  est  souvent  désigné  par  le  nom 
de  son  auteur,  le  géomètre  Lexell. 

On  peut  proposer  sur  la  sphère  un  grand  nombre  de  problèmes  ifll^ 


n 
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pBfisants,  où  TÂlgèbre  intervient  utilement.  Nous  allons  en  résoudre 
taielques-uns  par  cette  voie. 

PROBLÈME. 

600.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cane  dont  Paire  convexe  soit  éqidva- 
I9te  à  celte  de  la  calotte  sphérique  terminée  au  même  cercle  [fig,  35'2). 

Déâgnons  par  x  la  hauteur  AS  du  cône  et  par  R  le  rayon  de  la  sphère. 
I  hauteur  AD  de  la  calotte  sphérique  aura  pour  expression  2R  — x. 
honcé  du  problème  exige  qu'on  ait 

7r.AB.SB=  airR(2R--ar), 

où 

AB».SB»=  4 RM '-^ï^ -•*')*• 

08 

AB»=x(2R  — or)     et    SB«=2Rx. 

t  substituant,  il  vient 

2Rjc»(aï^  -  x)  =  4R«(2R  -  -r)*, 

^où,  en  supprimant  le  facteur  commun  2R(2R  —  :r]  et  en  écartant  la 
jlntioD  X  =  2  R,  qui  convient  en  ce  sens  que  le  cône  et  la  calotte 
Qt  alors  en  môme  temps  d'exister, 

x«=  2R(aR  — j:). 

Celte  équation  prouve  immédiatement  que  l'inconnue  x  est  le  plus 

End  segment  du  diamètre  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison  (190). 
IX  zones  étant  proportionnelles  à  leurs  hauteurs,  on  voit  que  le  plan  de 
h  base  du  cône  cherché  partage  aussi  la  surface  de  la  sphère  en  moyenne 
^extrême  raison. 


PROBLÈME. 

6(M.  Un  cône  équilatéral  étant  inscrit  dans  une  splière,  chercher  entre 
fulks  limites  peut  varier  la  différence  des  sections  déterminées  dans  ces 
<fctr  corps  par  un  plan  parallèle  à  la  base  du  cône  {Jîg.  353  ). 

3R 
Le  cône  étant  équilatéral,  sa  hauteur  SH  est  — >  et  le  rayon  AH  de  sa 

base,  moitié  du  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  cercle  qui 
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R  1/3 

engendre  la  sphère,  est ,  R  désignant  le  rayon  de  la  sphère  donnée 

Â  une  distance  S/i  =  or  du  sommet  S,  menons  un  plan  sécant  parallèl 
à  la  bâse  du  cône.  La  section  faite  dans  la  sphère  aura  pour  expressio 

— 2  — 2 

'ir.MA  ;  celle  faite  dans  le  cône  aura  pour  expression  Tz.ah  .  On  a  d'ai 

leurs,  d'après  la  flgure, 

M/l=x(2R— J:)       et      jg=gg, 

c'est-à-dire 

-J^      - 
La  différence  des  deux  sections  est  donc 

7rx(2R—  .r) —-, 

et,  si  on  la  désigne  par  D,  on  a  la  relation  , 

D  =  27r.a:^R~^y 

3R 

Cette  dififérence  s'annule  pour  a:  =  o  et  pour  j:  =  — •  En  effet,  dai^ 

le  premier  cas,  le  plan  sécant  est  tangent  à  la  sphère  au  point  S;  dansll 

second,  il  se  confond  avec  la  base  du  cône.  Entre  ces  deux  valeurs  égaleaj 

à  zéro,  D  doit  nécessairement  passer  par  un  maximum,  c'est-à-dire  qnej 

le  rayon  de  la  section  faite  dans  la  sphère  croissant  d'abord  plus  rapid&^ 

ment  que  le  rayon  de  la  section  faite  dans  le  cône,  D  commence  pari 

croître  à  partir  de  zéro,  pour  diminuer  ensuite  et  revenir  à  zéro.  j 

QL.T  3r  I 

Pour  trouver  le  maximum  de  D,  nous  poserons  —  =  j,  d'où  *  =  —  ^ 

En  substituant,  il  vient  | 

D=37r.^'(R-j). 

Le  maximum  de  D  ne  dépend  que  de  celui  du  produit  x(  R  —7),  et,  li  | 

somme  de  ces  deux  facteurs  étant  égale  à  la  constante  R,  leur  produit  est  j 

R  3R  ■ 

maximum  lorsqu'on  a  j'  =  -  ( 1. 1,  J/g,  élém,,  285  ),  c'est-à-dire  ^  =  -r*  \ 

D  est  donc  maximum  lorsque  le  plan  sécant  passe  par  le  milieu  de  la 

3. 
hauteur  du  cône  SÂB,  et  celte  valeur  maximum  de  D  est  égale  aux  j  <» 

l'aire  d'un  grand  cercle.  Lorsque  le  plan  sécant  passe  par  le  centre  de  li 

sphère,  D  est  égal  aux  ^  de  l'aire  d'un  grand  cercle. 
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PROBLEME. 

fi02.  Couper  une  sphère  par  un  plan  de  manière  que  le  segment  sphé' 
tique  déterminé  par  ce  plan  et  le  secteur  sphérique 
trjmtt  pour  base  la  calotte  qui  termine  le  segment 
fàent  dans  un  rapport  donné  [fig.  354). 

!  Soient  x  la  hauteur  AI  du  segment,  c*est-à-dire  la 

bce  du  plan  sécant  au  point  Â,  et  R  le  rayon  de 
1ère.  L^  volume  du  secteur  a  pour  expression 

irR^x;  le  volume  du  segment  est  représenté  par 

►îrx*(3R  —  Jc),  Si  le  rapport  du  secteur  au  segment  est  désigné  par  ^5 
oa  doit  avoir 

3  /^       j»  V  ^R'  P 

='-,       d'où       -T^^i :=^. 

I        ,,«„  .       q  x(3R— j:)       q 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  arrive  à  Téquation  du  second  degré 

/?a:*—  3/^Ra;-f-  2<yR*=  o, 
It  Ton  en  déduit 

3fiR  ±^/q;?^R^— 8;?r/R 

X  = • 

ip 

\  En  divisant  ses  deux  termes  par  /?,  on  peut  mettre  cette  valeur  sous 
I  b  forme 


R(3±y/9-82) 


Pour  que  la  valeur  de  x  soit  réelle,  il  faut  qu'on  ait  9  —  8Ï>  o, 

?  9 


p      8  ^ 

c'e8t^-dire^>-* 


Si  l'on  suppose  -  =  i,  il  vient 

R(3=t:i^ 
x= , 

c'est-à-dire 

x'=  aR    et    x''=R. 

1^  le  premier  cas,  le  segment  et  le  secteur  se  confondent  avec  la  sphère  ; 
<ian8  le  second,  avec  la  moitié  de  la  sphère. 
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.£- 


Si  Ton  suppose  -  =  2,  c'est-à-dire  si  le  pian  sécant  divise  le  secteur 
sphérique  en  deux  parties  équivalentes,  on  a 

K(3±v/5) 


La  première  valeur  surpasse  le  diamètre  de  la  sphère  et  doit  être 
rejetée.  La  seconde  valeur  x  =  — — ""  ^  est  seule  admissible  et  repré- 
sente le  plus  petit  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 


THÉORÈME. 

603.  L'aire  engendrée  par  une  ligne  plane  quelconque^  tournant  autour 
d'un  axe  extérieur  quelconque  situé  dans  son  plan,  a  pour  mesure  le  pro- 
duit de  sa  longueur  (221)  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  des 
moyennes  distances. 

Nous  avons  défini  précédemment  (86)  le  centre  des  moyennes  distances 
d*une  série  de  points  donnés  dans  un  plan.  D'après  cette  définition,  on 
entend  par  centre  fies  moyennes  distances  d'une  ligne  plane  quelconque 
le  centre  qu'on  obtient  en  considérant  les  points  milieux  des  éléments 
égaux  infiniment  petits  dans  lesquels  on  peut  supposer  que  cette  ligne 
a  été  divisée. 

Gela  posé,  soient  (/g.  355)  la  courbe  plane  ABde  longueur  L  et  l'axe  x/. 
« 

Fig.  355. 


a'  g'  b' 


Divisons  cette  courbe  en  éléments  égaux  tels  que  ab,  et  représentons 
par  a  l'ordonnée  du  milieu  g  de  ab  par  rapport  à  xy. 

aby  étant  infiniment  petit,  peut  être  regardé  comme  rectiligne(226);cet 
élément,  en  tournant  autour  de  l'axe,  engendre  ainsi  l'aire  d'un  tronc  de 
cône,  et  cette  aire  a  pour  expression  (497) 

ab.'iizx. 

Si  l'on  désigne  par  S  l'aire  totale  engendrée  par  la  rotation  complète  de 
la  courbe  AB,  on  peut  donc  poser 

S  =  Zab.inx, 
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Mais,  les  éléments  ab  étant  égaux  entre  eux,  on  peut  faire  sortir  du 
signe  S  le  facteur  %T,ab  ei  écrire 

S  =  aTT.fl^Sa. 

D'ailleurs,  si  n  est  le  nombre  des  éléments  ab  et  si  Z  est  Tordonnée  du 
centre  6  des  moyennes  distances  de  la  courbe  ÂB  par  rapport  à  xy^  on  a, 
par  définition, 

Z=—     ou     Sa  =  /;Z. 
n 

Il  en  résulte 

S  =  /2.r/^.2  7rZ, 

c'est-à-dire,  puisque  Ton  a  à  la  limite  n,ah  =  L^ 

S  =  L.27rZ. 

Le  C'^ntre  G  reçoit  souvent  le  nom  de  centre  de  gravité  de  la  courbe  AB 
(vo/>la  Mécanique). 

'SGOLIE. 

604.  Proposons-nous,  comme  application,  de  trouver  Vexpression  dé 
Votre  engendrée  par  une  circonférence  de  rayon  r,  tournant  autour  d*un 
axe  xy  qui  est  situé  dans  son  plan  et  qui  ne  la  coupe  pas. 

Soiid  la  distance  du  centre  de  cette  circonférence  à  Taxe  xy.  Le  centre 
d'une  circonférence  est  évidemment  le  centre  des  moyennes  distances  de 
ses  éléments  égaux  ou  son  centre  de  gravité  ;  car,  dans  la  recherche  du 
centre  des  moyennes  dislances,  il  est  clair  qu'on  peut  remplacer  plusieurs 
points  par  leur  centre  particulier,  et  le  centre  qui  correspond  aux  extré- 
mités d'un  diamètre  quelconque  est  le  centre  même  de  la  circonférence. 
L'aire  de  la  surface  engendrée,  qui  est  celle  d'un  tore,  a  donc  pour 

expression 

27rr.27rf/=  ^n^rd, 

THÉORÈME. 

603.  Le  volume  engendré  *par  une  surface  plane  quelconque  tournant 
autour  d'un  axe  extérieur  situé  dans  son  plan  a  pour  mesure  le  produit 
de  Paire  génératrice  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  des 
moyennes  distances. 

On  entend  par  centre  des  moyennes  distances  d^une  aire  plane  quel- 
conque le  centre  qu'on  obtient  en  considérant  les  centres  des  éléments 
rectangulaires  égaux  infiniment  petits  dans  lesquels  on  peut  supposer 
que  la  surface  donnée  a  été  divisée  par  deux  séries  de  droites  parallèles, 
menées  à  angle  droit. 

Cela  posé,  soient  (fg*  356)  la  surface  AMB,  dont  l'aire  est  S,  et  l'axe  xy. 
Divisons  cette  surface  en  éléments  rectangulaires  égaux  tels  que  abcd, 
De  g.  —  Cours.  IL  23 
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dont  les  côtés  soient  les  pns  parallèles,  les  autres  perpendiculaires  à  xy^ 
et  représentons  par  a  la  distance  du  centre  g  du  rectangle  abcd  à  Taxe  2^. 


a'  y'  b'      G' 

\ 

abcdj  en  tournant  autour  de  l'axe,  engendre  un  volume  qui  est  la  (H 
férence  des  deux  cylindres  décrits  par  les  rectangles  a  ^ a' 6^  cda'b'.i 
volume  a  donc  pour  expression 

L  ( — f*      ^*  \              .aa'-h-  ca' ,     ,  ,, 

Tzab\aa    — ra'   )  =  7.i:ab [aa—ca] 


Mais  ad  —  ca!  =  ûc,  et  le  produit  ab .  ac  exprime  Taire  du  rectangle  abcà 

De  plus,  on  a  évidemment —  =  g^  =  a. 

Le  volume  élémentaire  engendré  par  abcd  est  donc  égal  à 
abcd.  a  ira. 

Par  suite,  Y  étant  le  volume  engendré  par  la  rotation  complète  deTi 

totale  S,  on  peut  poser 

V  =  2  abcd.^Tza, 

Mais,  les  éléments  abcd  étant  supposés  égaux  entre  eux,  on  peutfi 
sortir  du  signe  S  le  facteur  arr.a^cûfet  écrire 

V  =  un. abcd  Zx, 

D^ailleurs,  si  n  est  le  nombre  des  éléments  abcd  et  si  Z  est  Tordoni 
du  centre  G  des  moyennes  distances  de  la  surface  AMB  par  rapport  à 
on  a,  par  définition, 

Z=  —     ou     2a  =  /iZ. 
n 

Il  en  résulte 

V=  n.abcd.^TcZy 

c'est-à-dire,  puisqu'on  a  à  la  Vimiie  n, abcd  =  S, 

V-=S.27rZ. 


i 
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Le  centre  G  reçoit  souvent  le  nom  de  centre  de  gravité  de  la  surface 
AMB  (voir  la  Mécanique). 


SCOLIES. 

606.  Proposons-nous,  comme  application,  de  trouver  le  volume  du  tore, 
É  conservant  les  notations  du  n°  604,  on  a  immédiatement,  pour  Texpres- 
de  ce  volume. 

Le  volume  du  tore  est  donc  égal  à  son  aire  multipliée  par  le  rayon  du 
Rcle  générateur. 

(i07.  Les  deux  propositions  qui  précèdent  constituent  le  théorème  de 

Les  anciens  les  connaissaient  déjà,  et  on  les  trouve  mentionnées  dans 
collections  de  Pappus. 


23. 
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CHAPITRE  V. 

SIMILITUDE  ET  SYMÉTRIE  DANS  L'ESPACE. 


I.  —  Des  polyèdres  semblables.  i 

608.  On  donne  le  nom  de  polj-èdres  semblables  aux  polyèda 
qui  ont  leurs  angles  polyèdres  égaux  et  qui  sont  compris  soi 
un  même  nombre  de  faces  semblables  chacune  à  chacune. 

L'égalité  des  angles  polyèdres  entraîne  évidemment  l'ég 
lité  des  angles  dièdres  homologues. 

On  appelle  homologues  les  éléments  (faces»  arêtes,  dij 
dres,  etc.)  qui  se  correspondent  dans  deux  polyèdres  sel 
blables. 

609.  Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  semblatl\ 
sont  proportionnelles.  \ 

Car  les  faces  semblables  de  ces  polyèdres  ayant  le  mè^ 
rapport  de  similitude,  puisqu'une  même  arête  appartient  si 
chaque  polyèdre  à  deux  faces  adjacentes,  le  rapport  de  dd 
arêtes  homologues  quelconques  est  constant. 

THÉORÈME. 

610.  En  coupant  une  pyramide  par  un  plan  parallèle 
base,  on  détermine  une  seconde  pyramide  semblable 
première. 

Soit  [fig.  357)  la  pyramide  SABCDE,  dans  laquelle  un 
parallèle  à  la  base  a  déterminé  la  section  FGHIK.  Les  d 
pyramides  SABCDE,  SFGHIK,  ont  leurs  faces  semblables, 
les  polygones  ABCDE,  FGHIK,  sont  semblables  (456),  et 
faces  latérales  SAB  et  SFG,  SBC  et  SGH,  . . . ,  le  sont  aassîJ 
suite  du  parallélisme  des  côtés  de  ces  deux  polygones. 
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Quant  aux  angles  polyèdres,  Tangle  polyèdre  S  est  commun, 
et  deux  angles  trièdres  homologues,  tels  que  A  et  F,  sont 


gaux  comme  ayant  un  angle  dièdre  commun  compris  entre 
eux  faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  dis- 
osées, savoir  :  Tangle  dièdre  SA  commun,  la  face  SAB  égale 
la  face  SFG  et  la  face  SAE  égale  à  la  face  SFK. 

THÉORÈME. 

611.  Deux  pyramides  triangulaires  sont  semblables,  lors- 
u'elles  ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces 
tmblables  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées» 

Soient  {Jîg.  358)  les  pyramides  SABC,  S'A'B'C,  dans  les- 
puelles  Tangle  dièdre  SA  est  égal  à  Tangle  dièdre  S'A',  et  les 


MsSAB,  SAC,  semblables  aux  faces  S'A'B',  S'A'C,  et  sem- 
iblablement  placées. 

Portons  la  seconde  pyramide  sur  la  première,  de  manière 
k^o' elles  aient  même  sommet  et  que  les  faces  homologues  de 
fleurs  angles  dièdres  égaux  coïncident.  Le  triangle  S'A'B'  étant 
semblable  au  triangle  SAB  et  le  point  A'  tombant  en  D  sur  SA, 
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S'B'  se  confondra  avec  SB,  et  le  point  B'  viendra  en  un  point  E 
tel,  que  DE  soit  parallèle  à  AB.  De  même,  le  triangle  S'A'C; 
étant  semblable  au  triangle  SAC,  S'C  se  confondra  avec  SC»; 
et  le  point  C  viendra  en  un  point  F  tel,  que  DF  soit  parallèle 
à  AC.  La  base  A'B'C  occupera  donc  alors  la  position  DEF,  ei 
son  plan  sera  parallèle  au  plan  de  la  base  ABC  (320).  La  pyr» 
mide  SDEF  étant  semblable  à  la  pyramide  SABC  (610),  il  ai 
est  de  même  delà  pyramide  S'A'B'C  qu'elle  représente. 

THÉORÈME. 

612.  Deux  polyèdres  composés  d'un  même  nombre  dl^ 
tétraèdres  semblables  chacun  à  chacun  et  semblablemeM 
disposés  sont  semblables. 

Soient  (Jig.  SSg)  OABD,  OBCD,  OCDE,  ...,  O'A'B'V, 
O'B'CD',  O'C'D'F, . . .,  deux  séries  de  tétraèdres  respecit 
vement  semblables  et  semblablement  disposés;  le  polyèdfî 


formé  par  les  premiers  tétraèdres  est  semblable  au  polyèdre 
formé  par  les  seconds. 

En  effet  : 

i"*  Les  faces  homologues  des  deux  polyèdres  sont  sem- 
blables comme  composées  d*un  même  nombre  de  triangles 
semblables  et  semblablement  disposés.  Considérons,  par 
exemple,  la  face  ABCD  du  premier  polyèdre.  Les  triangles 
ABD,  BCD,  qui  la  constituent,  sont  semblables  aux  triangles 
A'B'D',  B'C'D',  comme  faces  homologues  de  tétraèdres  sem- 
blables. De  plus,  les  triangles  ABD,  BCD,  étant  dans  un  même 
plan,  les  angles  dièdres  OBDA,  OBDC,  des  deux  tétraèdres 
OABD,  OBCD,  sont  supplémentaires;  il  en  est  donc  de  même 
des  angles  dièdres  homologues  O'B'D'A',  O'B'D'C,  des 
tétraèdres  semblables  0' A'B'D',  O'B'  CD'.  Par  suite,  les  deux 
triangles  A'B'D',  B'C'D',  sont  aussi  dans  un  même  plan,  cl 
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«ODStituem  sur  le  second  polyèdre  une  face  A' fi' CD'  sem- 
r  blable  à  la  face  ÂBCD. 

2<»  Les  angles  polyèdres  des  deux  polyèdres  sont  égaux 
comme  ayant  tous  leurs  éléments  égaux  et  semblablement 
disposés;  car,  les  faces  homologues  des  deux  polyèdres  étant 
[semblables  et  semblablement  disposées,  leurs  angles  polyèdres 
fini  d'abord  toutes  leurs  faces  égales  chacune  à  chacune  et 
semblablement  disposées.  De  plus^  les  angles  dièdres  homo- 
logues de  ces  angles  polyèdres  sont  égaux,  soit  comme  dièdres 
homologues  de  deux  tétraèdres  semblables,  soit  comme 
somme  d'angles  dièdres  égaux.  L'angle  dièdre  BCDE,  par 
•exemple,  formé  par  les  deux  faces  ABCD,  CDE,  du  premier 
^lyèdre,  est  la  somme  des  deux  angles  dièdres  BCDO,  ECDO, 
qui  appartiennent  aux  deux  tétraèdres  OBCD,  OCDE;  et 
jftDgle  dièdre  B'C'D'E',  formé  par  les  deux  faces  A'fiX'D', 
;C'D'E',  du  second  polyèdre,  est  la  somme  des  deux  angles 
dièdres  homologues  B'CD'O',  E'C'D'O',  qui  appartiennent 
mdeux  tétraèdres  semblables  O'B'C'D',  O'C'D'E'. 

613.  Réciproquement,  deux  polyèdres  semblables  peuvent 
être  décomposés  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables 
et  semblablement  disposés. 

Soit  [fig.  36o)  un  point  0  pris  dans  l'intérieur  du  premier 
polyèdre;  décomposons-le  en  tétraèdres  en  prenant  le  point  0 

Fig.  36o. 


pour  centre  de  décomposition  (ft-GG),  et  soit  OABC  l'un  des 
léiraèdres  obtenus.  Les  points  A,  B,  C,  ayant  pour  homo- 
logues sur  le  second  polyèdre  les  points  A',  B',  C,  menons 
un  plan  O'A'B'  faisant  au-dessus  de  A'B'C  un  angle  dièdre 
égal  à  celui  que  forme  le  plan  AOB  au-dessus  de  ABC,  et,  dans 
ce  plan  0' A' B',  construisons  le  triangle  0' A' B' semblable  au 
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triangle  OAB.  En  prenant  le  point  0'  pour  centre  de  décom- 
position, on  décompose  donc  le  second  polyèdre  en  tétraèdres^ 
qui  correspondent  à  ceux  du  premier  polyèdre,  et  il  reste^ 
seulement  à  prouver  que  ces  tétraèdres  sont  semblables  deuxi 
à  deux.  (| 

Soit  D  un  quatrième  sommet  du  premier  polyèdre,  tel  que 
les  deux  triangles  ABC,  ABD,  aient  un  côté  commun  et  soient 
situés  sur  la  même  face  ou  sur  deux  faces  adjacentes.  Com-^ 
parons  les  deux  tétraèdres  OABD,  O'A'B'D'.  Les  faces  OAB,j 
O'A'B',  sont  semblables  comme  faces  homologues  des  deuxf 
tétraèdres  semblables  OABC,  O'A'B'C;  les  faces  ABD,  A'B'iy,  I 
le  sont  aussi  comme  triangles  homologues  de  deux  faces  seiM 
blables  des  polyèdres  donnés.  De  plus,  si  les  deux  triangles^ 
ABC,  ABD>  sont  dans  un  même  plan,  les  deux  dièdres  OABD» 
O'A'B'D',  sont  égaux  comme  suppléments  des  angles  dièdres 
égaux  OABC,  O'A'B'C;  si  les  deux  triangles  ABC,  ABD,  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan,  les  deux  angles  dièdres  OABD, 
O'A'B'D',  sont  encore  égaux  comme  différences  des  angles 
dièdres  égaux,  DABCetOABC  d'une  part,D'A'B'C'  etO'A'B'C 
d'autre  part.  Dans  les  deux  cas,  les  tétraèdres  OABD,  O'A'B'D', 
sont  semblables  (611). 

La  même  démonstration  s'appliquera  de  proche  en  proche 
La  similitude  des  deux  tétraèdres  considérés  en  dernier  lieu 
permettra  toujours  de  vérifier  la  similitude  des  deux  tétraèdres' 
suivants. 

SGOLIE. 

614..  Deux  points  0  et  0'  rapportés  à  deux  polyèdres  sem- 
blables sont  dits  homologues,  lorsque,  en  joignant  l'un  d'eux  0 
aux  sommets  consécutifs  A,  B,  C,  de  l'un  des  polyèdres  et 
l'autre  O'aux  sommets  homologues  A',B',C',  de  l'autre  po-' 
lyèdre,  on  obtient  deux  tétraèdres  OABC,  O'A'B'C,  semblables 
et  semblablement  disposés  par  rapport  aux  deux  polyèdres. 

Il  résulte  de  la  démonstration  précédente  que  deux  points 
homologues  quelconques  peuvent  être  pris  pour  centres  de 
décomposition  de  deux  polyèdres  semblables,  en  tétraèdres 
semblables  et  semblablement  disposés. 

Si  le  point  0  est  extérieur  au  premier  polyèdre,  son  homo- 
logue 0'  est  aussi  extérieur  au  second  polyèdre;  il  faut  alors 
considérer  les  deux  polyèdres  comme  composés  de  tétraèdres 
additifs  et  de  tétraèdres  soustractifs. 


GÉOMÉTRIE.  36l 

Si  le  point  0  coïncide  avec  l'un  des  sommets  A  du  premier 
polyèdre,  son  homologue  0'  coïncide  avec  le  sommet  A'  du 
second  polyèdre,  et  les  diagonales  homologues  des  deux 
polyèdres,  relatives  aux  sommets  A  et  A',  se  confondent  avec 
les  arêtes  latérales  de  leurs  tétraèdres  homologues. 

615.  Deux  droites  rapportées  à  deux  polyèdres  semblables 
sont  dites  homologues^  lorsque  leurs  extrémités  sont  deux  à 
deux  des  points  homologues.  Telles  sont,  par  exemple,  les 
diagonales  relatives  à  des  sommets  homologues. 

Le  rapport  de  deux  droites  homologues  quelconques  est 
égal  au  rapport  de  similitude  des  faces  homologues  des  deux 
polyèdres. 

Soient  [fig.'à&i)  ABCDE,  A'B'C'D'E',  deux  faces  homo- 


logues quelconques  des  polyèdres  donnés,  et  FH,  F' H',  deux 
droites  homologues  quelconques.  Formons  les  tétraèdres 
homologues  FABC,  F'A'BX',  HABC,  H' A'B'C.  La  similitude 
de  ces  tétraèdres  entraîne  celle  des  tétraèdres  FHAC,  F'  H' A'  C. 
En  effet,  les  faces  FAC,  HAC,  sont  respectivement  semblables 
aux  faces  F'A'C,  H'A'C,  et  l'angle  dièdre  FACH,  différence 
des  angles  dièdres  FACB,  HACB,  est  égal  à  l'angle  dièdre 
F'AC'H',  différence  des  angles  dièdres  égaux  FA'G'B', 
fl'A'C'B'.  Les  deux  tétraèdres  FHAC,  F'H'A'C%  étant  sem- 
blables, on  a  (609) 

FH  _  AB 
F  H'^A'B  * 

THÉORÈME. 

616.  Les  volumes  de  deux  tétraèdres  SABC,  S'A'B'C,  qui 
ont  un  angle  trièdre  égal  (S  =  8'),  sont  proportionnels  aux 
produits  des  arêtes  qui  comprennent  les  angles  trièdres  égaux 
{fig  362). 

Les  deax  tétraèdres  proposés  ayant  un  même  angle  trièdre, 
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on  peut  toujours  les  supposer  placés  l'un  dans  l'autre,  comme 
l'indique  la  figure.  Faisons  alors  passer  un  plan  par  les  sooh 


Fig.  363. 


mets  A,  B',  C.  Les  deux  tétraèdres  B' A'C'S'  et  B'ACS,  ajai 
même  hauteur,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  S' A'  C,  SAl 
qui  ont  un  angle  commun.  On  peut  donc  écrire  (265) 


\ 


(i; 


B'A'C'S'      S'A'C      S'A'.S'C 


BACS 


SAC 


S  A,  se 


De  même,  les  tétraèdres  CS'AB'  etCSAB  ont  même  hauteur  a 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  S'AB',  SAB,  qui  ont  encoai 
un  angle  commun.  Il  en  résulte 


(^) 


CS'AB'      S'AB'       S'A.  SB'      S'B' 


CSAB         SAB 


SA.bB 


SB 


Multiplions  alors  meaibre  à  membre  les  égalités  (i)  et  (2)1 
et  simplifions  le  résultat  en  remarquant  que  les  deux  té^ 
traèdres  B'ACS  et  CS'AB'  ne  font  qu'un.  Il  vient  alors, 
changeant  simplement  l'ordre  des  lettres  dans  les  termes 
du  premier  membre, 

S'A'B'C       S'A'.S'B'.S'C 


SABC 


SA.  SB. se 


THÉORÈME. 

617.  Le  rapport  des  volumes  de  deux  polyèdres  semblables 
est  égal  au  cube  du  rapport  de  similitude  de  leurs  faces  homo* 
logues,  ou  deux  polyèdres  semblables  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  des  arêtes  homologues. 

Soient  d'abord  (Jig.  363  )  deux  tétraèdres  semblables  SABC, 
SDEF,  qu'on  peut  toujours  supposer  placés  l'un  dans  Taulre, 


GÉOMÉTRIE.  363 

ieomme  Tindique  la  figure  (611)>  de  manière  que  leurs  bases 
'âBC,  DEF,  soient  parallèles. 
Oo  a  alors  à  la  fois  (616,  609) 

SAfiC    _     SA. SB. se      _  SA     SB      SC 

S'A'B'C""S'A'.S'B'.S'C'  ""  S'A''S'B''8'G' 

SA   _  SB   _  SC 

S'A'  ~*S'B'""S'C'. 
t'esl-à-dire 

SABC  SÂ' 


S'A'B'C 


S'A' 


Soient  maintenant  deux  polyèdres  semblables  P  et  P'.  Le 
ipport  de  similitude  de  leurs  faces  homologues  sera  (609} 
«lui  de  deux  arêtes  homologues  quelconques  AB  et  A'B'.  Ces 
ieux  polyèdres  sont  décomposables  en  un  même  nombre  de 
iétraèdres  semblables  et  semblablement  disposés  (613),  et  le 
npport  de  similitude  des  faces  homologues  de  deux  tétraèdres 

AB 

K)mologues  est  égal  (615)  au  rapport  j7^«  Si  le  polyèdre  P 

SI  composé  des  tétraèdres  T,  Ti,  Tj,  et  le  polyèdre  P'  des 
pétraèdres  homologues  T',  T'„  T'„  on  aura  donc,  d'après  ce 
i|iii  précède, 

!  T  _   Âb'        T;_  Xb'        Ta_  Âb' 

^         A'B'        ^«       AB'         *2       AB' 
ret,  par  suite,  en  appliquant  un  théorème  connu, 
4  T-t-T. -hT,         Âb'  p         Ab' 

?  IL  r\  1 1        


j  ï'  +  r,  H-  r. 


ou    pr  = 


A'B'  "         A'B' 

s 

SCOLIK. 

I    618.  Les  aires  de  deux  polyèdres  semblables  sont  propor- 
\  lionnelles  aux  carrés  de  leurs  arêtes  homologues. 

619.  De  la  relation  démontrée  (617),  on  déduit  réciproque- 
ment 


-AL—  VZ. 

A'B'  ""  V  i*'' 


Donc,  lorsqu'on  veut  amplifier  ou  réduire  un   polyèdre 
tos  un  rapport  donné,  Yéchelle  à  adopter  pour  amplifier  ou 
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réduire  les  arêtes  de  ce  polyèdre  est  égale  à  la  racine  cabiqw 
du  rapport  donné.  Par  exemple,  si  le  volume  du  noaveai 
polyèdre  doit  être  la  millième  partie  de  celui  du  polyèdn 
donné,  il  faut  faire  ses  arêtes  dix  fois  plus  petites  que  iei 
arêtes  homologues  du  polyèdre  donné. 


II.  —  Des  figures  homothétiques. 
THÉORÈME. 


620.  Si  l'on  joint  un  point  0  quelconque  < 
polyèdre  P,  et  si  l'on  prend  sur  les  rayons 

,  telles  qu'on  ait 


«»  «.^«1^»*»»  v^  \M%j^%^t,\j\^tm\M\j^\^  CLux  sommas  (1  uïi 
.  * ,  ^.  «.  V  ^.*  prend  sur  les  rayons  vecteurs  OA,  01 
OC  . ,  ,y  des  longueurs0a,0byOc,  '  "         *  *' 


OA 


OB 
i}b 


OC 
Oc 


Fig.  364. 


le  polyèdre  p,  qui  a  pour  sommets  les  points  a,  b,  c,  .  ..,et 
semblable  au  polyèdre  P  {^g,  364). 

Considérons  la  face  ABCDE  du  polyèdre  donné  et  le  points 
Si  Ton  menait  par  le  point  a  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  ABCDE,  ce  plan  couperai 
en  parties  proportionnelles  les  arêtei 
latérales  de  la  pyramide  OABCDE  [456) 
et  passerait,  par  conséquent,  par  les  som- 
mets a,  b,  c,  d,  e.  Ces  sommets  forment 
donc,  dans  le  polyèdre  p,  une  face  abcdi 
semblable  à  la  face  ABCDE.  Les  face! 
correspondantes  des  deux  polyèdres  I 
et  p  sont  donc  semblables. 

Remarquons  ensuite  que,  les  aréies 
homologues  des  deux  polyèdres  éiani, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  parallèles  et  dirigées  dans  le 
même  sens,  les  angles  polyèdres  homologues  des  deux  po- 
lyèdres ont  leurs  faces  égales  et  leurs  angles  dièdres  éf^aux 
chacun  à  chacun  (359);  la  disposition  des  parties  égales  étant 
d'ailleurs  la  même  dans  les  deux  polyèdres,  ces  angles  po- 
lyèdres sont  égaux.  Les  polyèdres  P  et  p  sont,  par  suite,  sem- 
blables. 
Le  point  0  est  un  centre  de  similitude  directe. 
Si  les  longueurs  Oa,  06,  Oc,  . . . ,  sont  portées  sur  les  pro- 
longements des  rayons  vecteurs  OA,  OB,  OC,  . . . ,  on  oblieni 
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«D  polyèdre  pS  dont  les  faces  sont  encore  semblables  aux  faces 
correspondantes  du  polyèdre  P,  mais  dont  les  angles  polyèdres 
liont  symétriques  (371)  des  angles  polyèdres  du  polyèdre  P,  par 
pite  du  parallélisme  en  sens  inverse  des  arêtes  homologues 
des  deux  polyèdres.  Le  point  0  est,  dans  ce  cas^  un  centre  de 
nmilitude  inverse. 

Pour  abréger,  on  donne  le  nom  d'homothétie  à  la  simili- 
lude  de /orme  et  de  position  qu'on  vient  d'examiner.  Les  deux 
folyèdres  considérés  sont  dits  homothéiiques,  le  point  0  est 
te  centre  d'homothétie  directe  ou  inverse^  le  rapport  con- 

;  OA 

Itant  7c-  est  le  rapport  de  similitude  ou  dVtomoM^/ie.  En  fai- 
\}a  "* 

sant  varier  ce  rapport  de  o  à  dz  oo  ,  on  obtient  tous  les  polyèdres 

directement  ou  inversement  semblables  à  un  polyèdre  donné 

(13,136). 

8C0LIBS. 

621.  Ce  qu'on  vient  de  dire  par  rapport  aux  sommets  d'un 
folyèdre  peut  évidemment  s'appliquer  à  un  système  quel- 
conque de  points. 

Ainsi,  d'une  manière  générale,  étant  donné  un  système  de 
-points  A,  B,  G, ...,  situés  d'une  manière  quelconque  dans  l'es- 
pace, si,  sur  les  rayons  SA,  SB,  SC, ...,  issus  d'un  point  S  pris 
i  Tolonté,  on  prend  à  partir  de  ce  point  des  segments  SA',  SB', 
8C, ...,  tels  que 

S  V  _  SF  _  SC'  _       _  . 
SA  ~"SB  ~  SC  ' 

ir  étant  un  nombre  quelconque,  on  dit  que  le  nouveau  sys- 
tème de  points  A',  B',  C, ..,  est  homothétique  au  système 
primitif  A,  B,  C,  ....  Suivant  que  le  rapport  k  d'homothétie  est 
j  positif  ou  négatif,  les  points  homologues  tels  que  A  et  A'  sont 
i  situés  d'un  même  côté  ou  de  côtés  différents  par  rapport  au 
J  centre  S  d'homothétie^  et  les  deux  systèmes  A,  B,  C,  ..., 
\  A^B'jC, ...  sont  dits  homothétiques  directs  ou  homothétiques 
inverses. 

La  définition  de  l'homothétie  est  donc  la  même  pour  les 
figures  de  l'espace  et  pour  les  figures  planes  (160). 

Suivant  que  le  système  proposé  est  formé  de  points  isolés 
ou  se  succédant  d'une  manière  continue,  le  système  homo- 
thétique du  système  donné  est  lui-même  formé  de  points 
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isolés  ou  se  succédant  d'une  manière  continue.  Les  pnh 
priétés  précédentes  s'étendent  ainsi  aux  surfaces  courbes. 

622.  Lorsqu'on  transporte  l'un  des  deux  systèmes  homoi 
thétiques  parallèlement  à  lui-mâme,  l'homolhétie n'est  évidem 
ment  pas  altérée. 

Par  conséquent,  les  extrémités  de  droites  concourantes  é^ 
les  extrémités  d'autres  droites  concourantes  respectivemem 
parallèles  et  proportionnelles  aux  premières  forment  dem 
systèmes  homo thétiques, 

L'homothétie  des  deux  systèmes  est  directe  ou  inverse^ 
suivant  que  les  droites  parallèles  sont  dirigées  dans  le  même 
sens  ou  en  sens  contraires. 

De  plus,  si  A  et  B  sont  deux  points  du  premier  système^ 
A'  et  B'  les  deux  points  homothétiques  du  second  système, 
les  deux  droites  AB  et  A'B'  sont  parallèles,  et  leur  rapport  ed 
égal  au  rapport  d'homothéiie  des  deux  systèmes,  c'esi-à-diré 
qu'elles  sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraires,  suivant  que 
l'homothétie  est  directe  ou  inverse.  i 

623.  Les  propriétés  que  nous  allons  énoncer  résultent  Im- 
médiatement de  ce  qui  précède. 

Lajigure  homothétique  d'une  droite  est  une  droite  parallèle 
à  la  première. 

L 'angle  de  deux  droites  est  donc  égal  à  celui  de  leurs 
droites  homothétiques,  et  une  droite  qui  passe  par  le  centre 
d'homothétie  est  à  elle-même  son  homothétique. 

Lajigure  homothétique  d'un  plan  est  un  plan  parallèle  au 
premier;  car,  si  l'on  considère  dans  le  plan  donné  une  droite 
qui  tourne  autour  d'un  point  A,  dans  chacune  de  ses  positions 
cette  droite  aura  pour  homothétique  une  droite  parallèle  pas- 
sant par  un  point  fixe  A', homothétique  de  A.  Il  résulte  delà: 
i'^  q{x*un  plan  qui  passe  par  le  centre  d'homothétie  est  à  lui- 
même  son  homothétique;  2"  que  l'angle  de  deux  plans  est 
égal  à  l'angle  de  leurs  homothétiques. 

Les  tangentes  en  deux  points  homologues  de  deux  courbes 
homothétiques  sont  parallèles,  comme  limites  de  sécanies 
parallèles. 

Deux  sphères  quelconques  sont  à  la  fois  homothétiques 
directes  et  homothétiques  inverses  (162);  les  deux  centres 
d'homothétie  divisent  harmoniquement  la  ligne  des  centres 
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les  deux  sphères;  ces  centres  sont,  en  outre,  les  sommets  des 
feux  cônes  qu'on  peut  circonscrire  aux  deux  sphères, 
^rsque  les    deux  sphères  sont  tangentes,  leur  point  de 

titact  est  un  centre  d'homothétie,  directe  si  le  contact  est 
érieur,  inverse  si  le  contact  est  extérieur. 
Comme  un   cercle   peut  toujours   être  considéré  comme 
Intersection  de  deux  sphères,  la  figure  homothétique  d'une 
bconférence  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  l'espace 
Vf  une  circonférence. 

.  Deux  systèmes  homothétiques  à  un  troisième  sont 
mothétiques  entre  eux,  et  les  trois  centres  d'homothétie 
nt  sur  une  même  ligne  droite,  qu'on  nomme  axe  d'homo- 
tie  des  trois  systèmes  (IBi). 
Trois  sphères  considérées  deux  à  deux  ont  trois  centres 
bomothétîe  directe  et  trois  centres  d'homothétie  inverse 
[165).  Elles  ont  donc  quatre  axes  d'homothétie  :  un  axe 
homothétie  directe,  qui  contient  les  trois  centres  d'homo- 
léiie  directe,  et  trois  axes  d'homothétie  inverse,  qui  ren- 
iment  chacun  deux  centres  d'homothétîe  inverse  et  le 
Dtre  direct  qui  répond  au  troisième  centre  inverse.  Ces 
uatre  axes  d'homothétie  sont  ceux  des  trois  cercles  (  165)  que 
'on  obtient  en  coupant  les  trois  sphères  par  le  plan  qui  passe 
;par  leurs  centres. 

THÉORÈME. 

625.  Lorsque  quatre  systèmes  P,  P',  P'%  P^,  sont  homothé- 
tiques deux  à  deux,  leurs  six  centres  d' homothétie  sont  situés 
dans  un  même  plan. 

En  effet,  soient  respectivement  Oi,  Oj,  O3,  les  centres 
d'homoihétie  de  P  et  P',  de  P  et  P",  de  P  et  P'";  le  plan 
OiOjOj  est  à  lui-même  son  homologue  dans  les  systèmes 
PetP',  puisqu'il  contient  leur  centre  Oi;  il  est  aussi  à  lui- 
même  son  homologue  dans  les  systèmes  P  et  P",  puisqu'il 
contient  leur  centre  0,.  Donc  ce  même  pian  est  encore  à  lui- 
même  son  homologue  dans  les  systèmes  P'  et  P""  (62i) ,  et,  par 
suite,  il  contient  leur  centre  d'homothétie.  On  prouverait  de 
même  que  ce  plan  passe  par  les  centres  d'homothétie  de  P' 
etP,  et  de  P"  et  P'".  Il  a  reçu  le  nom  de  plan  d'homothétie 
des  quatre  systèmes  P,  P',  P'',  P"'. 

fâ6.  Considérons  en  particulier  le  cas  de  quatre  sphères. 
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Comme  deux  sphères  sont  à  la  fois  homothétiques  direcieseï 
homothétiques  inverses,  on  aura  douze  centres  d'homothétie, 
dont  six  directs  el  six  inverses.  Il  est  aisé  de  voir  qu'il  y  a 
huit  plans  d'homothétie.  En  effet,  imaginons  le  tétraèdre 
dont  les  sommets  sont  les  centres  des  quatre  sphères;  sur 
chaque  face  de  ce  tétraèdre,  il  y  a  six  centres  d'homothétie, 
trois  directs  et  trois  inverses  (624-).  Considérons  l'un  Odes 
six  centres  qui  sont  sur  Tune  des  faces;  ce  point  0  appartient 
à  deux  droites  A  et  B,  dont  chacune  passe  par  deux  autres 
centres  de  la  même  face.  D'ailleurs,  ce  même  point  0  est 
commun  à  une  autre  face  du  tétraèdre,  et,  par  suite,  il  appar- 
tient également  à  deux  autres  droites  C  et  D  situées  sur  cette 
seconde  face.  En  combinant  les  deux  droites  A  et  B  de  la 
première  face  avec  les  deux  droites  C  et  D  de  la  seconde,  on 
obtient  quatre  plans  AOC,  AOD,  BOG,  BOD,  dont  chacun, 
passant  par  cinq  centres  d'homothétie,  renferme  nécessaire- 
ment le  sixième  centre  correspondant.  Ainsi,  par  chaque 
centre  0  de  la  première  face  passent  quatre  plans  d'homo- 
thétie; mais  chacun  de  ces  plans  est  commun  à  trois  centres 
de  cette  même  face.  Donc  le  nombre  total  des  plans  d'homo- 
thétie est  égal  à  huit. 

627.  Deux  figures  de  l'espace  sont  semblables  lorsque,  par 
un  déplacement  convenable,  on  peut  amener  la  seconde  sur 
l'une  des  homothétiques  directes  de  la  première.  Or,  d'après 
le  n°  62k,  pour  avoir  tous  les  systèmes  homothétiques  à  un 
système  donné,  il  n'est  pas  nécessaire  de  faire  varier  le  centre; 
il  suffit,  en  prenant  un  centre  arbitraire,  de  faire  varier  k 
de  o  à  00 .  Donc  on  obtiendra  toutes  les  figures  semblables 
à  une  figure  donnée  en  construisant,  avec  un  centre  pris  à 
volonté,  les  surfaces  homothétiques  qui  répondent  à  toutes 
les  valeurs  du  rapport  k,  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini. 

Ainsi,  deux  sphères  quelconques  sont  semblables  (622). 

La  seule  figure  semblable  à  une  surface  conique  est  cette 
surface  conique  elle-même,  car,  si  l'on  prend  le  sommet  0 
pour  centre  d'homothétie,  l'homologue  A'  d'un  point  quel- 
conque A  de  la  surface  conique  proposée  est  situé  sur  la 
génératrice  OA  (623). 

Enfin,  deux  surfaces  cylindriques  sont  homothétiques, 
lorsque  leurs  génératrices  sont  parallèles  et  leurs  directrices 
deux  courbes  homothétiques;  car  la  figure  homothétique  d'une 
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roite  est  une  droite  parallèle.  Par  suite,  les  sections  par  un 
\imeplan  de  deux  cylindres  homothétiques  sont  deux  courbes 
omoili'étiques  dont  le  centre  est  à  la  rencontre  du  plan  sécant 
^de  la  parallèle  aux  génératrices  menée  par  le  centre  d*ho- 
lothétie  des  deux  cylindres  (623). 


III.  —  Des  figures  symétriques. 

►fâ8.  Deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
^tre  0,  lorsque  ce  centre  0  est  le  milieu  de  la  droite  AA' 
fe.365). 


Deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à  un  axe 

ou  ce 


j ^^ ^ —  j,-.  .^^^ . 

'ifig.  366)  ou  à  un  plan  P  (Jlg.  367),  lorsque  cet  axe 

n  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite  AA'. 

Deux  Ggures  sont  symétriques  par  rapport  à  un  centre,  à  un 


Fig.  365. 


Fig.  366. 


Fig.  367. 


A* "o" A 


te  OU  à  un  plan,  lorsque  leurs  points  sont  deux  à  deuxsymé* 
^quespar  rapport  à  ce  centre,  à  cet  axe  ou  à  ce  plan.  Les 
lints  symétriques  des  deux  figures  sont  dits  homologues, 
deux  figures  symétriques  par  rapport  à  un  axe  sont  égales  y 
une  rotation  de  iSo^'autour  de  l'axe,  imprimée  à  Tune  des 
X  figures,  amène  évidemment  cette  figure  sur  Tautre. 
La  symétrie  par  rapport  à  un  axe  n'offre  donc  rien  de  parti- 
lier.  Aussi,  dans  la  suite  de  ce  paragraphe,  ne  sera-t-il  ques- 
iD  que  de  la  symétrie  relative  à  un  point  ou  à  un  plan. 

THÉORÈME. 

fê9.  Deux  figures  F'  et  F",  symétriques  d'une  même  figure  F 
r  rapport  à  deux  centres  différents  0'  et  0",  sont  égales 

g.368)(i). 


)  BuTiM,  Journal  de  Mathématiques^  t.  XIV. 
Dr  C.  -  Cours,  II. 
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Soient  A  un  point  quelconque  de  la  ûgure  F,  A'  son  homo- 
logue dans  la  figure  F'  et  A''  son  homologue  dans  la  figure  F'. 
0'  étant  le  milieu  de  AA'  el  0"  le  milieu  de  AA",  la  droite  À' A' 


Fig.  368. 


A.- 


B       C     '^" 

-,,..  1 

r:::!:. 

0" 


I 


est  parallèle  à  O'O"  et  égale  à  aO'O".  La  figure  F'^n'esldow 
que  la  figure  F'  transportée  parallèlement  à  la  direction  O'Vy 
d'une  quantité  égale  à  2  O'O". 

COROLLAIRE. 

630.  La  position  du  centre  de  symétrie  n'influe  ni  suri 
forme  ni  même  sur  V orientation  de  la  figure  symétrique  d*uii 
figure  donnée. 

THÉORÈME. 

631.  Si  deux  figures  F  et  F"  sont  symétriques  par  rappel 
à  un  plan  P,  on  peut  toujours  les  placer  de  telle  sorte  guellei 
soient  symétriques  par  rapport  à  un  centre  0'  pris  à  voionU 
dans  ce  plan,  et,  réciproquement,  si  deux  figures  F  et  ¥'  soi 
symétriques  par  rapport  à  un  centre  0',  on  peut  toujours  k 
placer  de  telle  sorte  qu  elles  soient  symétriques  par  rapport 
un  plan  quelconque  P  passant  par  ce  centre  [fig*  368)  (*). 

11  suffit  de  faire  tourner  la  figure  F"  dans  le  premier  cas,! 
figure  F'  dans  le  second,  de  iSo*"  autour  de  la  perpendiculaiA 
0'  CB  élevée  en  0'  au  plan  P. 

En  effet,  considérons  une  figure  F,  un  plan  P  et  un  poioi 
quelconque  0'  de  ce  plan  ;  soient  F'  la  figure  symétrique  dt 
F  par  rapport  au  point  0',  et  F'^  la  figure  symétrique  de  F  pH 
rapport  au  plan  P.  Le  théorème  direct  et  sa  réciproque  seroiH 
démontrés  à  la  fois,  si  l'on  fait  voir  que  les  figures  F'  et  P 
sont  symétriques  par  rapport  à  la  perpendiculaire  O'B  élevéa 
en  0'  au  plan  P  (628).  Or,  soient  A,  A',  A",  trois  points  homo* 

(*)  Bravais,  Journal  de  Mathématiques,  t.  XIV. 
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ogues  des  figures  F,  F,  F",  et  0"  le  point  où  la  droite  AA" 
•encontre  le  plan  P.  0'  éianl  le  milieu  de  AA'  et  C^  le  milieu 
le  AA",  la  droite  A' A"  est  parallèle  à  O'O"  et,  par  suite,  per- 
pendiculaire sur  O'B.  D'ailleurs  O'B,  étant  menée  parallèle- 
ment à  AA"  par  le  milieu  de  A  A',  passe  par  le  milieu  C  de  A' A". 
Donc,  enQn,  les  points  A' et  A^  sont  symétriques  par  rapport 
i  la  droite  O'B. 

COROLLAIRES. 

632.  Deux  flgures  symétriques  d'une  même  figure  F,  par 
rapport  à  deux  plans  différents  P  et  Q,  ne  sont  autre  chose, 
||oant  à  la /orme,  que  la  figure  symétrique  de  F  par  rapport  à 

ED  centre  quelconque  (629);  elles  sont  donc  superposables. 
lais  leur  orientation  dans  l'espace  n'est  pas  la  même,  à  moins 
que  les  plans  P  et  Q  ne  soient  parallèles. 

633.  En  résumé,  si  Ton  fait  abstraction  de  l'orientation  pour 
l*avoir  égard  qu'à  la  forme,  on  voit  qu' une  Jigure  F  n'a  qu'une 
Hule figure  symétrique.  Toutes  les  flgures  obtenues  en  pre- 
Dant  la  figure  symétrique  de  F  par  rapport  à  tel  centre  ou  a 
tel  plan  qu'on  veut  sont  superposables. 

I         SCOLIE. 

'    634.  Telle  propriété  de  deux  flgures  sy^métriques  [&!%)  est 

[plus  ou  moins  aisée  à  démontrer,  suivant  qufe  l'on  considère 

Sa  symétrie  relative  à  un  plan  ou  à  un  centre.  Le  théorème 

précèdent  (631)  permet  de  choisir  le  mode  de  symétrie  qui 

icilite  le  plus  les  raisonnements.  C'est  généralement  la  symé- 

ie  relative  à  un  centre  qui  rend  les  démonstrations  plus 

impies,  parce  qu'en  déplaçant  le  centre  de  symétrie,  on 

l'altère  pas  même  l'orientation  de  la  figure  symétrique  (630). 

Bailleurs,  deux  figures  symétriques  par  rapport  à  un  centre 

M)nstituent,  relativement  à  ce  centre,  deux  figures  homothé- 

tiques  inverses  dont  le  rapport  d'homothétie  ou  de  similitude 

SI  égal  à  —  I.  La  proportionnalité  se  change  donc  ici  en  éga- 

ilé,  sauf  ce  qui  peut  résulter  de  l'inversion,  et  cette  remarque 

«Tmet  d'énoncer  immédiatement,  sans  démonstration,  les 

propositions  suivantes  : 

^35.  [a]  La  figure  symétrique  d'une  ligne  droite  est  une 
'igne  droite. 


I 
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(  6  )  La  distance  de  deux  points  est  égale  à  celle  de  leurs 
symétriques. 

[c]  L'angle  de  deux  droites  est  égal  à  V angle  de  leurs  symé- 
triques. 

[d]  La  figure  symétrique  d'un  plan  est  un  plan. 

[e]  La  figure  symétrique  d'un  polygone  plan  est  un  pofy* 
gone  égal  au  premier. 

(/)  L'angle  de  deux  plans  est  égal  à  l'angle  de  leurs  symé- 
triques. 

(g)  Deux  polyèdres  symétriques  ont  :  i^  leurs  faces  égala 
chacune  à  chacune  [d'après  e]  ;  2®  leurs  angles  dièdres  homo- 
logues égaux  [d'après/];  3®  leurs  angles  polyèdres  homo- 
logues symétriques  [d'après  le  parallélisme  en  sens  contraires 
des  arêtes  homologues  des  deux  polyèdres  (371,  620)]. 

636, 11  importe  de  se  figurer  nettement  la  situation  de  deui 
droites  symétriques  par  rapport  à  un  centre  ou  par  rapport! 
un  plan. 

Soit  AB  [fi g.  369)  une  droite  dont  on  veut  la  droite  symé- 
trique par  rapport  à  un  centre  donné  0'.  Prenons  d'abord  la 

Fig.  369.  Fig.  370. 


0' 


droite  symétrique  de  AB  par  rapport  à  son  milieu  0:1e  point  A 
aura  son  symétrique  en  B  et  le  point  B  son  symétrique  en  A, 
de  sorte  que  la  droite  symétrique  de  AB,  par  rapport  à  son 
milieu  0  pris  pour  centre,  sera  BA.  Pour  passer  ensuite  da 
centre  0  au  centre  0',  il  suffira  (629)  de /aire  décrire,  aux 
points  A  et  B,  des  droites  BA'  et  AB'  parallèles  à  00'  el 
doubles  de  00'.  On  trouve  ainsi,  pour  symétrique  de  AB,  It 
droite  A'B'  parallèle  à  AB,  de  sens  contraire^  et  située  à  k 
même  distance  du  centre  0'  de  symétrie. 

Soit  OA  (fig.  370)  une  droite  dont  on  veut  la  droite  symé- 
trique par  rapport  à  un  plan  P  qu'elle  rencontre  en  0.  En  pre- 
nant d'abord  la  droite  symétrique  de  OA  par  rapportau  point  0, 
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on  trouve  son  prolongement  OA',  et  il  suffit  (631)  de  faire 
tourner  OA'  de  iSo""  autour  de  la  perpendiculaire  OB  au 
pian  P  pour  avoir  la  droite  OA^'  demandée.  On  voit  que  les 
deux  droites  OA  et  OA",  symétriques  par  rapport  au  plan  P, 
sont  également  inclinées  de  part  et  d'autre  de  ce  plan, 
qu'elles  rencontrent  d'ailleurs  au  même  point  0. 

637.  Deux  plans  s^^métriques  par  rapport  à  un  centre  sont 
évidemment  parallèles  et  équidistants  de  ce  centre. 

Deux  plans  symétriques  par  rapport  à  un  plan  sont  égale- 
ment inclinés  de  part  et  d'autre  de  ce  plan,  qu'ils  coupent 
d'ailleurs  suivant  la  même  droite. 

THÉORÈME. 

638.  Deux  polyèdres  symétriques  P  et  P'  sont  équivalents. 

Si  Ton  décompose  le  polyèdre  P  en  tétraèdres,  à  chacun  de 
ces  tétraèdres  répond  un  tétraèdre  symétrique,  et  l'ensemble 
de  ces  tétraèdres  symétriques  forme  le  polyèdre  P'.  Deux 
polyèdres  symétriques  P  et  F  étant  d'après  cela  composés 
d'un  même  nombre  de  tétraèdres  symétriques  deux  à  deux, 
il  suffit  de  démontrer  que  deux  tétraèdres  symétriques  sont 
équivalents. 

Or,  soit  (Jig.  371)  SABC  un  tétraèdre  quelconque.  Formons 


Fig.  371. 


Fig.  372. 


son  symétrique  SA'B'C  par  rapport  au  point  S.  Les  triangles 
ABC,  MB'C  sont  égaux  (635),  et  leurs  plans  sont  équidis- 
Unis  du  point  S  (637).  Par  suite,  les  deux  tétraèdres  SABC, 
SA'B'C,  ayant  des  bases  et  des  hauteurs  égales,  sont  équiva- 
lents. 
La  symétrie  relative  à  un  plan  fournirait  dans  ce  cas  une 
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démonstration  tout  aussi  simple;  car,  comme  la  propriété  dont 
il  s'agit  concerne  la  grandeur  et  non  la  situation,  on  peut 
prendre  à  volonté  le  plan  de  symétrie  (632).  Or,  en  construi- 
sant (/g^.  372)  la  figureS'ABC  syméirique  de  SABC  par  rap- 
ort  au  plan  ABC,  on  voit  que  les  deux  tétraèdres  SABC, 
S'ABC,  ont  même  base  ABC  et  des  hauteurs  égales  SO  et  S'O; 
d*oii  résulte  leur  équivalence. 

SGOLIE. 


Les  deux  prismes  dans  lesquels  un  parallélipipède  est 
décomposé  par  un  pian  diagonal  sont  évidemment  symé- 
riques  par  rapport  au  centre  0  du  parallélipipède  [Jig'  ^7N 
C'est  pourquoi  ils  ont  même  volume  (421),  bien  qu'ils  ne 
soient  pas  en  général  superposables.  On  ne  peut  les  faire 
coïncider  que  lorsqu'ils  sont  droits. 


r 

i 


GÉOHÉTRIE.  375 


CHAPITRE  VI. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  POLYÈDRES. 


I.  —  Des  polyèdres  convexes  quelconques. 

THÉORÈME. 

640.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  le  nombre  des  arêtes  augmenté  de  2 
tst  égal  au  nombre  des  faces  augmenté  de  celui  des  sommets. 

Soient  A  le  nombre  des  arêtes,  F  celui  des  faces  et  S  celui  des  sommets 
do  polyèdre  proposé;  il  faut  démontrer  l'égalité 

(i)  A  -+-  a  =  F  -h  S. 

Considérons  d'abord  une  surface  polyédrale  convexe  ouverte,  terminée 
à  une  ligne  brisée  plane  ou  gauche.  Si  Ton  conserve  les  notations  précé* 
dentés,  les  éléments  analogues  de  cette  surface  satisferont  à  la  relation 

A-+-i  =  F-hS. 

En  effet,  cette  formule  est  vraie  dans  le  cas  d'une  seule  face  ;  car,  pour 
UQ  polygone,  le  nombre  des  arêtes  est  égal  à  celui  des  sommets.  D'après 
nn  mode  de  démonstration  connu,  il  suffit  donc  de  prouver  que,  la  for- 
mule étant  vérifiée  dans  le  cas  de  F  faces,  elle  l'est  encore  dans  le  cas  de 
F  -t- 1  faces. 

Pour  cela,  modifions  la  ligne  brisée  qui  termine  la  surface  polyédrale 
en  ajoutant  à  cette  surface  un  polygone  ayant  m  côtés  et  m  sommets.  Cette 
nouvelle  face  laissant  toujours  la  surface  ouverte,  son  contour  ne  pourra 
coïncider  entièrement  avec  celui  de  la  ligne  terminale  primitive  ;  et,  si  elle 
a  avec  cette  ligne  p  arêtes  communes,  elle  aura  avec  elle  p  -4- 1  sommets 
communs.  En  désignant  par  F',  A',  S',  les  nombres  de  faces,  d'arêtes  et 
de  sommets  de  la  nouvelle  surface  polyédrale,  on  aura  donc 

F'=F-M,    A'=  A-H/Tî— /7,    S'=S-^m  — (/ï-4- i). 
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Ces  valeurs  satisfaisant  encore  à  la  relation  A  + 1  =  F  +  S,  la  généralill 
de  cette  relation  est  établie.  ' 

Cela  posé,  revenons  au  cas  d'un  polyèdre  convexe  et  à  l'égalité  (i).  Pom 
passer  de  ce  polyèdre  à  une  surface  polyédrale  ouverte,  il  suffit  d'ei 
enlever  une  face.  Les  nombres  d'arêtes  et  de  sommets  ne  seront  po^ 
modifiés  et  resteront  A  et  S  ;  mais  le  nombre  des  faces,  diminué  d'oof 
unité,  deviendra  F  —  i.  En  appliquant  la  relation  trouvée  à  ces  valeurs, 
on  aura  donc 

A-f-i  -.(F-i)-hS, 
c'est-à-dire 

A  ^  a  -  F  +-  S. 

I 
Le  remarquable  théorème  exprimé  par  cette  égalité  a  été  découvert  pa^ 
EuLER.  La  démonstration  qui  précède  appartient  à  Caucht. 

COROLLAIRES.  i 

641.  Soient,  dans  le  polyèdre  proposé,  /  le  nombre  des  faces  triangU'^ 
îaires,  q  le  nombre  des  faces  quadrangulaires,  p  celui  des  faces  pentagoi 
nales,  h,  /i',  o,  ...,ceux  des  faces  hexagonales,  heptagonales,  octogo- 
nales, —  Chaque  arête  étant  commune  à  deux  faces,  on  aura  évidemment 

(2)  Y    -.  t  —  q -r-fj-^k-h'-^n-- ....  I 

(3)  2A  =  3/--47  r-5/>» —  6// ^- 7//'  r-8^>»   -    ^ 

Soient  T,  Q,  P,  H,  H',  0, ... ,  les  nombres  d'angles  trièdres,  tétraèdres, 
pentaèdres,  hexaèdres, . . . ,  du  polyèdre  proposé;  chaque  arête  unissant 
deux  sommets,  on  aura  de  même  . 

(4)  S^T-hQ-4-H-+-H'H-0-4-...,  \ 

(5)  a  A  -  3T^4Q-^ ')Ph-6H  f-7H'^-80-^-  .... 

D'après  l'égalité  (3),  /e  nombre  des  faces  dont  le  nombre  des  côtés  est 
impair  (c'est-à-dire  le  nombre  f  -+-/?-+-  /i'  -+-...)  w/  toujours  pair;  d'aprtsj 
l'égalité  (5),  le  nombre  des  angles  polyèdres  ou  des  sommets  dont  le\ 
nombre  des  arêtes  est  impair  (c'est^-dire  le  nombre  T  -^  P  -+-  ll'-4- .  ■) 
est  toujours  pair, 

642.  On  peut  exprimer  F  en  fonction  de  T,  Q,  P,  H,  H',  0,  . . .;  W  suffit^ 
d'éliminer  Set  A  entre  les  relations  (i),  (4)  et  (5).  On  trouve  ^ 

(6)  aF-4-H-T-H2Q-+-3P-h4H-+-5H'-h60-f-  .... 

De  même,  on  peut  exprimer  S  en  fonction  de  /,  7,^,  ^,  h\  0,  ..•;  i' 
suffit  d'éliminer  F  et  A  entre  les  relations  (i),  (2)  et  (3).  On  trouve 

(7)  2S  =  4  -h/  -h  27-+-  3/» -i-  4/i  -^-5//-+-  60 -h 
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SCOLIB. 


I  &i3.  «S/  Pon  conçoit  la  surface  d'un  polyèdre  convexe  décomposé  en 
Rieurs  portions,  chaque  portion  étant  une  face  seule  ou  le  système  de 
iuieurs  faces  voisines  y  le  tliéorème  d'Euler  a  encore  lieu  entre  le  nombre 
ks  portions  dont  il  s'agit,  le  nombre  des  arêtes  qui  servent  de  limites  à 
\t$  mêmes  portions ,  et  le  nombre  des  sommets  compris  entre  ces  arêtes. 

En  effet,  que  les  droites  qui  terminent  chaque  portion  soient  ou  non 
bos  un  même  plan,  les  nombres  considérés  ne  varient  pas.  Or,  dans  la 
remière  hypothèse,  sans  rien  changer  à  ces  mêmes  nombres,  on  pourrait 
inner  un  nouveau  polyèdre  en  substituant  à  chaque  portion  une  face 
bne  terminée  au  môme  contour,  et  le  théorème  d'Euler  serait  applicable 
I  ce  polyèdre. 

Toutes  les  formules  que  nous  venons  d'établir  subsistent  dans  ce  cas  ; 
tottlement,  t  est  alors  le  nombre  des  portions  de  la  surface  terminées  par 
B contour  triangulaire,  q,p,"<y  les  nombres  des  portions  dont  le  con- 
BUT  est  quadrangulaire,  pentagonal,  etc. 

THÉORÈME. 

6ii.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  le  nombre  des  faces  triangulaires 
ngmenté  de  celui  des  angles  trièdres,  est  au  moins  égal  à  huit. 

En  effet,  si  dans  la  relation  (i),  qu'on  peut  écrire 
i 
;  4F4-4S=  4A-f-8, 

■1  remplace  F  par  la  valeur  (2),  6  par  la  valeur  (4),  et  4 A  par  la  somme 
les  valeurs  (3)  et  (5),  on  trouve 

h^  T  =  8  -h  (;?  -h  P)  -H  2(7/  -f-  H)  -+-  3  (/*'  ^-  H')  -h  4  («  4-  0)  h-  . . . . 

D'après  cela,  //  n^ existe  aucun  polyèdre  convexe  qui  ne  renferme  ni 
are  triangulaire^  ni  angle  trièdre. 

THÉORÈME. 

645.  i**  //  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  faces  aient 
^  de  cinq  côtés;  2*  il  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  tous  les 
Villes  polyèdres  aient  plus  de  cinq  arêtes, 

Eo  effet  : 

1'  Si  dans  l'inégalité  2A  >  3S,  qui  résulte  de  la  comparaison  des  rela- 
yas (4)  et  (5),  on  remplace  A  et  S  par  les  valeurs  (3)  et  (7),  on  trouve 
b  formule 

3f -h  27  -H/7  >  12  -h(//-h  20  -4-  .  .  .), 

qui  prouve  que  /,  q  et  pue  peuvent  être  nuls  à  la  fois. 
^*  Si  dans  l'inégalité  2A>3F,  qui  résulte  de  la  comparaison  des 
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relations  (2)  et  (3),  on  remplace  Â  et  F  par  les  valeurs  (5)  et  (6),  9 
trouve  la  formule 

3T -H  2Q -h  P  >  i2  4-(H'h- 2O -h  . . .), 

qui  prouve  que  T,  Q  et  P  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois. 

SGOLIE. 

646.  La  symétrie  de  la  formule  d'Ëuler  par  rapport  aux  nombres  F  et| 
et  la  similitude  des  équations  (2)  et  (4),  (3)  et  (5),  imposent  auxreli 
tions  qu'on  peut  en  déduire  une  corrélation  remarquable. 

THÉORÈME. 

647.  //  ne  peut  exister  que  cinq  espèces  de  polyèdres  convexes  dm 
toutes  les  faces  aient  la  même  nombre  n  de  côtés  et  dont  tous  les  an^ 
polyèdres  aient  le  même  nombre  m  d^ arêtes.  ' 

En  effet,  chaque  arête  appartenant  à  deux  faces  et  joignant  den 
sommets,  on  a 

2A  =  /iF  =  /mS.  , 

L'élimination  de  A  et  de  S  entre  ces  équations  et  la  formule  d'Euk 
donne 

F  =  — — ^^— — . 

i(m  -H  n)  —  mn 

Pour  «  =  3,  cette  relation  devient 

» 

^  ■-  6~-^' 

et  Ton  ne  peut  donner  alors  à  m  que  les  valeurs  3,  4  et  5,  auxque^ 
répondent  respectivement  les  valeurs  F  =  4,  F  =  8,  F  =  ao.  , 

Pour  /?  =  4  ou  /2  =  5,  on  a 

„         im  _,  4w 

F  = ou     F  = 


4  —  m  10  —  3  m 

On  ne  peut  donner  dans  les  deux  cas  à  m  que  la  valeur  3,  et  il  en  résoM 
F  =  6ouF  =  i2. 
Pour  /i  =  6,  on  a 

K-     '^ 
3  —  m 

et  Ton  ne  peut  donner  à  m  aucune  valeur.  Il  en  est  de  même  a  fortiet 

pour /i  >  6;  ce  résultat  était  d'avance  indiqué  par  le  théorème  du  n'*645 

Il  n'y  a  donc  que  cinq  espèces  de  polyèdres  convexes  dont  toutes  la 

faces  aient  le  même  nombre  de  côtés  et  tous  les  angles  polyèdres  le  m^ 
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nombre  d^arêtes  :  ce  sont  le  tétraèdre,  Toctaèdre  et  Ticosaèdre  à  faces 
triangles  ;  Thexaèdre  à  faces  quadrilatères  ;  le  dodécaèdre  à  faces  pen- 
tagones. 

THÉORÈME. 

648.  V angle  droit  étant  pris  pour  unité,  la  somme  des  angles  de  toutes 
les  faces  d'un  polyèdre  convexe  est  égale  à  quatre  fois  le  nombre  des 
sommets  diminué  de  11. 

L'angle  droit  étant  Tunité  d'angle,  on  sait  que,  pour  une  face  quelconque 
de  n  côtés,  la  somme  des  angles  est  2/2  —  4.  En  désignant  par  n,  n\ 
/?',  . . . ,  les  nombres  de  côtés  des  différentes  faces,  on  aura  donc  pour 
toutes  les  faces 

{in  —  4)  -+-{2//  —  4)-h  (2//"-  4)  -.- 

Cette  suite  contiendra  d'ailleurs  F  termes.  La  somme  cherchée  a  donc 
pour  expression 

2(//-+-  n'-^n"-^  ...)  —  4F. 

Chaque  côté  appartenant  à  deux  faces,  la  parenthèse  est  égale  à  2  A,  et 
l'on  obtient  la  formule 

4(A  — F)    ou    4(S  — 2), 
diaprés  le  théorème  d'Euler. 

SGOLIE. 

649.  On  démontre  que  deux  polyèdres  convexes,  compris  sous  un  même 
nombre  de  faces  égales,  sont  égaux  ou  symétriques,  suivant  que  les  faces 
égales  sont  ou  non  semblablement  placées. 

On  démontre  de  môme  que  deux  polyèdres  convexes,  compris  sous  un 
même  nombre  de  faces  semblables,  sont  semblables  ou  que  le  second  est 
semblable  à  un  troisième  polyèdre  symétrique  du  premier,  suivant  que 
les  faces  semblables  sont  ou  non  semblablement  placées. 

Nous  renverrons,  pour  le  développement  de  ces  propositions,  au  Traité 
de  Géométrie  par  Eugène  Bouché  et  Ch.  de  Comberousse,  et  nous  ter- 
minerons ce  paragraphe  par  la  résolution  du  problème  suivant,  d'après 
Legendrb. 

PROBLÈME. 

630.  Cliercher  le  nombre  de  conditions  nécessaires  pour  déterminer  un 
fyolyèdre  convexe, 

i"*  Le  polyèdre  est  d'une  nature  déterminée,  c'est-à-dire  que  Ton  connaît 
pour  ce  polyèdre  les  nombres  A,  F,  S,  /,  y,  /?,  A,  A', . . .. 

Prenons  pour  base  une  des  faces  du  polyèdre.  Si  elle  a  n  côtés,  il  faut 
2/2  —  3  conditions  pour  la  déterminer.  Il  y  a  hors  de  cette  base  S  ■—  /i 
sommets.  Pour  déterminer  un  point  dans  l'espace,  il  faut  trois  conditions. 
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On  aurait  donc  en  tout  a/z  —  3-h3(S  —  «jouSS  —  //  —  3  conditions. 
Mais  les  sommets  qui  répondent  à  une  même  face  sont  dans  un  .même 
plan,  et  trois  points  suffisent  pour  déterminer  un  plan.  Par  conséquent, 
pour  tous  les  sommets  d'une  môme  face,  en  sus  des  trois  premiers,  il  ne 
faut  réellement  que  deux  conditions.  On  doit  donc  diminuer  3  (S  —  /z)  de 
la  somme  (  «'—  3)  -+-  («"  —  3)  -t-  [n'"  —-3)  -h  ... ,  en  désignant  par  »', 
«',  «'", . . . ,  les  nombres  de  côtés  des  F  — •  i  faces  qui  restent  en  dehors 
de  la  base  choisie.  Le  nombre  de  conditions  demandé  est  donc  finalement 

3(F  ^-  S  -  a)- («  -+-  /i'-4-  n"^  n'" -i-  . . .); 

mais  (640,  641) 

n  -t-  /i'  -h  n"  -h  /^"'  -t-  . . .  ~  2  A    et    S  -t-  F  —  a  =  A. 

Le  nombre  cherché  se  réduit  donc  à  A.  Ainsi,  le  nombre  fies  données 
nécessaires  pour  déterminer  un  polyèdre^  dans  les  conditions  indiquées, 
est  égal  au  nombre  de  ses  arêtes» 

«  Remarquez  cependant  que  les  données  dont  il  s'agit  ne  doivent  pas 
»  être  prises  au  hasard  parmi  les  lignes  et  les  angles  qui  constituent  les 
)>  éléments  du  polyèdre  ;  car,  quoiqu'on  eût  autant  d'équations  que  d'in- 
»  connues,  il  pourrait  se  faire  que  certaines  relations  entre  les  quantités 
)i  connues  rendissent  le  problème  indéterminé.  Ainsi,  il  semblerait,  d'après 
»  le  théorème  qu'on  vient  de  trouver,  que  la  connaissance  des  arêtes 
»  seules  suffit  en  général  pour  déterminer  un  polyèdre  ;  mais  il  y  a  des 
»  cas  où  cette  connaissance  n'est  pas  suffisante.  Par  exemple,  étant  donné 
n  un  prisme  non  triangulaire  quelconque,  on  pourra  former  une  infinité 
»  d'autres  prismes  qui  auront  des  arêtes  égales  et  placées  de  la  même  ma- 
')  nière.  Car,  dès  que  la  base  a  plus  de  trois  côtés,  on  peut,  en  conser- 
»  vaut  les  côtés,  changer  les  angles  et  donner  ainsi  à  cette  base  une  infi- 
»  nité  de  formes  différentes  ;  on  peut  aussi  changer  la  position  de  l'arèle 
»  longitudinale  du  prisme  par  rapport  au  plan  de  la  base;  enfin,  on  peut 
»  combiner  ces  deux  changements  l'un  avec  l'autre,  et  il  en  résultera 
»  toujours  un  prisme  dont  les  arêtes  ou  côtés  n'auront  pas  change.  D'où 
»  l'on  voit  que  les  arêtes  seules  ne  suffisent  pas  dans  ce  cas  pour  déter- 
*>  miner  le  polyèdre.  Les  données  qu'il  convient  de  prendre  sont  celles 
u  qui  ne  laissent  aucune  indétermination  (  *  ).  » 

2°  La  nature  du  polyèdre  n'est  pas  déterminée,  et  l'on  connaît  seule- 
ment le  nombre  de  ses  sommets. 

Prenons  trois  de  ces  sommets  à  volonté,  on  construisant  un  triangle  où 
il  entre  trois  des  éléments  donnés.  Si  l'on  considère  ce  triangle  comme 
base,  il  y  a  S  —  3  sommets  hors  de  cette  base,  et  la  détermination  de 
chacun  d'eux  exige  trois  conditions.  Le  nombre  cherché  est  donc  ici 
3h-3(S-3)  ou  3S  — 6. 


(*)  LEGE.NDRE,  Éléments  de  Géométrie,  i4'  édition.  Note  Vlll. 


r 
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SC0L1£. 

k651.  Si  un  côté  et  A  — i  angles  déterminent  un  polyèdre  de  nature 
Muée,  un  autre  côté  pris  à  volonté  et  les  mêmes  angles  déterminent  un 
llyèdre  semblable  au  premier.  Donc,  pour  que  deux  polyèdres  de  même 
fture  soient  semblables,  il  faut  A  —  i  conditions. 
^  les  deux  polyèdres  ne  sont  pas  de  nature  déterminée,  et  s'ils  ont 
ileroent  le  même  nombre  S  d'angles  polyèdres,  il  fout  3S  —  7  condi- 
is  pour  qu^ils  soient  semblables. 

II.  —  Des  polyèdres  réguliers  convexes. 

I  ^T)±.  Un  polyèdre  régulier  est  un  polyèdre  dont  toutes  les  faces  sont 
|bs  polygones  réguliers  égaux  et  dont  tous  les  angles  polyèdres  sont 
kaux  entre  eux. 

L  THÉORÈME. 

653.  Une  peut  exister  que  cinq  polyèdres  réguliers  convexes . 

Celle  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  du  n"*  617.  On 
ml  d'ailleurs  la  démontrer  directement  en  quelques  mots, 
la  somme  des  faces  d'un  angle  polyèdre  convexe  devant  être  inférieure 
qaatre  angles  droits  (374),  si  les  faces  sont  des  triangles  équilatéraux, 
ine  peut  assembler  autour  d'un  même  point,  pour  former  un  angle 
llyèdre,  que  trois  ou  quatre  ou  cinq  de  ces  triangles.  On  construit 
Dsi  :  le  tétraèdre  régulier,  compris  sous  quatre  triangles  équilatéraux  ; 
Ktaèdrc  régulier,  compris  sous  huit  triangles  équilatéraux;  Vicosaèdre 
igulier,  compris  sous  vingt  triangles  équilatéraux.  Au  delà,  six  triangles 
piilatéraux  assemblés  autour  d'un  même  point  donnent  six  angles  plans 
onl  la  somme  est  égale  à  quatre  angles  droits  ;  il  n'y  a  plus  d'angle 
Dlyëdre  :  les  six  triangles  se  trouvent  développés  dans  un  même  plan. 

On  ne  peut  employer  les  carrés  et  les  pentagones  réguliers  qu'en  les- 
Kemblant  par  trois,  puisque  l'angle  d'un  carré  est  droit  et  que  celui  d'un 
enlagone  régulier  est  égal  à  J  d'angle  droit.  On  a  ainsi  Vhexaèdre  régn- 
er ou  cube,  compris  sous  six  carrés  égaux,  et  le  dodécaèdre  régulier, 
»mpris  sous  douze  pentagones  réguliers. 

Aucun  autre  polyèdre  régulier  convexe  n'est  possible,  puisque,  l'angle 
l'un  hexagone  régulier  étant  égal  à  y  d'angle  droit,  trois  angles  d'hexa- 
Ç)ne  régulier  font  en  somme  quatre  angles  droits. 

Nous  prouverons  l'existence  des  cinq  polyèdres  réguliers  énoncés,  en 
noDlraDl  comment  on  peut  effectuer  leur  construction. 

PROBLÈME. 

6o4.  Construire  un  polyèdre  régulier ^  connaissant  son  arête. 

b  construction  du  tétraèdre  régulier  (fig.  378)  et  celle  du  cube 
[fi^'^l^]  ne  peuvent  offrir  aucune  difficulté,  d'après  ce  qui  a  été  dit  aux 
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n""  398  et  465.  Nous  ne  nous  occuperons  donc  que  de  l'oclaèdre,  du  de 
caèdre  et  de  l'icosaèdre. 


Fi(î.  3-3. 


Fig.  374. 


Octaèdre  régulier. 

Prenons  (fig.  375  )  un  carré  ABCD  de  côté  a.  Élevons  en  son  centrt 
une  perpendiculaire  indéfinie,  et  portons  de  part  et  d'autre  du  point  0,  s 

Fig.  375. 


\ 


Ky^ 


cette  perpendiculaire,  une  longueur  égale  au  rayon  du  carré  ABCB,  c'esl 

à-dire  à  — 7-— •  En  joignant  les  points  S  et  S'  ainsi  obtenus  auxsomiDet 

A,  B,  C,  D,  on  forme  un  octaèdre  régulier  SABCDS'.  En  effet,  les  h» 
arêtes  SA,  SB, . . .,  S'D,  sont  égales  entre  elles  et  à 


Les  huit  faces  du  polyèdre  construit  sont  donc  des  triangles  équilatéraui 
égaux.  De  plus,  les  six  angles  polyèdres  sont  égaux  entre  eux;  caries 
angles  S  et  B,  par  exemple,  sont  les  angles  au  sommet  de  deux  pyramides 
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quadrangulaires  régulières  SABCD,  BASCS',  évidemment  superposables 
comme  ayant  même  base  et  môme  hauteur. 

Oi  peut  résumer  la  construction  de  Toctaèdre  régulier  en  remarquant 
que  trois  droites  égales  et  perpendiculaires  entre  elles  en  leur  milieu, 
telles  que  AC,  BD,  SS',  ont  pour  extrémités  les  six  sommets  d'un  pareil 
polyèdre. 

Dodécaèdre  régulier. 

Soit  (Jîg,  376)  un  pentagone  régulier  ABCDE  de  côté  a.  Prenons  d'autres 
pentagones  réguliers  de  côté  a.  Avec  deux  de  (ies  pentagones  joints  au 
pentagone  ABCDE,  formons  en  A  un  angle  trièdre  qui,  ayant  ses  faces 
égales,  aura  aussi  ses  angles  dièdres  égaux.  Les  trois  côtés  BA,  BG,  BH, 
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déterminent  alors  un  angle  trièdre  B,  égal  à  l'angle  trièdre  A,  comme 
ayant  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  entre  elles  et 
chacune  à  chacune.  On  peut  donc  former  à  tous  les  sommets  du  penta- 
gone ABCDE  des  angles  trièdres  égaux  à  A,  en  employant  des  pentagones 
réguliers  égaux  à  ce  pentagone  et  disposés  comme  l'indique  la  figure.  Le 
pentagone  ABCDE  est  commun  à  tous  les  angles  trièdres  :  le  deuxième,  le 
troisième  et  le  quatrième  trièdre  nécessitent  l'addition  d'un  nouveau  pen- 
tagone ;  le  dernier  angle  trièdre  en  E  se  trouve  tout  construit. 

On  obtient  ainsi  un  assemblage  de  six  pentagones  réguliers  égaux  et 
également  inclinés.  Cet  assemblage  constitue  une  surface  polyédrale 
ouverte,  moitié  du  dodécaèdre,  et  les  sommets  du  décagone  gauche  (>  ) 


(  '  )  Ce  décagone  est  gauche;  car  si  les  quatre  points  R,  F,  G,  H,  étaient  dans 
un  même  plan,  ce  pian  contenant  aussi  le  point  A,  il  n'y  aurait  plus  d'angle 
trièdre  en  A. 
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FGHIKLMNPR  qui  la  termine,  correspondent  successivement  à  k/i  et  à  deux 
pentagones.  D'ailleurs,  les  angles  de  ce  décagone  sont  égaux  entre  eux; 
en  effet,  les  deux  angles  trièdres  en  A  et  en  F  sont  égaux,  comme  ayant 
un  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  entre  elles  et  chacune  à 
chacune.  L'angle  RFG  est  donc  égal  à  l'angle  EAB  et,  par  suite,  à  Tangle 
FGH.  On  peut  alors  faire  tourner  le  polygone  FGHIKLIVINPR  sur  lui-même, 
en  faisant  passer  le  sommet  F  en  G,  le  sommet  G  en  H,  etc.,  sans  qu'il 
cesse  de  coïncider  avec  sa  première  position. 

Si  Ton  construit  de  la  même  manière  la  seconde  moitié  du  dodécaèdre 
et  si  on  la  retourne  pour  l'opposer  à  la  première  moitié,  on  pourra, 
d'après  cela,  rapprocher  les  deux  calottes  polyédrales  et  appliquer  l'un 
sur  l'autre  les  décagones  qui  les  terminent,  en  établissant  la  coïncidence 
des  sommets  du  premier,  où  il  n'y  a  qu*tt«  pentagone,  et  des  sommets  du 
second,  qui  en  réunissent  deux.  Comme  les  plans  de  ces  pentagones  ont 
déjà  entre  eux  l'inclinaison  nécessaire  pour  composer  un  angle  trièdre 
égal  à  l'angle  A,  l'ensemble  obtenu  sera  bien  un  dodécaèdre  régulier 
compris  sous  douze  pentagones  réguliers  égaux  formant  vingt  angles 
trièdres  égaux. 

Icosaèdre  régulier. 

Prenons  [fg.  877)  un  pentagone  régulier  ABCDE  de  côté  a.  Élevons  en 
son  centre  0  une  perpendiculaire,  et,  dans  le  plan  déterminé  par  le 
rayon  OA  et  cette  perpendiculaire,  décrivons  du  point  A  comme  centre, 
avec  a  pour  rayon,  un  arc  de  cercle  qui  coupera  la  perpendiculaire  au 

point  S;  car  n  est  plus  grand  que Ok^ai/ 1— AL.   Les  arêtes  SA , 

SB, ... ,  SE,  seront  égales  entre  elles  et  à  a.  Par  suite,  la  surface  latérale 
de  la  pyramide  pentagonale  SABCDE  sera  formée  de  cinq  triangles  équi- 
latéraux  égaux  entre  eux  et  également  inclinés,  puisque  les  angles  trièdres 
isocèles  en  A,  B, . . . ,  E,  sont  égaux  entre  eux,  comme  ayant  leurs  trois 
faces  égales  chacune  à  chacune. 

Cela  posé,  en  chacun  des  sommets  A  et  B  du  triangle  SAB,  plaçons 
(comme  l'indique  la  seconde  figure)  le  sommet  d'une  pyramide  identique 
à  la  première  SABCDE,  de  manière  que  les  deux  nouvelles  pyramides 
ABSEFG,  BASCHG,  aient  respectivement  avec  la  première  les  faces  com- 
munes ASB  et  AS£,  BAS  et  BSC,  et  entre  elles  les  faces  communes  ASB 
et  ABG.  Nous  aurons  ainsi  un  assemblage  de  dix  triangles  équilatéraux 
égaux  et  également  inclinés. 

Cet  assemblage  forme  une  surface  polyédrale  ouverte,  moitié  de  l'ico- 
saèdre,  et  les  sommets  de  VheiagouQ gauche  (*)  CDEFGH  qui  la  termine, 


(*)  Le  contour  CDEFGH  est  gauche;  car,  si  les  quatre  points  G,  D,  E,  F,  étaient 
dans  un  même  plan,  les  deux  pentagones  ABCDE,  BSEFG,  qui  ont  déjà  daos 
le  plan  CDE  les  sommets  B  et  E  communs,  seraient  tous  deux  dans  ce  même 
plan,  qui  contiendrait  le  point  A  en  même  temps  que  les  points  B,  E,  F;  ce 
qui  est  impossible,  d'après  ce  qui  précède. 
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réunissent  successivement  dciix  et  trois  triangles.  D'ailleurs,  les  angles 
de  cet  hexagone  sont  égaux  :  l'angle  DEF,  par  exemple,  est  égal  à  l'angle 
EFG,  car  tous  deux  sont  évidemment  égaux  à  l'angle  EAG.  On  peut  donc 
faire  tourner  le  polygone  CDEFGH  sur  lui-même,  en  faisant  passer  le 

Fig.  3-7. 


sommet  C  en  H,  le  sommet  H  en  G,  etc.,  sans  qu'il  cesse  de  coïncider 
avec  sa  première  position. 

Si  l'on  construit  de  la  même  manière  la  seconde  moitié  de  l'icosaèdre 
et  si  on  la  retourne  pour  l'opposer  à  la  première  moitié,  on  pourra  donc 
rapprocher  les  deux  calottes  polyédrales  et  appliquer  l'un  sur  Tautre  les 
hexagones  qui  les  limitent,  en  faisant  correspondre  les  sommets  de  Tud, 
qui  réunissent  trois  triangles,  aux  sommets  de  l'autre,  qui  en  réunissent 
deux.  Comme  les  plans  de  ces  triangles  ont  déjà  entre  eux  Tinclinaison 
nécessaire  pour  constituer  alors  en  chaque  sommet  un  angle  polyèdre 
égal  à  l'angle  S,  l'ensemble  obtenu  sera  bien  un  icosaèdre  régulier  compris 
soas  vingt  triangles  équilatéraux  égaux,  formant  douze  angles  pentaèdres 
égaux. 

D^C— Cours.  II.  a5 
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/?F  «F 

655.  En  ayant  recours  aux  formules  S  =  —  et  A  =  —  du  n"*  647,  < 

forme  facilement  le  Tableau  suivant,  qui  renferme  les  nombres  des  â 
ments  des  cinq  polyèdres  réguliers  convexes,  dont  nous  connaissons  li 
nombres  de  faces  : 


Tétraèdre  régulier.. 
Hexaèdre  régulier. . 
Octaèdre  régulier. . . 
Dodécaèdre  régulier 
Icosaèdre  régulier . . 


F 

N 

S 

m 

4 

3 

4 

3 

6 

4 

8 

3 

8 

3 

6 

4 

12 

5 

20 

3 

20 

3 

la 

5 

6 

13 
12 

3o 
3o 


Le  nombre  des  faces  de  l'hexaèdre  et  le  nombre  de  côtés  de  ses  heà 
sont  respectivement  égaux  au  nombre  des  sommets  de  T  octaèdre  et  a 
nombre  d'arêtes  de  ses  angles  polyèdres.  Il  en  est  de  même  réciproque! 
ment  pour  Foctaèdre  comparé  à  Thexaèdre;  le  nombre  d'arêtes  reste  U 
même  de  part  et  d'autre.  Les  mêmes  conditions  sont  remplies  par  ^ 
dodécaèdre  et  l'icosaèdre.  On  peut  donc  regarder  les  polyèdres  réguM 
convexes  comme  conjugués  deux  à  deux  ;  car  le  tétraèdre  régulier,  iyM 
autant  de  faces  que  de  sommets,  est  conjugué  à  lui-même. 

THÉORÈME. 

656.  Tout  polyèdre  régulier  convexe  est  inscriptible  et  circonscriptM 
à  la  sphère. 

Fig.  378. 


Soient  [fig.  378), dans  le  polyèdre  régulier  considéré,  deux  faces  adja 
centes  ÂBGDË,  ÂBC'D'E',  dont  0  et  0'  sont  les  centres. 

Les  perpendiculaires  OK  et  O'K  au  côté  commun  AB  se  couperool  ei 
un  même  point  K;  les  perpendiculaires  OS  et  O'S  aux  deux  faces  ABCDB 
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AfiC'D'F,  lieux  respectifs  des  points  à  égale  distance  de  leurs  sommets, 
SB  couperont  en  un  point  S,  car  elles  sont  situées  dans  le  planOKO',  per- 
^diculaire  à  AB  au  point  K.  Les  deux  triangles  rectangles  KOS,  RO'S, 
jKront  d'ailleurs  égaux  entre  eux,  .puisqu'ils  ont  Thypoténuse  KS  com- 
Éane  et  le  côté  KO  égal  au  côté  KO'  comme  apothèmes  de  deux  polygones 
iéguliers  égaux.  L'angle  OKO'  mesurant  Tinclinaison  constante  de  deux 
kes  adjacentes  du  polyèdre^  Tangle  OKS,  égal  à  l'angle  O'KS,  sera  la 
loitié  de  cette  inclinaison,  et  le  triangle  KOS  sera,  par  suite,  constant 
OttT  toutes  les  faces. 

Si  l'on  considère  une  troisième  face  O'',  contiguë  à  la  face  ÂBCDE  par 
i  côté  CD,  dont  le  milieu  estL,  la  perpendiculaire  élevée  à  cette  face  par 
IDD  centre  0'  coupera  donc  la  droite  OS  au  point  S,  de  manière  que  le 
kiangle  LCS  soit  identique  au  triangle  KOS  ou  à  son  égal  OLS. 
En  continuant  de  proche  en  proche,  on  voit  que  les  perpendiculaires 
levées  aux  différentes  faces  du  polyèdre  par  leurs  centres  se  coupent 
Rituellement  en  un  môme  point  S,  situé  à  la  môme  distance  de  toutes  les 
nés  et  à  la  même  distance  de  tous  les  sommets. 
[  Il  en  résulte  que  la  sphère  de  centre  S  et  de  rayon  SA  passe  par  tous 
I  sommets  du  polyèdre  régulier  ou  lui  est  circonscrite;  la  sphère  de 
ime  centre  S  et  de  rayon  SO  est  tangente  à  toutes  les  faces  du  polyèdre 
I leurs  centres  ou  lui  est  inscrite. 

Le  point  S  est  le  centre  du  polyèdre  régulier;  SA  est  son  rayon  ^  SO 
m  apothème* 

)       COROLLAIRES. 

657.  Si  l'on  décompose  un  polyèdre  régulier  en  pyramides  en  prenant 
|our  centre  de  décomposition  le  centre  môme  du  polyèdre,  les  pyramides 
iébtenuessont  régulières  :  tout  polyèdre  régulier  peut  donc  être  partagé 
pi  autant  de  pyramides  régulières  qu*il  a  de  faces. 
[  Les  faces  latérales  de  ces  pyramides,  étant  prolongées,  décomposent 
iridemment  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite  en  autant  de  polygones 
pphériques  réguliers  égaux  que  le  polyèdre  considéré  a  de  faces. 

^Le  volume  d'un  polyèdre  régulier  a  pour  mesure  le  produit  de  son  aire 
r  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite  (466). 
i  Deux  polyèdres  réguliers  de  même  ordre  étant  nécessairement  sem- 
ttoles,  le  rapport  des  côtés,  des  aires  ou  des  volumes  de  ces  polyèdres 
M  aussi  celui  fies  rayons,  des  carres  ou  des  cubes  des  rayons  des  sphères 

écrites  ou  circonscrites. 

\ 

[    658.  Les  centres  des  faces  d'un  polyèdre  régidier  sont  les  sommets  d'un 
^talre  polyèdre  régulier  conjugué  du  premier  [fig.  379). 

:  Soient  A  l'un  des  sommets  du  polyèdre  donné  et  S  le  centre  commun 
d«  sphères  inscrite  et  circonscrite  à  ce  polyèdre.  Désignons  par  0,  0', 

jO*, ...,  les  centres  des  faces  réunies  autour  du  point  A.  Ces  points, 
^l  élément  distants  des  points  S  et  A,  sont  situés  dans  un  même 
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plan  perpendiculaire  à  SA  en  un  point  qui  est  le  centre  du  cercle  circoo 

scrit  au  polygone  OO'O" De  plus,  L  étant  le  milieu  du  côté  ÂB,  1 

triangle  OLO'  est  constant,  et  le  polygone  inscrit  OO'O'  . . .  ayant  m 


côtés  égaux,  est  régulier.  Le  polyèdre  formé  en  joignant  les  centres  du 
faces  du  polyèdre  proposé  a  donc  déjà  pour  faces  des  polygones  régoliei 
égaux,  et  le  nombre  de  ces  polygones  est  égal  à  celui  des  sommets i 
polyèdre  donné.  Il  reste  seulement  à  prouver  que  ces  polygones  soi 
également  inclinés.  Or,  si  l'on  considère  les  deux  faces  du  nouven 
polyèdre  qui  s'appuient  sur  le  côté  00',  Tangle  dièdre  qu'elles  compreDDe^ 
est  le  supplément  de  l'angle  constant  ÂSB  des  deux  perpendiculaires  S 
et  SB  à  ces  deux  faces. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  évidente. 

On  voit  qu'en  appliquant  la  conslruction  indiquée  sous  l'une  ou  soi 
l'autre  forme,  le  tétraèdre  régulier  conduit  à  un  nouveau  tétraèdre 
l'hexaèdre  régulier  à  un  octaèdre  régulier,  et,  réciproquement,  le  dodil 
caèdre  régulier  à  un  icosaèdre  régulier,  et  réciproquement  :  ce  qui  ja> 
tifie  la  dénomination  de  conjugués  donnée  à  ces  polyèdres  (655). 


PROBLÈME. 

639.  Un  polyèdre  régulier  convexe  étant  donné,  trouver  : 
naison  de  deux  faces  adjacentes;  2°  les  rayons  des  sphères 
circonscrite  (*). 

1°  Soient  (fig.  38o)  S  le  centre  de  la  sphère  inscrite  ou  circonscril 
AB  le  côté  commun  aux  deux  faces  adjacentes  dont  les  centres  sont  0 
0',  L  son  milieu  :  l'angle  OLO'  mesure  l'inclinaison  cherchée  I 

AB  étant  perpendiculaire  au  plan  OLO',  les  plans  OLO'  et  ASB  sd 


inscrite  À 


(^)  La  résolution  de  cette  question  exige  la  connaissance  de  formules  i 
Trigonométrie  sphériqucy  qu'on  trouvera  démontrées  plus  loin  dans  C6  mêil 
volume.  Mais  nous  avons  cru  devoir,  à  cause  des  résultats  nnmériqnes^ 
ce  problème  fournit  et  qui  complètent  la  théorie  des  polyèdres  régulierst 
maintenir  à  cette  place. 
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|KrpendicuIaires«  Par  suite,  si  du  point  S  comme  centre  nous  décrivons 
me  sphère,  sa  rencontre  avec  Tangle  trièdre  SAOL  déterminera  un 
Inangle  sphérique  aol^  rectangle  en  /. 


Soient,  dans  le  polyèdre  considéré,  n  le  nombre  de  côtés  de  chaque 
Uy  m  le  nombre  d'arêtes  de  chaque  angle  polyèdre.  On  aura  évidem- 

mt 

angleflo/  =  angle  AOL  =  —  =  - 
angle  o€//  =  angleOAL  =  —  =  —  • 


L 


triangle  sphérique  rectangle  aol  donne  d'ailleurs 
cos  o€d  =  cos  0/ .  sin  aol. 


cosol  —  cosOSL  =  sinOLS  =  sin  -I. 

2 


a  donc  la  formule  générale 


TT 

cos- 
.    I ,            m 
sm  - 1  = • 

2  .   « 

sm- 

/i 

I 

I  £q  l'appliquant  aux  différents  polyèdres  réguliers  convexes,  on  trouve 
vur  rincllnaison  I  les  valeurs  suivantes  : 

Tétraèdre  régulier 70*'3i'43*,6 

Hexaèdre  régulier 90** 

Octaèdre  régulier io9°28'i6%4 

Dodécaèdre  régulier 1 16"  35'  54", 2 

Icosaèdre  régulier 1 38°  i  r22* ,  75 

Les  valeurs  indiquées  sont  exactes  pour  l'hexaèdre  et  Ticosaèdre, 
approchées  pour  les  trois  autres  polyèdres.  Les  inclinaisons  des  faces  du 
lèlraèdre  et  de  Toctaèdre  régulier  sont  supplémentaires  Tune  de  Tautre. 


i 
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%^  Soient  a  le  côté  du  polygone  donné,  r  son  apothème,  R  son  rayon. 
Le  triangle  OLA  donne 

0L=3  ALcotAOL  =  iacot-. 
2  n 

Le  triangle  rectangle  SOL  donne  à  son  tour 

SO  =  OLtangOLS, 
c'est-à-dire 

(1)  r  = -/7C0t- tane-î. 

Le  triangle  sphérique  aoi  donne  enfin 

cosoâr  =  coiaol.coioai. 
Or 

SO 
cosoa  =  cosOSÂ  =  ^-r  ' 

bA 

On  a  donc 

jrr:  =  tangéïo/.langofl/ 

OU 

R  .  7:^  TT 

-  =  tang-  tang—  • 
On  en  déduit 

(2)  R  = -fl  tang— tang- ï. 

En  appliquant  les  formules  (i)  et  (2)  aux  différents  polyèdres  réguliers 
convexes,  on  obtient  les  valeurs  suivantes  : 

Tétraèdre  régulier r=-^,  R  =  ^. 

^12  4 

Hexaèdre  régulier r=-^  R  =  -  A^- . 

2'  2 

Octaèdre  régulier r  =  ^^ ,  R  =  — ^• 

0  2 

Dodécaèdre  régulier r  =  f  i/i^HÏÏ^,  R^^Iv^Jt»^- 

°  2  V         10  4 

Isocaèdre  régulier r  =  — î— -^ ^--^ ,       R  =  -  i / î^» 

^  12  2  V       2 

SGOLIE. 

660.  Pour  deux  polyèdres  conjugués,  les  nombres  net  m  ne  faisant  que 
s'échanger  (655),  le  rapport  -  demeure  constant.  Donc,  si  R  est  le  même 


I 
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ponr  ces  deux  polyèdres,  r  est  aussi  le  môme.  En  d'autres  termes,  si  les 
deux  polyèdres  conjugués  sont  inscrits  à  une  môme  sphère,  ils  sont  aussi 
circonscrits  à  une  même  sphère,  et  réciproquement. 

661.  Il  nous  resterait  à  parler  des  polyèdres  réguliers  d'espèce  supé- 
rieure, c'esl-à-dire  ÙQ^  polyèdres  réguliers  étoiles  découverts  par  Poinsot; 
mais  nous  renverrons  sur  ce  sujet  au  Traité  de  Géométrie  par  Eugène 
Rouché  et  Ch.  de  Comberousse,  où  il  est  présenté  avec  tous  les  dévelop- 
pements désirables,  et  où  les  auteurs  ont  généralisé  la  formule  d'Euler 
et  donné  pour  la  première  fois  la  représentation  graphique  des  nouveaux 
polyèdres. 


LIVRE  CINQUIÈME. 

ÉTUDE   GÉOMÉTRIQUE   DE   QUELQUES   COURBES 
USUELLES. 


I.  —  Propriétés  fondamentales  de  Tellipse. 

62.  L'ellipse  est  une  courbe  plane  telle,  que  la  somme 

ies  distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  de 

ion  plan  est  égale  à  une  longueur  constante.  Ainsi  [Jig.  38i), 

les  deux  points  fixes  étant  F  et  F'  et  la  longueur  donnée 

plant  représentée  par  la  droite  AA%  on  a  pour  tout  point  M  de 

Peilipse 

MF  +  MP=AA'. 

D'après  cela,  pour  décrire  une  ellipse  d'un  mouvement  con- 
tinu,  on  plante  sur  la  feuille  de  dessin,  en  F  et  en  FS  deux 

Ffg.  38i. 


épJDgies  qu'on  entoure  d'un  fil  sans  fin  (c'est-à-dire  dont  les 
deux  bouts  sont  réunis),  auquel  on  donne  la  longueur  totale 
FF'  + AA'.  On  tend  constamment  ce  fil  à  l'aide  d'un  crayon 
que  l'on  fait  mouvoir  sur  le  papier  jusqu'à  ce  qu'on  soit  ra- 
mené au  point  de  départ.  La  pointe  du  crayon  trace  évidem- 
ment l'ellipse  demandée;  car,  pour  une  position  quelconque 
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M  de  cette  pointe,  on  a 

FF  +  MF  +  MF  =  FF -f  AA'    ou    MF-f-MF  =  AA'. 

Le  procédé  qu'on  vient  d'indiquer  est  surtout  applicable 
sur  le  terrain  :  on  remplace  alors  les  épingles  par  des  piquets, 
le  Ql  par  une  corde  et  le  crayon  par  un  jalon.  Nous  mention- 
nerons plus  loin  d'autres  tracés  bien  préférables  au  point  de 
vue  de  l'exécution  des  épures. 

663.  Les  points  F  et  F'  sont  les  foyers  de  rellipse,  les 
droites  MF  et  MF'  sont  les  rayons  vecteurs  du  point  M.  La 
longueur  constante  AA'est  ordinairement  représentée  par  la. 

La  distance  FF'  ou  distance  focale  est  représentée  par  20. 
L'existence  du  triangle  MFF'  entraîne  alors  la  condition 
2C <C2a  ou  c<i a. 

Le  rapport  -  est  V excentricité  de  l'ellipse.  Cette  excentricité 

peut  varier  de  o  à  i.  Pourc  =  o,  elle  est  nulle,  les  foyers 
se  confondent  et  l'ellipse  devient  un  cercle  de  rayon  a.  Pour 
<;  =r  a,  l'excentricité  est  égale  à  i,  ei  l'ellipse  se  réduit  à  la 
portion  de  droite  FF  =  aa.  Entre  ces  deux  limites,  l'ellipse 
se  rapproche  d'autant  plus  de  la  droite  FF'  que  son  excentri- 
cité est  plus  grande. 

66^.  On  peut  aussi  tracer  l'ellipse  par  points. 

En  effet,  marquons  [fig.  882  )  le  milieu  0  de  la  distance  focale 

Fig.  382. 

R 


\   / 


k'    F'^,  0      K^-  F  A 


FF', et, départ  et  d'autre  du  point 0,  prenons OA—  OA'=a; 
puis,  un  point  quelconque  K  sur  AA'.  Si,  des  points  F  et  F' 
comme  centres,  avec  des  rayons  respectivement  égaux  à  AK 
et  A'K,  nous  décrivons  des  arcs  d,e  cercle,  leurs  points  d'in- 
tersection M  et  M'  appartiendront  à  l'ellipse,  puisqu'on  aura 

MF  +  MF'  =  MF  -f-  M'F  =  AK  +  A'K  =  ia. 
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La  distance  des  centres  FF'  étant  toujours  moindre  que  la 
somme  2a  des  rayons,  il  suffit,  pour  l'intersection  des  deux 
eifconférences,  que  cette  distance  soit  plus  grande  que  la 
Mérence  des  rayons,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

FF'>A'K~AK    ou     2C>2a-2AK. 

ta  condition  cherchée  est  donc  AK  >  a  —  c  ou  AK>  AF. 
D'ailleurs,  on  peut  échanger  les  centres  F  et  F'  sans  modi- 
T  les  rayons  employés,  de  manière  à  obtenir  pour  chaque 
intK  quatre  points  M  et  M',  N  et  N',  de  l'ellipse.  Les  li- 
lites  des  positions  du  point  K  sont  alors  l'un  des  foyers  F  et 
point  0.  Tout  cela  résulte  immédiatement  de  la  symétrie  de 
équation  de  condition  MF  +  MF'  =  2a  par  rapport  aux  deux 
tyons  vecteurs  d'un  même  point. 

Si  le  point  K  est  en  0,  les  points  correspondants  de  l'ellipse 
^nt  en  B  et  en  B'  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  la  droite 
F  par  son  milieu.  Si  le  point  K  est  en  F,  les  deux  points 
irrespondants  de  l'ellipse  sont  en  A  et  en  A'.  Le  rayon  vec- 
!ur  minimum  est  AF  ou  a  —  c,  le  rayon  vecteur  maximum 
A'F  ou  a-hc. 

THÉORÈME. 

665.  L'ellipse  a  :  i^  pouraxes^  la  droite  kk!  qui  passe  par 
$es  deux  foyers  et  la  droite  BB'  perpendiculaire  au  milieu  de 
k  première;  a"  pourcentre^  V intersection  de  ces  deux  droites. 

On  appelle  axe  d'une  courbe  toute  droite  par  rapport  à 

laquelle  les  divers  points  de  cette  courbe  sont  symétriques 

deux  à  deux;  on 'appelle  centre  d'une  courbe  tout  point  par 

•  nippon  auquel  les  divers  points  de  celte  courbe  sont  symé- 

I  iriques  deux  à  deux  (628). 

ï"  Soii  M  un  point  de  l'ellipse  [Jig.  383)  ;  on  aura 

i  MF  4- MF  =  2a. 

Sapposons  alors  que  le  plan  de  la  figure  fasse  une  demi-révo- 
I  iwiion  autour  de  AA',  Dans  ce  mouvement,  les  foyers  restent 
j  fiïes,  le  point  M  vient  dans  la  position  symétrique  M^  et, 
{ comme  le  triangle  MFF'  ne  se  déforme  pas,  on  a 

MiF-+-M,F'=:2û, 

c'esi-à-dire  que  le  point  M,  appartient  à  l'ellipse.  Donc,  à  tout 
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point  M  de  l'ellipse  correspond  un  point  Mi,  symétrique  de  M 
par  rapport  à  AA'. 

Si  le  plan  de  la  figure  fait  de  même  une  demi-révolution 
autour  de  BB',  les  foyers  ne  font  que  s'échanger,  le  point  M 
vient  dans  la  position  symétrique  M^,  et,  comme  le  triangle 
MFF'  ne  se  déforme  pas,  on  a  encore 

M,F-f-M,F=:2a, 

ce  qui  montre  qu'à  tout  point  M  de  l'ellipse  correspond  un 
autre  point  Ms  de  la  courbe,  symétrique  de  M  par  rapport 
àBB'. 
1^  L'autre  partie  de  la  proposition  n'est  qu'un  cas  partîcu- 


Fig.  383. 


Fig.  384. 


Fig.  385. 


k^r 


ï    A 


»  M 


lier  de  ce  théorème  plus  général  :  Quand  une  courbe  possède 
deux  axes  rectangulaires  xx'  et  yf  ^  leur  intersection  0  est 
un  centre  de  la  courbe  (Jig.  384). 

Soient  M  un  point  de  la  courbe,  M'  son  symétrique  par 
rapport  au  point  0,  et  N  l'intersection  des  parallèles  menées 
respectivement  aux  deux  axes  par  les  points  M  et  M'.  L'égalité 
des  triangles  rectangles  MOP,  OM'P',  donne 

MP  =  OP'=:PN    et    M'F  =  OP==P'N. 

Le  point  N  est  donc  à  la  fois  symétrique  de  M  par  rapport 
à  ar;r'  et  symétrique  de  M'  par  rapport  à  yy\  Or,  le  point  N 
étant  sur  la  courbe  comme  symétrique  de  M,  le  point  M'  en 
fait  aussi  partie  comme  symétrique  de  N.  Donc,  à  tout  point  M 
de  la  courbe  correspond  un  point  M',  symétrique  de  M  par 
rapport  à  0. 

Il  résulte  de  là  que  le  milieu  0  de  la  distance  focale  FF'  est 
un  centre  de  l'ellipse. 

On  peut  d'ailleurs  Iç  démontrer  directement  comme  il  suit 
(fig.  385). 
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Soient  M  un  point  de  l'ellipse  et  M'  son  symétrique  par 
apport  à  0;  menons  les  rayons  vecteurs  de  ces  points.  Les 
BagoDales  MM'  et  FF'  se  coupant  mutuellement  en  parties 
pales,  le  quadrilatère  MFM'F'  est  un  parallélogramme,  et  le 
bint  M'  appartient  a  Tellipse  en  vertu  de  l'égalité  des  deux 
IDDioursFMFetFM'F. 
I 

COROLLAIRES. 

666.  On  appelle  longueurs  des  axes  de  Tellipse  les  longueurs 
A'  etfiB'  interceptées  sur  ces  axes  par  la  courbe  {Jig.  Z82). 
i  longueur  du  premier  axe  AÀ'  est  donc  (664)  égale  à  na, 
^longueur  du  second  BB'  est  représentée  par  26. 
La  perpendiculaire  BO  (Jig.  882)  étant  moindre  que  l'oblique 
F  =  a,  on  a 

b<:a. 

ik!  est  dit  alors  le  grand  axe  et  BB'  le  petit  axe  de  Tellipse. 

Les  extrémités  Aet  À',  B  et  B',  des  deux  axes  sont  appelées 
fs  sommets  de  la  courbe. 

Le  triangle  rectangle  BOF  (Jig.  882  )  donne  a^  =  b^-r-  c', 
ttlation  qui  permet  de  déterminer  l'une  des  trois  quantités 
I,  kf  c,  lorsqu'on  connatt  les  deux  autres. 

667.  Quand  on  donne  les  longueurs  a  eib,  il  est  facile  de 
iélerminer  graphiquement  les  foyers  :  on  n'a  qu'à  décrire  de 
Texirémité  B  du  petit  axe  comme  centre  [fig.  382),  avec  un 
layon  égal  à  a^  un  arc  de  cercle  qui  coupe  le  grand  axe  aux 
(feux  foyers  F  et  F'. 

THÉORÈME. 

•68.  Suivant  qu*  un  point  est  intérieur  ou  extérieure  Vel- 
Upsef  la  somme  de  ses  distances  aux  deux  foyers  est  plus  petite 
M  fias  grande  que  2a. 

Soii  d'abord  [Jig.  386)  un  point  N  intérieur  à  l'ellipse.  Joi- 
gnons ce  point  aux  deux  foyers,  prolongeons  F'N  jusqu'à  la 
rencontre  de  la  courbe  en  M,  et  menons  MF.  Un  théorème 
i  connu  donne  immédiatement 

NE  -h  NF' <  MF  +  MF     ou     NF  -r-  NF'<  2a. 
Solide  même  un  point  N'  extérieur  à  l'ellipse.  Joignons  ce 
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point  aux  deux  foyers;  N'F'  coupant  la  courbe  au  point  M, 

Fig.  386. 


menons  MF.  £n  s'appuyant  sur  le  même  théorème,  on  aura  k 

N'F-4-N'F>MF-4-MF    ou    N'F -+- N'F'>  a^i. 

COROLLAIRE. 

669.  Le  théorème  précédent,  rapproché  de  la  définition  d( 
Tellipse,  fournit  un  critérium  pour  juger  de  la  position  d'ui 
point  quelconque  du  plan  de  la  courbe,  par  rapport  à  cetu 
courbe  supposée  non  tracée.  Suivant  que  la  somme  des  dit* 
tances  d'un  point  aux  deux  foyers  est  supérieure^  égale  oi 
inférieure  à  2  a,  ce  point  est  hors  de  la  courbe ^  sur  la  courhi 
ou  dans  son  intérieur, 

THÉORÈME. 


670.  La  tangente  à  V ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  h 
rayons  vecteurs  du  point  de  contact^  extérieurement  à  leû 
angle. 

Prenons  sur  l'ellipse  [Jig,  387)  deux  points  voisins  M  et  ÎT 
menons  la  sécante  MM'S  et  les  rayons  vecteurs  des  deux  point! 
M  et  M'.  Portons  sur  F' M  une  longueur  F'D  =:  F' M'  et  sut 
FM  une  longueur  FC  =  FM'.  Le  segment  MD  représente  alon 
Taugmenialion  que  subit  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  F 
quand  on  passe  du  point  M  au  point  M',  et  MC  la  diminutioa 
que  subit  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  F  quand  on  passe 
du  même  point  M  au  même  point  M';  comme  la  somme  des 
rayons  vecteurs  d'un  point  de  l'ellipse  reste  constante,  HD  est 
égal  à  MC. 

Cela  posé,  d'un  point  quelconque  G  de  la  sécante  MM'^ 
menons  aux  droites  M'D  et  M'C  des  parallèles  Gl  et  GH  jus- 
qu'à la  rencontre  des  rayons  vecteurs  du  point  M.  Le  quadri- 
latère GHMI  étant  semblable  au  quadrilatère  M'CMD  (153), 
régaliié  de  MD  et  de  MC  entraîne  celle  de  MI  et  de  MH. 
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Les  droites  GH  et  GI,  étant  parallèles  aux  bases M'C  et  M'D 
les  triangles  isocèles  CFM',  DF'M',  sont  perpendiculaires  aux 
bissectrices  de  leurs  angles  au  sommet.  Mais,  à  mesure  que  le 
^int  mobile  M' se  rapproche  du  point  fixe  M,  la  sécante  MM'S 
)  rapproche  de  la  tangente  au  point  M.  Les  bissectrices  des 
glesCFM',  DF' M',  ayant  alors  pour  limites  les  rayons  vec- 
teurs FM,  F'M,  du  point  M,  les  droites  GH  et  GI  ont  elles- 
èmes  pour  limites  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  G 
'  ces  rayons  vecteurs.  D'ailleurs,  pendant  ce  mouvement, 
[varie  en  restant  toujours  égal  à  MI. 

Fig.  387.  Fig.  388. 


La  tangente  MT  au  point  M{Jig.  388)  doit  donc  être  telle, 

si,  d'un  point  quelconque  G  de  cette  droite,  on  abaisse 

perpendiculaires  GH  et  GI  sur  les  rayons  vecteurs  MF  et 

'du  point  M,  on  ait  MH  =  MI.  Les  triangles   rectangles 

IGH,  MGI,  sont  alors  égaux,  et  il  en  est  de  même  des  angles 

6UH,  6MI.  La  tangente  à  l'ellipse  est  donc  bissectrice  de 

'ongle  formé  par  Vun  des  rayons  vecteurs  du  point  de  contact 

^  le  prolongement  de  l'autre  rayon. 

L'angle  F'MTi  étant  Topposé  par  le  sommet  de  l'angle  GMI, 
es  deux  angles  GMH  ou  FMT  et  F'MTi  sont  égaux,  ce  qui  vé- 
rifie le  premier  énoncé  du  théorème. 
\ 

\        COEOLLAIRES. 

671,  La  tangente  à  l'ellipse  n'a  qu'un  point  commun  avec 
il  courbe. 

Abaissons  du  foyer  F  [fig.  389),  sur  la  tangente  MT  au  point 

M»  une  perpendiculaire  FK  qui  vient  rencontrer  en  9  le  pro- 

i.  longement  de  F' M.  La  tangente  étant  bissectrice  de  l'angle 

\^^i  Tégalité  des  triangles   rectangles  FMK,  <pMK,  donne 

ïK^cpK,  c'est »à-dire  que  le  point  9  est  le  symétrique  du 
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foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  MT.  L'égalité  des  même 
triangles  donne  MF  ;=  M<p,  et,  par  suite, 

r9=:::MF-+-MF^2a. 
D'ailleurs^  la  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  miliei 

Fig.  389. 


de  F(p,  un  point  quelconque  Ti  de  cette  droite  est  équidistin 
de  F  et  de  9.  On  a  donc»  d'après  le  triangle  F'Ti(p, 

TiFH-TiF':::=Ti9-|-TiF'       OU       T,  F -+- T^F' >  F' <p  =  Su. 

Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  H,  son 
donc  extérieurs  à  Tellipse  (669). 

672.  La  tangente  en  un  point  d'une  courbe  peut  couper  k 
courbe  en  d'autres  points;  mais  elle  a  nécessairement  (96 
avec  la  courbe  au  moins  un  point  commun  de  moins  que  le 
droites  qui  en  ont  le  plus.  De  ce  qu'on  vient  de  démontrer 
il  résulte  donc  qu'une  droite  ne  peut  rencontrer  l'ellipse  « 
plus  de  deux  points,  c'est-à-dire  que  Vellipse  est  une  couik 
convexe. 

673.  Si  l'on  mène  au  point  M  {Jig.  388)  une  perpendicv 
laire  MN  à  la  tangente  MT,  les  deux  angles  FMN,  F'MN,  sol 
égaux  comme  compléments  d'angles  égaux.  Donc,  la  norme 
à  t  ellipse  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  rayons  v^ 
teurs  du  point  de  contact. 
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La  normale  en  un  sommet  de  Tellipse  se  confond  avec  l'axe 
correspondant,  et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe, 
le  sorte  que  la  courbe  est  inscrite  dans  le  rectangle  construit 
sur  ses  axes. 

Les  rayons  vecteurs  d'un  point  de  rellipse,  la  normale  et 
k  tangente  en  ce  point  déterminent  sur  une  sécante  quel- 
conque quatre  points  conjugués  deux  à  deux  (1&3). 

S€OLIB. 

67Jk.  Les  propriétés  précédentes  justifient  la  dénomination 
ie  foyer.  L'angle  d'incidence  et  l'angle  de  réflexion  étant 
IgauXy  les  rayons  lumineux,  sonores  ou  calorifiques,  qui 
(partent  de  l'un  des  foyers  F  d'une  ellipse,  viennent,  en  vertu 
jfuoe  loi  physique  et  après  leur  réflexion  sur  la  courbe,  con- 
verger à  l'autre  foyer  F'. 

THÉORÈME. 

CT5-  Le  lieu  des  points  symétriques  <f  de  l'un  des  foyers  F 
me  r ellipse  par  rapport  aux  tangentes  est  un  cercle  décrit  de 
T[  autre  foyer  F'  comme  centre  y  avec  la  longueur  na  du  grand 
mxe  pour  rayon  [fig,  889  ). 

'   Le  premier  alinéa  du  n""  671  renferme  la  démonstration  de 
ce  théorème. 

On  donne  au  cercle  F'  o  le  nom  de  cercle  directeur  relatif 
uu  foyer  F'.  L'ellipse  a  deux  cercles  directeurs  correspondant 
i  ses  deux  foyers. 

SCOLIS. 

.    676.  Le  lieu  des  points  équidistants  d'un  cercle  de  centre  F' 
[e/  d'un  point  F  intérieur  à  ce  cercle  est  une  ellipse  dont  les 
\foints  F  et  F'  sont  les  foyers  et  qui  a  pour  cercle  directeur 
relatif  au  foyer  ¥'  le  cercle  donné  [fig.  SSg). 

En  effet,  soit  M  un  point  du  lieu.  En  le  joignant  aux  deux 
k points  F  et  F' et  en  prolongeant  F' M  jusqu'à  sa  rencontre  9 
lYec  la  circonférence  donnée,  on  a  par  hypothèse 

M9  =  MF,    d'où    MF-+-MF'=F>. 

Pour  construire  le  lieu,  il  suffit  évidemment  de  joindre  le 
point  F  à  un  point  quelconque  9  de  la  circonférence  donnée 
tx  d'élever  une  perpendiculaire  TTi  sur  le  milieu  K  de  la 
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droite  F<]>;  celte  perpendiculaire  coupe  le  rayon  F'^en  un 
point  M  du  lieu,  et  elle  est  la  tangente  en  ce  point  (670). 

Le  cercle  directeur  d'une  ellipse  peut  donc  servir  à  tracer 
la  courbe  par  points  lorsqu'on  connaît  son  foyer  et  son  grand 
i)xe.  Ce  nouveau  procédé  est  plus  long  que  celui  indiqué  au 
n^  664,  mais  il  a  le  grand  avantage  de  donner  en  même  temps 
la  tangente  en  chaque  point  déterminé.  On  peut  résumer  cette 
construction  comme  il  suit  :  Si,  d'un  point  ¥  pris  à  l* intérieur 
d'un  cercle  ¥^(p,  on  mène  des  droites  aux  divers  points  de  sa 
circonférence^  les  perpendiculaires  élevées  à  ces  droites  par 
leurs  milieux  touchent  ou  enveloppent  une  ellipse^  qui  a  pour 
foyers  les  points  F  et  ¥'  et  pour  grand  axe  le  rayon  F'9. 

THEOREME. 

677.  Le  lieu  des  projections  des  foyers  d'une  ellipse  sur  ses 
tangentes  est  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  le  grand 
axe  comme  diamètre. 

Soient  [fig.  890)  F  et  F'  les  deux  foyers,  K  la  projection  du 
foyer  F  sur  une  tangente  quelconque 
TTi,  el  <p  le  symétrique  de  F  par  rap- 
port à  cette  tangente.  Le  côté  F'? 
du  triangle  F  F' 9  étant  égal  à  la 
(671),  la  droite  OK  qui  joint  les  mi- 
lieux des  deux  autres  côtés  est  égale 
à  a.  Le  point  K  appartient  donc  à  la 
circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  comme  diamètre. 

Réciproquement,  tout  point  K  de  celte  circonférence  est  la 
projection  de  l'un  des  foyers  F  sur  une  tangente;  car,  si  Ton 
prolonge  FK  d'une  quantité  Kcp  =  FK,  on  a  évidemment 

F'(p==20K  =  2a. 

Par  suite,  le  point  f  appartient  au  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  F%  et  la  perpendiculaire  élevée  sur  F<p  par  son  milieu  K 
est  (676)  une  tangente  à  l'ellipse. 
Le  cercle  OK  est  dit  le  cercle  principal  de  l'ellipse. 

SCOLIE. 

678.  Si  le  sommet  d'une  équerre  décrit  le  cercle  principal 
d'wie  ellipse  y  pendant  que  l'un  de  ses  côtés  pcuse  constam- 
ment par  un  foyer  de  la  courbe,  l'autre  côté  de  V équerre  lui 
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reste  toujours  tangent.  C'esl  là  un  nouveau  moyen  (676)  d'ob- 
lenir  l'ellipse  comme  enveloppe  de  ses  langenies. 

\  PROBLÈME. 

[    679.  Mener  une  tangente  à  V ellipse  par  un  point  donné. 

[  I*  Si  le  point  donnée  M  est  sur  la  courbe,  on  le  joint  aux 
ieux  foyers  (fig.  388),  et  l'on  mène  la  bissectrice  de  l'angle 
pMI  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  MF  et  le  prolonge- 
ment MI  de  l'aulre  rayon  MF'  (670). 

\  a*»  Si  le  point  donné  P  est  extérieur  à  l'ellipse  [fig.  89 1  ), 
»n  remarque  que  la  question  serait  résolue  si  Ton  connais- 
^it  le  symétrique  <p  de  l'un  des  foyers  F  par  rapport  à  la  tan- 
lente  cherchée,  car  on  aurait  dès  lors  celte  tangente  en  abais- 
lint  de  P  une  perpendiculaire   TTi  sur  F9;  la  droite  TTi 

I  Fig.  391.  Fig.  392. 


eouperail  d'ailleurs  F'<p  au  point  de  contact  M  (676).  Or,  le 
^iot  9  se  trouve  à  la  fois  sur  le  cercle  directeur  relatif  au 
loyer  F'  (675)  et  sur  le  cercle  de  centre  P  et  de  rayon  PF. 
I  Ces  deux  cercles  se  coupent  toujours  quand  le  point  P  est 
extérieur  à  l'ellipse.  En  effet,  PF'  étant  la  distance  des  centres, 
PF  et  aa  les  deux  rayons,  le  triangle  PFF'  donne 

PF'<  PF  -h  FF'    et,  a  fortiori,     PF'  <  PF  -h  2  a. 

le  point  P  étant  extérieur  à  la  courbe,  on  peut  avoir  PF  plus 
grand  ou  plus  petit  que  ia.  Si  PF  est  moindre  que  2a,  on  a 

PF-f.  PF'>  2éi,     d'où     PF'>  aa-  PF. 
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Si  PF  est  plus  grand  que  2a,  le  triangle  PFF'  permet  de  poser 

PF'>  FF  —  FF'     ei,  a  fortiori,    PF'>  PF  —  2  a. 

Âinsi>  la  construction  précédente  réussit  toujours  quand  le 
point  P  est  extérieur  à  la  courbe;  et,  comme  les  circonfé- 
rences tracées  se  coupent  en  deux  points  9  et  cpi,  il  y  a  deux 
solutions. 

COROLLAIRES. 

680.  Cherchons  la  condition  pour  que  les  deux  tangentes 
menées  du  point  P  à  l'ellipse  soient  à  angle  droit. 

Si  les  deux  tangentes  TT,,  T'T,,  menées  du  point  P,  sont  à 
angle  droit  (Jig.  392),  comme  elles  sont  respectivement  per- 
pendiculaires sur  le  milieu  des  droites  F  9,  F91,  Tangle  (pFç, 
de  ces  deux  droites  doit  être  lui-même  un  angle  droit.  Cet 
angle  étant  inscrit  dans  la  circonférence  PF,  dont  le  centre  esi 
P,  la  droite  <p9i  est  un  diamètre  de  cette  circonférence,  et  P 
est  le  milieu  de  ce  diamètre. 

Le  lieu  du  point  P  est  donc  le  lieu  décrit  par  le  milieu  de 
la  corde  interceptée  dans  le  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F', 
par  un  angle  droit  tournant  autour  de  son  sommet  fixe  F.  Or, 
si  Ton  joint  le  point  P  aux  foyers  F  et  F',  on  a  P9  =  PF,  et  le 
triangle  rectangle  F'Pç  donne  alors 

PF* -^  P9' ==  ÏmF' +  Pf' =  F>' ===  4a«. 

La  somme  des  carrés  des  distances  du  point  P  aux  points  F 
et  F'  étant  constante,  le  lieu  cherché  est  une  circonférence 
de  cercle  concentrique  à  l'ellipse  et  qui  a  pour  rayon  la  mé- 
diane OP  du  triangle  PFF'  (174).  Comme  les  sommets  du  rec- 
tangle construit  sur  les  axes  et  circonscrit  à  Tellipse  (673] 
font  nécessairement  partie  du  lieu,  le  rayon  OP  est  égal  à  la 
demi-diagonale  de  ce  rectangle,  c'est-à-dire  à  sja^-^b*. 

681.  Les  tangentes  PM,  PM',  menées  à  V ellipse  par  un  point 
extérieur  P,.  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui  vont 
du  point  P  aux  deux  foyers;  la  droite  qui  va  du  point  P  à 
Vun  des  foyers  est  bissectrice  de  V angle  formé  parles  rayons 
vecteurs  qui  vont  de  ce  foyer  aux  deux  points  de  contact  M 
etW{fig.393). 

Menons  les  deux  cercles  directeurs  de  Telllpse.  cp  étant  le 


GÉOMÉTEIE.  4^^ 

ffymétrique  de  F  par  rapport  à  la  tangente  PM  et  9'  le  symé- 
Irique  de  F'  par  rapport  à  la  tangente  PM',  les  deux  triangles 
fFtp'  et  PF'<p  sont  égaux  comme  ayant  leurs  trois  côtés  égaux 


Fig.  393. 


^cun  à  chacun.  Les  angles  FP9'  et  F'Po  sont  donc  égaux, 
l'on  enlève  la  partie  commune  FPF',  les  restes  FP9,  F'Pç', 
ni  égaux,  ainsi  que  leurs  moitiés  MPF,  M'PF'. 
En  second  lieu,  Tégalité  des  triangles  PF9',  PF'(p,  entraîne 
felie  des  angles  PF9',  Pcpt'.  Mais,  les  deux  triangles  PM(p, 
VF,  étant  égaux,  Tangle  P9F'  est  aussi  égal  à  l'angle  PFM, 
ftla  droite  PF  est  la  bissectrice  de  l'angle  MFM'. 

PROBLÈME. 

I  682.  Mènera  V  ellipse  une  tangente  parallèle  à  une  droite 
^nnée, 

j  Tout  revient  encore  à  trouver  le  point  symétrique  9  de  l'un 


Fig.  394. 


Fig.  395. 


\  foyers  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée.  Or,  ce  point 
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est  à  rinterseclion  du  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F'  (675) 
et  de  la  perpendiculaire  menée  du  foyer  F  sur  la  droite 
donnée  DD' {Jig.  Sg^).  Cette  perpendiculaire  coupe  toujours 
le  cercle  F'  en  deux  points  <p  et  91,  puisque  le  point  F  est  in- 
térieur à  ce  cercle.  Les  perpendiculaires  TTi  et  TT\  élevées 
aux  droites  F  9  et  F 91  par  leurs  milieux  sont  les  tangentes 
demandées^  et  leurs  points  de  contact  M  et  M'  sont  à  leurs 
rencontres  respectives  avec  les  rayons  F'9  et  F' 91  (676). 

COROLLAIRES. 

683.  Les  deux  points  de  contact^  M  et  M\des  deux  tangentes 
parallèles  TTi,  T' T, ,  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  0 
de  l'ellipse. 

En  effet,  les  triangles  FM 9,  FM'9«,  9F' 91,  sont  des  triangles 
Isocèles  ayant  tous  un  angle  égal  à  la  base;  ils  sont  donc 
semblables  et  ont  leurs  côtés  parallèles.  La  figure  M  F  M' F' 
étant  un  parallélogramme,  la  diagonale  MM'  passe  par  le 
milieu  0  de  la  diagonale  FF'  et  y  est  divisée  en  deux  parties 
égales. 

Inversement,  les  tangentes  menées  à  l'ellipse  en  deux  points 
symétriques  par  rapport  au  centre  sont  parallèles,  car  le 
quadrilatère  MFM'F  étant  dans  ce  cas  un  parallélogramme, 
puisque  ses  diagonales  se  coupent  en  parties  égales,  les 
angles  FM  9,  FM'9,  ont  leurs  côtés  parallèles  et  sont  égaux.  Il 
en  est  donc  de  même  de  leurs  moitiés  (670)  FMT,  9iM'T',  ce 
qui  entraîne  le  parallélisme  des  tangentes  MT,  M'T',  aux  points 
M  et  M'. 

68k.  La  propriété  précédente  appartient  d'ailleurs  à  toutes 
les  courbes  à  centre.  Dans  toute  courbe  à  centre,  les  tan- 
gentes en  deux  points  M  et  M'  symétriques  par  rapport  au 
centre  0  sont  parallèles^  et  par  suite  équidistantes  du  centre. 

En  effet,  si  N  {Jig.  SgS)  est  un  point  de  la  courbe  voisin 
de  M,  et  N'  son  symétrique  par  rapport  à  0,  Tégalité  des 
triangles  MON,  M'ON',  prouve  le  parallélisme  des  cordes  ou 
sécantes  MN,  M'N',  et  leur  égale  distance  au  centre.  Quand  N 
tend  vers  M,  N'  tend  vers  M'.  Les  deux  sécantes  tourneni 
donc  à  la  fois  autour  des  points  M  et  M',  de  manière  à  devenir 
ensemble  tangentes,  en  restant  toujours  parallèles  et  équidi- 
stantes du  centre. 
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685.  Les  points  K  et  K'  {/ig.  894)  appartiennent  au  cercie 
ifuiDCipal  de  l'ellipse  (677).  Les  deux  segments  FK,  FK',  étant 
^ftlors  ceux  d'une  corde  quelconque  de  ce  cercle  passant  par 
[k  foyer  F,  leur  produit  est  constant.  On  peut  donc  dire  que  le 
woduit  des  distances  d'un  foyer  à  deux  tangentes  parallèles 
mt  constant.  Si  l'on  mène  par  le  foyer  F'  la  corde  LL'  du  cercle 
[principal  qui  est  parallèle  à  KK%  pn  a  évidemment  FK'  =  F'  L. 
[On  peut  donc  dire  aussi  que  le  produit  des  distances  des  deux 
foyers  à  une  même  tangente  est  constant.  Si  l'on  veut  con- 
Inaltre  cette  constante,  il  suffit  de  considérer  la  tangente  à  l'une 
jdes  extrémités  du  petit  axe,  et  l'on  obtient  immédiatement  le 
[Carré  du  demi-petit  axe  ou  6*  pour  sa  valeur. 

SCOLIE. 

\  686.  Les  constructions  des  n^"'  679  et  682  n'exigent  pas  que 
Ih  courbe  soit  tracée;  il  faut  seulement  qu'elle  soit  définie 
!par  ses  deux  foyers  et  la  longueur  du  grand  axe. 

PROBLÈME. 

687.  Étant  donnés  les  foyers  F  et  F'  et  le  grand  axe  AA' 
f d'une  ellipse,  déterminer  ses  points  de  rencontre  avec  une 
Uroiteï^W  [fig.ZcJQ]. 

I    Supposons  le  problème  résolu,  et  déterminons  le  symé- 

'  Fig.  396. 


L'T 


trique  ?  du  foyer  F  par  rapport  à  DD'.  M  étant  l'un  des  points 
de  rencontre  de  la  droite  DD'  avec  l'ellipse,  on  aura  M  9  =  MF. 
Prolongeons  F'M  d'une  longueur  MG=:MF;  F  G  sera  égal 
à  AA',  et  le  point  G  appartiendra  au  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  F'.  Le  cercle  décrit  du  point  M  comme  cenlre  avec  MF 
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pour  rayon  passe  donc  par  les  deux  points  F  et  <p  et  estiaiv*i 
gent  au  cercle  directeur  F' G.  La  question  est  ainsi  ranaenée  k\ 
trouver  le  centre  M  d'un  cercle  passant  par  deux  points 
donnés  F  et  (p  et  tangent  à  un  cercle  donné  F' G.  Nous  avons 
résolu  ce  problème  (196,  a*»). 

Comme  le  foyer  F  est  intérieur  au  cercle  directeur  relatif 
au  foyer  F',  il  y  aura  évidemment  deux  solutions,  une  seul« 
ou  zéro,  suivant  que  le  point  9  sera  lui-même  intérieur,  com^ 
mun  ou  extérieur  au  cercle  directeur  F' G.  La  droite  DD'  sera 
donc  sécante,  tangente  ou  extérieure  à  Tellipsey  suivant  les 
mêmes  conditions.  i 


COROLLAIRE. 


{ 

.  Une  droite  ne  pouvant  rencontrer  une  ellipse  en  plaM 
de  deux  points,  l'ellipse  est  une  courbe  convexe  (672).  { 


De  l'eUipse,  considérée  comme  projection  orthogonale 
du  cercle. 

THÉORÈME. 

689.  La  projection  orthogonale  d^une  circonférence  de  cercle  sur  un  \ 
plan  est  une  ellipse. 

Quel  que  soit  le  plan  de  projection,  on  peut^  toujours  supposer  qu*ii 

Fig.  397. 

B 


/^^ 

M 

K^ 

h 

0             F  1 

'J 

passe  par  le  centre  du  cercle,  puisque  les  projections  d'une  même  figure 
sur  deux  plans  parallèles  sont  égales  (448). 
Soit  donc  AÂ'  (fig,  397)  le  diamètre  suivant  lequel  le  plan  de  projec- 
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tion  coupe  le  cercle  donné.  Le  diamètre  BB'  perpendiculaire  à  ÂÀ'  a  pour 
projection  la  droite  bb',  et  cette  droite,  d'après  un  théorème  connu  (307), 
est  elle-même  perpendiculaire  sur  AA'.  D'ailleurs,  des  droites  parallèles 
ayant  sur  un  même  plan  des  projections  parallèles  et  la  projection  du 
milieu  d'une  droite  étant  le  milieu  de  sa  projection,  la  courbe  projection 
du  cercle  a  nécessairement  pour  axes  les  droites  ÂÂ'  et  bb'.  Par  suite, 
si  cette  projecbion  est  une  ellipse,  son  grand  axe  sera  AÂ'  et  la  dis- 
tance de  son  centre  0  à  l'un  des  foyers  sera  égale  à  B^  (666).  Portons 
donc  sur  A  A',  de  part  et  d'autre  du  point  0,  des  longueurs 

OF  =  0F=Bb. 

11  reste  à  démontrer  que  la  somme  des  rayons  vecteurs  m¥  et  mF'  d'un 
point  quelconque  m  de  la  projection  obtenue  est  constante. 

Le  point  m  étant  la  projection  du  point  M  dont  l'ordonnée  par  rapport 
aux  axes  AA'  et  BB'  est  MP,  la  droite  m?  sera  aussi  perpendiculaire 
sur  AA'.  Abaissons  des  points  F  et  F',  sur  le  diamètre  MM'  qui  répond  au 
point  M,  les  perpendiculaires  FG  et  F'G'.  L'égalité  des  triangles  rec- 
tangles FOG,  FOG',  donne  à  la  fois  GF  =  G'F'  et  OG  =  OG';  par  suite, 
MG'  =  GM'. 

Cela  posé,  la  similitude  des  triangles  rectangles  FOG,  MOP,  d'une 
part,  MP/w,  BO^,  d'autre  part,  donne 

FG       ^       MP        ^  M/;ï 
OF  ou  B^     OM  ou  OB       Bb^ 

et  il  en  résulte  Mm  =  FG.  Les  triangles  rectangles  M/wF,  MGF,  sont 
alors  égaux,  et  mF  =  MG. 

Comme  GF=G'F',  les  triangles  rectangles  MmF',  M  G' F',  sont  aussi 
égaux,  et  Ton  a 

mF'=MG'=GM'. 

La  somme  mF  +  mF',  égale  à  la  somme  MG  +  GM',  est  donc  bien  égale 
au  diamètre  AA';  ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  voit  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  obtenue  est  toujours  égal  au  dia- 
mètre du  cercle  donné.  On  a  de  plus,  dans  le  triangle  rectangle  B^O 
(voir  la  Trigonométrie)^ 

Ob  =  OBcosBO^. 

Si  l'on  désigne  par  aa  et  2&  les  axes  AÀ'  et  bb'  de  l'ellipse  projection  du 
cercle,  et  par  Y  l'angle  de  leurs  plans,  on  aura  donc 

^  =  «  cos  V    et    cos  V  =  -  • 
a 

COROLLAIRES. 

690.  L'ordonnée  MP  du  cercle  (fig,  897)  étant  représentée  par  Y  et 
l'ordonnée  correspondante  mP  de  l'ellipse  par  ^,  le  triangle  rectangle 
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Mm  P  donne 

^  =  Y  C09  V,    c'est-à-dire    j  =  -  Y. 

On  passe  donc  du  cercle  principal  d'une  ellipse  (677)  à  cette  ellipse,  c 
diminuant  toutes  les  ordonnées  du  cercle  dans  le  rapport  du  petit  aie  a 
grand  axe.  Cette  remarque  fournit  un  nouveau  procédé  pour  décru 
Tellipse  par  points. 

On  trace  un  cercle  sur  chacun  des  axes  de  l'ellipse  comme  dii 
mètre  [fig,  898  ]  ;  un  rayon  quelconque  coupe  ces  cercles  aux  points  N  { 

Fig.  398. 


S.  Si  l'on  mène  alors  l'ordonnée  NP  du  point  N  et  la  parallèle  SM  à 
grand  axe,  Tintersection  M  de  ces  deux  droites  est  un  point  de  Tellipsi 
On  a,  en  eiïet,  ' 

MP=,^NP      c'est-à-dire    MP  =  -NP. 

691 .  On  peut  déduire  de  là  la  réciproque  du  théorème  précédent.  lA 
projection  orthogonale  (Cune  ellipse  dont  les  axes  sont  %aetiÀbySurJÊâ 
plan  passant  par  son  petit  axe  et  jaisant  avec  le  plan  de  V ellipse  a 

angle  V  tel  que  cosV=  -?  est  un  cercle  de  diamètre  26.  Car,  si  Y 

considère  sur  l'ellipse  et  sur  le  cercle  ib(fig,  398)  deux  points  M  et 

ayant  la  môme  ordonnée  OQ,  leurs  abscisses  a;  et  X  sont  liées  par  ^ 

relation  ! 

X      ON       ,,  .     V      ^ 

^-^rz^^     d'où     X=-j:.  I 

X      Ub  a 

Pour  passer  de  l'ellipse  au  cercle,  il  faut  donc  diminuer  les  abscisses dÉ 
Fellipse  dans  le  rapport  de  6  à  a  ou  les  multiplier  par  cosV;  c'est-à-diraj 
que,  pour  que  le  cercle  ih  devienne  la  projection  orthogonale  de  l'eDipasi 
proposée  sur  son  plan  primitif,  il  suffit  de  faire  tourner  cette  ellipse  dej 
l'angle  V  autour  de  Taxe  BB'. 

L'ellipse  peut  donc  être  regardée  comme  provenant  de  la  contracliOB 
ou  de  la  dilatation  des  cercles  qui  ont  ses  axes  pour  diamètres. 

Cette  manière  de  considérer  la  courbe  conduit  à  des  solutions  simples 
pour  un  grand  nombre  de  problèmes. 
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692.  Si  l'on  ne  suppose  plus  que  le  plan  de  projection  passe  par  le 
eentre  du  cercle  donné,  le  grand  axe  de  sa  projection  elliptique,  toujours 
légal  à  son  diamètre,  est  la  projection  du  diamètre  du  cercle  qui  est  paral- 
1^  au  plan  de  projection.  Cette  remarque  est  utile  dans  les  applications. 

PROBLÈME. 

693.  Mener  à  telUpse  une  tangente  par  itn  point  donné, 
I*  Soit  d^ abord  le  point  donné  m  situé  sur  la  courbe. 

\    Supposons  le  problème  résolu  (Jig.  399),  et. soit  mT  la  tangente 


I demandée.  Dilatons  toute  la  figure,  perpendiculairement  à  ââ',  dans  le 
rapport  de  OB  à  OA.  L'ellipse  deviendra  le  cercle  AA',  le  point  m  devien- 
I  dra  le  point  M,  le  point  T  ne  changera  pas,  et  la  droite  MT  sera  la  tan- 

I  Fig.  400. 


génie  au  cercle  principal.  On  déterminera  donc  réciproquement  le  point  T 
en  construisant  la  tangente  en  M  au  cercle  principal,  et,  en  traçant  mT, 
on  aura  la  tangente  à  Fellipse  au  point  m, 

4*  Soit  mainte/tant  le  point  donné  R  extérieur  à  V ellipse  (fig,  400) . 

Supposons  de  même  le  problème  résolu,  et  soient  RmT,  Rm'T',  les 

tangentes  qui  répondent  à  la  question.  Dilatons  la  figure,  comme  dans 
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le  premier  cas.  L'ellipse  deviendra  le  cercle  ÂA',  la  droite  RBR  devien- 
dra la  droite  B^K,  et  le  point  R^  correspondant  au  point  R,  devant  se 
trouver  à  la  fois  sur  Tordonnée  PR  et  sur  la  droite  B,K,  sera  déterminé. 
On  en  déduira  les  tangentes  R,MT,  R,M'T',  au  cercle  principal,  et  par 
suite  les  tangentes  RmT,  Rm'T',  à  l'ellipse,  dont  les  points  de  contacta 
et  m*  se  trouveront  d'ailleurs  sur  les  ordonnées  des  points  M  et  M'. 

PROBLÈME. 

694.  Mener  à  V ellipse  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée 
(w/%-4oi). 

Soit  OD  la  droite  donnée.  En  suivant  toujours  le  môme  procécfê,  ob 
considère  la  droite  quelconque  BK  qui  coupe  OD  au  point  N;  à  cetm 


droite  BK  correspond  la  droite  B,  K  qui  rencontre  en  N,  Tordonnée  éà 
pointN.  La  droite  ON,D,  est  donc  celle  qui  correspond  à  OD.  On  n'a  alort^ 
qu'à  mener  au  cercle  principal  les  tangentes  MT,  M'T',  parallèles  à  ON,D„' 
et  à  tracer,  par  les  points  T  et  T',  des  parallèles  à  OD  qui  sont  les  tan' 
gentes  demandées  ;  leurs  points  de  contact  m  et  m'  appartiennent  aux. 
ordonnées  des  points  M  et  M'. 

695.  Les  constructions  précédentes  (693,  694)  n'exigent  pas  que 
l'ellipse  soit  tracée  :  il  suffit  que  ses  axes  soient  donnés. 

PROBLÈME. 

696.  Connaissant  les  axes  d*une  ellipse ^  construire  ses  points  d'inter» 
section  avec  une  droite  donnée  (fig.  402). 

Soit  DD'  la  droite  donnée  ;  son  point  L  ne  changera  pas  dans  la  dilata- 
tion de  l'ellipse.  La  droite  quelconque  BK  rencontrant  DD'  au  point  C  et 
devenant  B,  K,  le  point  G  devient  G^.  La  droite  LC,  correspond  donc  à  b 
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droite  DD',  et,  comme  elle  coupe  le  cercle  principal  aux  points  M  et  M', 

Fig.  4o2. 


on  n'a  plus  qu*à  ramener  ces  points  sur  DD',  par  des  perpendiculaires 
à  AA\  pour  avoir  en  m  et  en  m!  les  points  demandés. 

THÉORÈME, 

697.  Tous  les  diamètres  de  V  ellipse  sont  des  lignes  droites  passant  par 
son  centre. 

On  entend  par  diamètre  d'une  courbe  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de 
cette  courbe  parallèles  à  une  direction  donnée.  Dans  le  cercle,  tout  dia- 
mètre est  une  droite  perpendiculaire  au  système  de  cordes  qu'il  divise  en 
deux  parties  égales  (93)  ou  qui  lui  est  conjugue. 

Cela  posé,  tout  système  de  cordes  parallèles  du  cercle  a  pour  projection 
un  système  de  cordes  parallèles  de  Tellipse  projection  du  cercle.  Les 
milieux  des  cordes  du  cercle  étant  sur  un  même  diamètre,  les  projections 
de  ces  milieux  ou  les  milieux  des  cordes  correspondantes  de  l'ellipse  sont 
sur  une  même  droite,  projection  du  diamètre  du  cercle,  c'est-à-dire  pas- 
sant par  le  centre  de  l'ellipse.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

698.,  Réciproquement,  toute  droite  passant  par  le  centre  de  l'ellipse 
est  un  diamètre  de  la  courbe^  car  elle  est  la  projection  d'un  certain  dia- 
mètre du  cercle  dont  l'ellipse  est  la  projection.  Les  cordes  conjuguées  au 
diamètre  de  l'ellipse  sont  les  projections  des  cordes  conjuguées  au  dia- 
mètre correspondant  du  cercle. 

COROLLAIRES. 

699.  Deux  diamètres  sont  dits  conjugués  quand  chacun  d'eux  fait 
partie  du  système  de  cordes  conjugué  à  l'autre.  Dans  le  cercle,  deux 
diamètres  conjugués  sont  perpendiculaires  entre  eux.  Pour  avoir  des  dia- 
mètres conjugués  de  l'ellipse  projection  du  cercle,  il  faut  donc  projeter 
deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle  ;  chacun  des  diamètres  obtenus 
en  projection  divisera  alors  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
l'autre. 

Les  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  jouissent  d'importantes  propriétés. 
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700.  La  tangente  à  Textrémité  du  diamètre  du  cercle,  étaet  perp« 
diculaire  à  ce  diamètre,  est  parallèle  au  système  de  cordes  qui  lai  es 
conjugué.  Il  en  résulte  que  la  tangente  à  V extrémité  d'un  diamètre  à 
V ellipse  est  parallèle  au  système  de  cordes  conjugué  à  ce  diamètre. 

701.  Si  l'on  mène  deux  tangentes  à  un  cercle  par  un  point  extérieuc 
le  diamètre  mené  à  leur  point  de  concours  est  perpendiculaire  sur  \ 
milieu  de  la  corde  qui  joint  leurs  points  de  contact.  Par  suite,  si  1*4 
mène  à  une  ellipse  deux  tangentes  par  un  point  extérieur,  le  diamètti 
mené  à  leur  point  de  concours  passe  par  le  milieu  de  la  corde  qui  wà 
leurs  points  de  contact,  i 

THÉORÈME. 

702.  L*aire  de  V ellipse  est  la  moyenne  proportionnelle  des  aires  êè^ 
cercles  construits  sur  ses  deux  axes  comme  diamètres. 

L*ellipse  donnée,  dont  les  axes  sont  2  a  et  2  ^,  peut  être  regardée  comnil 
la  projection  orthogonale  d'un  cercle  de  diamètre  aa,  dont  le  planai 

avec  celui  de  Tellipse  un  angle  V,  tel  que  cosV  =  -  (689).  D'après 

théorème  connu  (voir  la  Trigonométrie) ,  on  obtiendra  alors  l'aire  de  rellipi 
en  multipliant  l'aire  du  cercle  |par  cosV.On  trouve  ainsi,  pour  Texprei 
sion  de  cette  aire, 

7r«^,    c'est-à-dire    ^t^ 


zb\ 
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703.  Lorsque  les  extrémités  d'une  droite  AB  de  longueur  constat 
glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  Oj,  un  point  quehmq^ 
M  de  cette  droite  décrit  une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés  suivant  Oi 
et  Oy,  et  ont  pour  demi'longueurs  a  et  b  les  distances  MA  et  MB  du  point 
aux  extrémités  de  la  droite  AB  {Jig.  4o3). 


Fig.  4o3. 


Fig.  404. 
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Prenons  pour  axes  coordonnés  (t.  I,  Mg.  élém.^  312)  les  deux  droit» 
Ox  et  0^;  les  coordonnées  du  point  M  seront  MP  et  OP.  Par  le  point  0, 
menons  ON  parallèle  à  ABM,  jusqu'à  la  rencontre  de  l'ordonnée  MP.  Li 
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figure  OAMN  étant  un  parallélogramme,  ON  sera  égale  à  la  longueur  con- 
stante AM  ou  a.  Les  triangles  rectangles  semblables  BPM,  OPN,  donnent 
d'ailleurs 

MP       BM  MT.       ^T^n 

vm  =  rivT     0^     MP  =  -NP. 

NP      ON  a 

Le  point  M  décrit  donc  Tellipse  (690)  dont  le  cercle  ON  est  le  cercle 
principal,  et  qui  a  pour  demi-axes  a  et  b,  c'est-à-dire  les  distances  BfA 
et  MB. 

Ce  théorème  donne  un  moyen  pratique  très  simple  de  construire  une 
ellipse  par  points,  à  l'aide  d'une  bande  de  papier  sur  les  bords  de  laquelle 
on  marque  les  trois  points  A,  B,  M.  Il  existe  un  compas  elliptique  fondé 
sur  ce  môme  principe. 

COROLLAIRES. 

704.  Considérons  {fig,  4o4)  la  droite  donnée  dans  les  deux  positions 
voisines  ABM,  A'FM'.  Sur  les  milieux  de  AA'  et  de  BB',  élevons  les  per- 
pendiculaires oLtù  et  ^b)  qui  se  coupent  en  a>.  La  perpendiculaire  élevée 
sur  le  milieu  de  MM'  passera  par  le  point  &>.  En  effet,  les  deux  triangles 
A6)B,  A' wB',  étant  égaux,  les  angles  AB&>,  A'B'u,  sont  égaux.  Les  angles 
uBM,  6>B'M',  le  sont  alors  eux-mêmes  comme  suppléments  d'angles  égaux. 
Il  en  résulte  l'égalité  des  triangles  &>BM,  oaB'M',  et,  par  suite,  celle  des 
distances  wM,  uM'. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment 
du  point  M  considéré  comme  fixe  sur  l'ellipse  qu'il  décrit,  MM'  tendra 
vers  la  tangente  à  la  courbe  en  M,  et  la  perpendiculaire  élevée  sur  le 
milieu  de  MM'  vers  la  normale  au  même  point.  D'ailleurs,  au  et^M  ont 
pour  limites  les  perpendiculaires  élevées  en  A  et  en  B  aux  axes  Ojr  et  Ox, 
En  joignant  le  point  I  d'intersection  de  ces  perpendiculaires  au  point  M 
[fig.  4o4),  on  aura  donc  la  normale  en  M  à  l'ellipse  tracée. 

703.  II  est  utile  de  remarquer  que  la  longueur  MI,  comptée  sur  la  nor- 
male en  M  (fig.  4o4)>  ^st  égale  à  la  longueur  du  demi^diamètre  qui  est 
conjugué  au  diamètre  OM. 

Soit,  en  effet  (fig,  4o5),  OM'  le  diamètre  conjugué  au  diamètre  OM;  ce 
diamètre  conjugué  est  pai-allèle  à  la  tangente  en  M  (700),  c'est-à-dire 
que  la  normale  MI  lui  est  perpendiculaire.  De  plus,  le  rayon  du  cercle 
principal  qui  correspond  à  OM  est  parallèle  à  la  position  de  la  droite  AB 
qui  donne  le  point  M  de  l'ellipse  (703),  et  le  rayon  de  ce  cercle  qui  cor- 
respond à  OM'  est  de  môme  parallèle  à  A'B'M'.  Les  diamètres  conjugués 
de  l'ellipse  répondant  à  des  diamètres  rectangulaires  du  cercle  principal 
(699),  on  en  conclut  que  ABM  est  perpendiculaire  à  A'B'M'.  Comme  BI, 
d'ailleurs,  est  perpendiculaire  à  OB',  les  deux  triangles  MBI,  M'B'O,  qui 
ont  le  côté  MB  égal  au  côté  M' B',  ont  leurs  angles  égaux  et  sont  égaux  ;  par 
suite,  MI  =0M'. 
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PROBLÈME. 

706.  Étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  de  VelUpse  en  gramfeà 
et  en  direction^  construire  les  axes  de  la  courbe  (*  ).  i 

Soient  (fig,  4o5)  OM  et  OM'  les  demi-diamètres  conjugués  donnA 
dont  les  longueurs  sont  a'  et  l/.  En  menant  par  le  point  M  une  pe^ 
pendiculaire  à  OM'  et  en  prenant  sur  cette  perpendiculaire  MI=I| 


nous  aurons  le  sommet  I  du  rectangle  inconnu  lAOB  (705).  Les  sommsl 
B  et  A  de  ce  rectangle  se  trouvent  à  la  fois  sur  le  cercle  circonscrit  da 
le  diamètre  est  10  et  sur  la  droite  qui  unit  le  point  M  au  centre  E  de 
cercle  :  ils  sont  donc  déterminés.  En  joignant  ces  points  B  et  Â  au  poi 
0,  on  a  les  axes  de  l'ellipse  en  direction  ;  de  plus,  MA  et  MB  représenU 
leurs  demi-longueurs  (703,  704). 

THÉORÈME. 

707.  Quand  les  extrémités  d'une  droite  AB  de  longueur  co, 
glissent  sur  deux  droites  fixes  quelconques  Ox  et  Oy,  un  point  quelcon^ 
M,  lié  invariablement  à  AB  dans  le  plan  AOB,  décrit  une  ellipse  (fig,  4o6 

Considérons  une  position  quelconque  de  la  droite  AB  et  faisons  passa 
un  cercle  par  les  trois  points  A,  B,  0.  Si  Ton  suppose  ce  cercle  lié  à  1 
droite  AB  et  entraîné  dans  son  mouvement,  il  passera  toujours  par 
point  0;  car  l'angle  AOB,  ayant  pour  mesure  la  moitié  de  rarcînvari; 
AB  compris  entre  ses  côtés,  ne  peut  pas  cesser  d'être  inscrit.  Le  dilf 
mètre  OC  de  ce  cercle,  dans  la  position  actuelle  de  la  droite  AB,  s^obtied 
en  élevant  en  A  et  en  B,  aux  axes  Ox  et  Oj^,  des  perpendiculaires  qui  9^ 
coupent  au  point  C. 


(')  Voir  Tbaité  de  Géométrie,  par  Eugène  Roaché  et  Ch.  de  Comberow^ 
4*  édition,  1879. 
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Le  cercle  OC  changeant  de  position  en  même  temps  que  la  droite  AB, 
hrc  ÂD  qui  sépare  le  point  A  d'un  point  quelconque  D  de  sa  circonfé- 
pc6  reste  constant;  par  suite,  Tangle  AOD  restant  lui-môme  constant  et 
pot  son  côté  OA  fixe,  tout  point  D  du  cercle  OC  décrit  une  droite  OY. 


[Si  i*on  trace  le  diamètre  du  cercle  OC  qui  passe  par  le  point  donné  M, 

^extrémités  D  et  E  de  ce  diamètre  décrivent  donc  pendant  le  mouve- 

Dt  de  AB  les  deux  droites  fixes  ODY  et  OEX.  Ces  droites  étant  à  angle 

T)lt,  il  résulte  du  théorème  précédent  (703)  que  le  point  M  décrit  une 

î  ayant  pour  demi-longueurs  de  ses  axes,  dirigés  suivant  OY  et  OX, 

b  distances  MD  et  ME. 

Les  perpendiculaires  variables  élevées  en  D  et  en  E  aux  droites  OY  et  OX 

I  coupant  au  point  mobile  C,  on  obtiendra  la  normale  en  M  à  cette 

^en  menant  la  droite  MC  (704). 

scous. 

70S.  La  position  du  point  C  est  indépendante  de  celle  du  point  donné  M. 
ic,  si  le  point  M  varie,  toutes  les  normales  aux  points  correspondants 
différentes  ellipses  obtenues  viendront,  pour  une  môme  position  de  la 
froite  AB,  se  couper  au  point  C. 

D'ailleurs,  le  lieu  du  point  C  est  la  circonférence  décrite  du  point  0 
pDmffle  centre  avec  la  longueur  constante  OC  pour  rayon,  et  lo  cercle  wC, 
nriable  de  position,  reste  constamment  tangent  au  cercle  OC,  dont  le  rayon 
ttt  double  du  sien. 

On  peut  donc  se  figurer  le  mouvement  du  triangle  ABM  en  le  suppo- 
ant  entraîné  dans  le  mouvement  du  cercle  &>C,  qui  roule  sans  glisser  à 
l'intérieur  du  cercle  fixe  OC  de  rayon  double. 

De  c.  —  Cours.  II.  27 
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On  sait  que,  dans  un  pareil  mouvement,  tout  point  du  cercle  mobile 
décrit  un  diamètre  du  cercle  fixe  (théorème  de  la  Hire),  résultat  qui 
coïncide  avec  la  remarque  sur  laquelle  la  démonstration  précédente  est 
fondée.  De  plus,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  tout  point  M  lié  invariabie- 
ment  au  cercle  mobile  et  situé  en  dehors  ou  en  dedans  de  ce  cercle^ 
décrit  une  ellipse:' c'est  un  autre  énoncé  de  la  proposition  du  n**  707, 


Propriétés  fondamentales  de  Thyperbole. 

709.  Vliyperbole  est  une  courbe  plane  telle,  que  la  diffé- 
rence des  distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points 
fixes  de  son  plan  est  égale  à  une  longueur  constante.  Ainsi 
[fig.  4^7),  les  deux  points  fixes  étant  F  et  F'  et  la  longueur 
donnée  étant  représentée  par  la  droite  AÂ',  on  aura  pour  tout 
point  M  de  l'hyperbole 

MF-.MF'  =  =i=AA', 

suivant  que  le  point  considéré  sera  plus  éloigné  du  point  F  ou 
du  point  F'. 

D'après  cela,  pour  décrire  un  arc  d'hyperbole  d'un  mouve- 
ment continu,  on  prend  une  règle  F'K  dont  on  fixe  l'une  des 
extrémités  au  point  F'(^gr- 4o7)>  de  manière  qu'elle  puisse 

Fig.  407. 


seulement  tourner  autour  de  ce  point.  Un  fil,  dont  la  longueur 
est  moindre  que  celle  de  la  règle  de  la  constante  AA',  est  fixé 
par  l'une  de  ses  extrémités  au  point  F  et  par  l'autre  au  point  K. 
Si  l'on  tend  alors  constamment  ce  fil  le  lohg  de  la  règle  à  laide 
d'un  crayon,  en  faisant  tourner  la  règle  autour  de  F',  la  pointe 
du  crayon  trace  un  arc  de  l'hyperbole  demandée;  car,  pour 


GÉOMÉTRIE.  4^9 

Boe  position  quelconque  M  de  cette  pointe,  on  a  (dans  le  cas 
Be  la  figure) 

MF-  MF  =  (MF -*-  MK)  -  (MF  4-  MK)  =  AA'. 

prenant  pour  centre  de  rotation  de  la  règle  le  point  F  et 
attachant  la  seconde  extrémité  du  fil  au  point  F',  on  obtient 

seconde  partie  de  la  courbe.  Quand  la  règle  est  au-dessus 
FF',  le  fil  doit  être  tendu  contre  son  arête  inférieure;  c'est 

Inverse  quand  la  règle  est  au-dessous  de  FF'. 

On  voit  que  l'hyperbole  est  formée  de  deux  parties  qui  ne 

îuvent  avoir  aucun  point  commun,  puisqu'on  a  toujours, 

ur  la  partie  de  droite  de  la  figure,  MF'>  MF,  et  pour  celle 
gauche,  MF>>MF'.  Chaque  partie  est  d'ailleurs  composée 
deux  branches  qui  s'étendent  indéfiniment  au-dessus  et 
•dessous  de  la  droite  FF';  rien  ne  limite  en  effet  l'éloigne- 

lent  des  points  obtenus  sur  la  courbe^  que  la  longueur  même 
la  règle  et  du  fil  employés.  L'hyperbole  est  donc  une 

lurbe  à  branches  infinies,  aussi  bien  dans  la  direction  FF'  que 

tns  la  direction  perpendiculaire. 

710.  Les  points  F  et  F'  sont  les/ajcrs  de  l'hyperbole;  les 

iies  MF  et  MF'  sont  les  rayons  vecteurs  du  point  M.  La  lon- 

leurAA'  est  ordinairement  représentée  par  ^«.  La  dislance 

'  se  nomme  distance  focale,  et  on  la  représente  par  2c. 

/existence  du  triangle  MFF' entraîne  la  condition  2c>  2« 

c 
Le  rapport -est  V  excentricité  de  l'hyperbole.  Celte  excen- 

Iriclié  peut  varier  de  i  à  oo  .  Pour  c=:=  a,  elle  est  égale  à  i,  et 
Thyperbole  se  réduit  aux  deux  portions  de  la  droite  FF'  qui 
8oni  séparées  par  la  dislance  FF'  ;  pour  a  -~  o,  elle  esl  infinie, 
et  l'hyperbole  se  réduit  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  mi- 
lieu de  FF'.  Entre  ces  deux  limites,  l'hyperbole  se  rapproche 
d'autant  plus  de  la  droite  FF'  que  l'excentricité  esl  plus  petite. 

I   711.  On  peut  aussi  tracer  l'hyperbole  par  points  (Jig.  408  ). 

;En  effet,  marquons  le  milieu  0  de  la  distance  focale  FF',  et, 
de  pari  et  d'autre  du  point  0,  prenons  OA  =:  0A'=  a,  puis  un 
point  K  quelconque  sur  le  prolongement  de  OA.  Si  des 
points  F  et  F' comme  centres,  avec  des  rayons  respectivement 
égaux  à  AK  et  à  A'K,  nous  décrivons  des  arcs  de  cercle,  leurs 

27. 
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points  d'inlerseciion  M  et  M' appartiendront  à  Thyperbole,  car 
on  aura 

MF-  MF  =  MF-  MT  =  A'K  -  AK  ^  2a. 

La  distance  des  centres  FF'  étant  toujours  plus  grande  que: 

Fig.  408. 


;b 

A"- 

F'    A' 

ô~" 

A     F        E 

«V 

B' 

1 

la  différence  aa  des  rayons,  il  suffit,  pour  Tinterseclion  des 
deux  circonférences,  que  cette  distance  soit  moindre  que  h 
somme  des  rayons,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

FF'<AK-^-A'K     ou     2c<2AK-f-2a. 

La  condition  cherchée  est  donc 

AK>c  — a     ou     AK>AF. 

Comme  on  peut  échanger  les  centres  sans  modifier  les 
rayons,  chaque  point  K  permet  d'obtenir  quatre  points  M 
et  M',  N  et  N',  de  l'hyperbole.  Le  point  K  doit  seulement  être 
au  delà  du  point  F,  sans  que  rien  limite  sa  position  à  droiie, 
de  ce  point.  Ce  que  nous  venons  de  dire  résulte  d'ailleurs  de  la 
symétrie  de  l'équation  de  condition  MF'— MF  =  =b2fl,  par 
rapport  aux  deux  rayons  vecteurs. 

Si  le  point  K  est  en  F,  les  points  correspondants  de  l'hy- 
perbole sont  les  points  A  et  A'.  Le  rayon  vecteur  minimum 
este  — a;  il  n'y  a  pas  de  rayon  vecteur  maximum,  puisque 
les  rayons  vecteurs  d'un  point  de  la  courbe  peuvent  croître 
jusqu'à  l'infini. 

THÉORÈME. 

712.  U  hyperbole  a  .•  1°  pour  axes,  la  droite  A  A'  qui  passe 
par  ses  deux  foyers  et  la  droite  'RV  perpendiculaire  au  milieu 
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de  la  première;  2®  pour  centre^  l'intersection  0  de  ces  deux 
droites  [Jig.  4  08). 

Même  démonslraiion  que  pour  l'ellipse  (665),  en  considé- 
nnl  la  différence  des  rayons  vecteurs  au  lieu  de  leur  somme. 

COROLLAIRE. 

713.  Des  deux  axes  AA'  et  BB',  le  premier  seul  rencontre 
courbe.  L'axe  AA'  est  dit  l'axe  transverse  de  l'hyperbole, 

Taxe  BB'  est  dit  son  axe  non  transverse.  Les  extrémités  A  et  A' 
de  l'axe  transvèrse  sont  les  sommets  de  la  courbe. 

THÉORÈME. 

714.  Suivant  qu'un  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  Vliy- 
jferbole,  la  différence  de  ses  distances  aux  deux  foyers  est 

^us  grande  ou  plus  petite  que  7,a  [fig.  ^o^]. 


r 


Fig.  409. 


t,  Le  point  N  étant  intérieur,  joignons-le  aux  deux  foyers. 
|RF'  coupant  au  point  M  la  branche  de  courbe  qui  correspond 
tu  foyer  F,  on  a 


I 


NF<MN4-MF,     d'où    NF -~NF>NF'- MN  -  JtfF, 

c'est-à-dire 

NF-NF>MF'-MF    ou    ia. 

Le  point  N'  étant  extérieur,  joignons-le  aux  deux  foyers. 
f'N' prolongé  coupant  au  point  M  la  branche  de  courbe  qui 
correspond  au  foyer  F,  on  a 

N'F  +  MN'>MF,    d'où    MF- N'F- MN'<MF- MF, 


432 

c*est-à-dire 

COROLLAIRE. 
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N'F-N'F<2rt. 


71a.  Ce  théorème,  rapproché  de  la  définition  de  ia  courbe, 
i'oLirnit  un  critérium  pour  juger  de  la  position  d'un  point  queh 
conque  de  son  plan  par  rapport  à  Thyperbole  supposée  noij 
rrî*cée.  Suivant  que  la  différence  des  distances  du  point  con^ 
sidéré  aux  deux  foyers  est  inférieure,  égale  ou  supérieure  à 
2  a»  ce  point  est  hors  de  la  courbe,  sur  la  courbe  ou  dans  son 
intérieur. 

THÉORÈME. 

TIG.  La  tangente  à  l'hyperbole  est  la  bissectrice  de  Variait 
fonn  é  par  les  rayons  vecteurs  dupoin  t  de  contact  [Jig.  4 1  o,  4  n). 

Môme  démonstration  que  pour  l'ellipse  (670),  en  remaiv 
qiiLint  que  dans  l'ellipse  les  rayons  vecteurs  d'un  même  poini 
varient  en  sens  contraires,  tandis  que  dans  l'hyperbole  ils  v^ 
lient  dans  le  même  sens. 

TIT.  Réciproquement,  la  courbe  dont  la  tangente  fait  (ta 
angles  égaux,  extérieurement  ou  intérieurement,  avec  lei 
rayons  vecteurs  menés  du  point  de  contact  à  deux  points fixtSi 
est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  ces  points  fixes  sont  la 

foyers. 

Fig.  4 10. 


En  effet,  si  l'on  abaisse  d'un  point  G  de  la  tangente  MT 
[Jig,  4'o)  des  perpendiculaires  GH  et  GI  sur  les  rayons  ve^ 
leurs  du  point  M,  les  triangles  rectangles  ainsi  formés  seront 
égaux,  puisque  la  tangente  est  par  hypothèse  la  bissectrice  de 
Tangle  HMI;  on  aura  donc  MH  =  ML 

Considérons  maintenant  la  sécante  M  M' S  [fig.  4")  qui 
coupe  la  courbe  en  M  et  en  M',  et  portons  les  rayons  vecteurs 
fin  point  M'  sur  ceux  du  point  M  enFC  et  enF'D.  Si  l'on  mène 
alors  d'un  point  G  quelconque  de  la  sécante  les  parallèles  Gfl 
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ei GI  à  M'C  el  à  M'D,  les  quadrilatères  M'CMD,  GHMI,  seront, 
semblables,  et  Ton  aura  constamment 

I  MCMH 

MJD  ""  Ml  ' 

Vais  à  la  limite,  quand  le  point  M'  vient  en  M,  la  sécante 

Fig.  4ii. 


MM'S  est  remplacée  par  la  tangente  MX,  et  Ton  a  MH  =  ML 

DoDC,  la  limite  du  rapport  ^^  est  aussi  l'unité. 

Or,  si  les  deux  rayons  vecteurs  varient  en  sens  contraires, 
XD  étant  la  diminution  du  premier,  MC  est  l'augmentation 
(gale  du  second,  et  la  courbe  est  une  ellipse,  puisque  la 
iBomme  des  rayons  vecteurs  d'un  même  point  demeure  con> 
«tante.  Si  les  deux  rayons  vecteurs  varient  dans  le  même  sens, 
4fD  étant  l'augmentation  de  l'un,  MC  est  l'augmentation  égale 
de  l'autre,  et  la  courbe  est  une  hyperbole,  puisque  la  diffé- 
rence des  rayons  vecteurs  d'un  même  point  demeure  con- 
sume. 

COROLLAïaSS. 

»   718.  Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  JA^ 
tont  extérieurs  à  l'hjrperbole,  qui  est,  par  suite^  une  courbe 

convexe. 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (671),  en  rempla- 
çant ia  somme  des  rayons  vecteurs  par  leur  différence. 

719.  Si  l'on  meneau  point  M  (/îg*.  ^\^)  une  perpendicu- 
laire MN  à  la  tangente  MT,  les  angles  FMN,  LMN,  sont  égaux 
comme  compléments  d'angles  égaux.  Donc,  la  normale  à 
l'hyperbole  est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  Vun  des 
rayons  vecteurs  du  point  de  contact  et  le  prolongement  de 
l'autre  rayon. 


I 
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La  normale  en  un  sommet  de  l'hyperbole  se  confond  avec 
Taxe  iransverse,  el  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

La  tangente,  la  normale  et  les  rayons  vecteurs  menés  en  uni 
même  point  de  la  courbe  rencontrent  une  sécante  quelconque 
en  quatre  points  conjugués  deux  à  deux  (H3].  | 


Si  une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  les  mêmes  foyers  oè 
sont  homofocales,  elles  se  coupent  à  angle  droit»  car»  en  Tun 
quelconque  des  points  d'intersection,  la  tangente  de  l'une  est 
la  normale  de  l'autre  (670,  673).  i 

720.  Dans  le  cas  de  l'hyperbole,   les  rayons    lumineax,^ 
sonores  ou  calorifiques,  qui  partent  de  l'un  des  foyers  F,  s'éloi- 
gnent de  plus  en  plus  de  l'autre  foyer  F'  après  leur  réflexion, 
sur  la  courbe  ;  mais  toutes  leurs  directions  prolongées  viennent 
y  converger. 

THÉORÈME. 

721.  Le  lieu  des  points  symétriques  cp  de  Vun  des  foyen^ 
par  rapport  aux  tangentes  est  un  cercle  [directeur)  décrit  de 
Vautre  foyer  F'  comme  centre  avec  la  longueur  2. a  de  Vaxe 
transverse  pour  rayon  [fig*  4'^)- 

Le  lieu  des  points  équidistants  d*un  cercle  de  centre  F  et 
d'un  point  F  extérieur  à  ce  cercle  est  une  hyperbole  dont  les  ^ 
foyers  sont  les  points  F  et  F',  et  dont  le  cercle  directeur  rela-  , 
tifau  foyer  F'  est  le  cercle  donné. 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (675,  676),  en  rem- 
plaçant toujours  la  somme  des  rayons  vecteurs  par  leurdiffé- 
•  rence.  L'hyperbole  a,  comme  l'ellipse,  deux  cercles  dîrectears. 
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COROLLAIRE. 

722.  Ce  ihéorème  fournit  une  nouvelle  construction  par 
points  (711)  de  l'hyperbole,  qu'on  peut  résumer  comme  il 
suit  :  Si  d'un  point  F,  pris  à  l'extérieur  d'un  cercle  F',  on 
mène  des  droites  aux  divers  points  de  sa  circonférence,  les 
perpendiculaires  élevées  à  ces  droites  par  leurs  milieux  enve- 
loppent une  hyperbole  qui  a  pour  foyers  les  points  F  et  F'  et 
pour  axe  transverse  le  rayon  du  cercle  F'  ;  les  points  de  con-- 
tact  de  ces  tangentes  sont  à  leurs  rencontres  avec  les  prolon- 
gements des  rayons  du  cercle  Y'  qui  correspondent  aux  points 
considérés. 

THÉORÈME. 

723.  Le  lieu  des  projections  des  foyers  d'une  hyperbole  sur 
ses  tangentes  est  la  circonférence  décrite  sur  l'axe  transverse 
comme  diamètre  [fig.  4'^)- 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (677).  Le  cercle 
obtenu  est  dit  le  cercle  principal  de  l'hyperbole. 

COROLLAIRES. 

724.  Soient  [fig.  4i3)  la  tangente  MT,  les  rayons  vecieurs 
MF,  MF',  de  son  point  de  contact,  <p  le  symétrique  du  foyer  F 
par  rapport  à  la  tangente  MT,  K  la  projection  de  ce  foyer  sur 
la  tangente.  Les  rayons  OK  et  F'cp  du  cercle  principal  et  du 

Fig.  /,i3.  FiR.  4i4. 


cercle  directeur  relatif  au  foyer  F'  restent  toujours  parallèles 
entre  eux  pendant  que,  le  point  9  parcourant  le  cercle  direc- 
teur, la  droite  F<p  tourne  autour  du  foyer  F  (722,  723).  Au 
moment  où  cette  droite  devient  tangente  au  cercle  directeur, 
elle  le  devient  donc  aussi  au  cercle  principal  (163);  soient  9 
et  K  ses  poinis  de  contact  avec  ces  deux  cercles  [fig.  4i4)-  ^^ 
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langenle  à  Phyperbole  qui  passe  par  le  polnl  K,  étant  perpefr^ 
diculaire  à  F  cp,  n'est  alors  autre  chose  que  le  prolongement  di 
rayon  OK  et  devient  parallèle  au  rayon  F' 9,  de  sorte  que  soi 
point  de  contact  M  s'éloigne  à  Tinfini  (722).  La  droite  OKM 
ainsi  obtenue,  qui  touche  la  branche  supérieure  de  la  demi 
hyperbole  de  droite  à  rinfini,  est  appelée  asymptote  i 
l'hyperbole. 

La  seconde  tangente  commune  menée  au  cercle  principe 
et  au  cercle  directeur  F'  par  le  foyer  F  correspond  à  u» 
seconde  asymptote  OK'M\  qui  touche  à  l'infini  la  branche 
inférieure  de  la  demi-hyperbole  de  droite. 

Les  droites  OKM»  OK'M'^  étant  également  inclinées  de  pari 
et  d'autre  de  l'axe  transverse,  si  l'on  fait  faire  à  i'hyperboh 
une  demi-révolution  autour  de  son  axe  non  transverse,  le 
foyers  ne  font  que  s'échanger,  ainsi  que  les  deux  demi-hypcf 
boles,  de  sorte  que  le  prolongement  OM4  de  la  droite  OKI 
est  asymptote  à  la  branche  inférieure  de  la  demi-hyperbol 
de  gauche,  tandis  que  le  prolongement  OM',  de  la  droil 
OK'M'  est  asymptote  à  la  branche  supérieure  de  cette  demi 
hyperbole. 

En  résumé,  V hyperbole  a  pour  asymptotes  les  deux  droiU 
indéfinies  tracées  par  son  centrey  parallèlement  aux  rayon 
du  cercle  directeur  F'  qui  correspondent  aux  tangentes  com 
munes  menées  du  foyer  F  au  cercle  F'  et  au  cercle  principe 
de  la  courbe»  Ces  droites  sont  d'un  grand  secours  pour  la  coi 
struction  de  l'hyperbole,  puisqu'elles  font  connaître  les  direo 
tions  vers  lesquelles  tendent  ses  branches  infinies. 

725.  Soient  {/ig.  ^.i5)  les  asymptotes  xx'y  yy\  de  ^hype^ 
bole  dont  les  foyers  sont  F  et  F'  et  les  axes  AA'  et  BB'.  Meooai 
au  point  A  la  perpendiculaire  AG  à  l'axe  transverse,  jusqu'i 
la  rencontre  de  l'asymptote  yy'.  D'après  ce  qui  précède,  d 
l'on  abaisse  aussi  FK  perpendiculaire  surj'T^,  on  aura  0K=«" 
Les  deux  triangles  rectangles  OAG,  OKF,  sont  donc  égaux,  et 
OC  =  OF  =  c.  On  voit  que,  a  et  c  étant  donnés,  on  en  déduH 
AC;  de  même,  a  et  AC  étant  connus,  on  en  déduit  c. 

Achevons  le  rectangle  CC'D'D.  Par  analogie  avec  l'ellipse 
(  666  ),  la  longueur  BB'  =  2  AC  ainsi  déterminée  est  appelée  It 
longueur  de  Vaxe  non  transverse  de  l'hyperbole,  et  on  la  re» 
présente  par  26.  Remarquons  que  le  parallélogramme  ABA'B 
a  ses  côtés  parallèles  aux  asymptotes. 
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Les  trois  longueurs  a,  b,  c,  sont  liées  entre  elles  par  la  rela- 
Ion  c*=  a"  4-  6*.  Elles  sont  liées  dans  Tellipse  par  la  relation 
*r=:a* —  6*,  qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  chan- 
ement  de  6*  en  —  6*.  Par  suite,  les  propriétés  de  V ellipse  et 
k  Vhjrperbole  qui  ne  dépendent  que  des  longueurs  de  leurs 
tes  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  le  simple  changement 
fe  6'  en  —  h^. 


Fig.  /n5. 


)  726.  Lorsqu'on  donne  les  longueurs  des  axes  de  Thyper- 
Me,  il  est  facile  de  déterminer  graphiquement  les  foyers.  On 
ka  qu'à  élever  à  l'extrémité  A  de  Taxe  transverse  une  perpen- 
diculaire \C^^b[Jig.  4^5)  et  à  décrire  du  point  0  comme 
tenire,  avec  OC  pour  rayon,  une  circonférence  qui  coupe  Taxe 
transverse  aux  deux  foyers  F  et  F'.  On  trouve  en  même  temps 
Tasymptote  OC  et  sa  syméirique  OC. 

f  727.  On  appelle  hyperbole  équilatère  une  hyperbole  dont 
Hes  deux  axes  ont  la  même  longueur.  Le  rectangle  CC'D'D 
■{fig,  4i5)  devenant  alors  un  carré,  on  voit  que  les  asymptotes 
tune  hyperbole  équilatère  sont  à  angle  droit  l'une  sur  l'autre. 

I  728.  On  entend  par  hyperboles  conjuguées  deux  hyperboles 
JQui  ayant  les  mêmes  axes,  et  par  suite  le  même  centre,  Ta 
jinême  dislance  focale  et  les  mê.naes  asymptotes,  sont  situées 
par  rapport  à  ces  asymptotes  dans  des  angles  différents,  c'est- 
à^ire  que  Taxe  transverse  de  Tune  est  Taxe  non  transverse 
ieTauire,  et  réciproquement  [Jig.  4*5). 
Deux  hyperboles  conj uguées  ne  sont  identiques  et  ne  peuvent 
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se  substituer  Tune  à  Tautre  par  un  quart  de  révolution,  qw 
lorsqu'elles  sont  équilatères  (727). 

PROBLÈME. 

729.  Mener  une  tangente  à  V hyperbole  par  un  point  dortni 
Mêmes  procédés  que  pour  Tellipse  (679). 

COROLLAIRES.  ' 

730.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  { 
V hyperbole  est  une  circonférence  concentrique  à  la  courh 
et  ayant  pour  rayon  sja^  —  b^  (680,  725). 

La  démonstration  directe  est  la  même  que  pour  Tellipse 
Seulement,  la  question  revient  ici  à  chercher  le  lieu  des  mi- 
lieux des  cordes  interceptées  dans  le  cercle  directeur  relatif  ai 
foyer  F',  par  un  angle  droit  dont  le  sommet  F  lui  est  extérieai 
Le  problème  peut  alors  être  impossible,  et  le  lieu  cesseï 
d'exister,  si  l'on  a  a  <  6. 

La  tangente  de  l'angle  aigu  formé  par  l'asymptote  0/a?6( 

l'axe  transverse  étant  représentée  par-  (vo/Vla  Trigonométrie^ 

le  problème  est  impossible  quand  cet  angle  est  supérieur  i 
45  degrés  ou  quand  l'anglejO^r  des  deux  asymptotes  (Jig4^^\ 
est  obtus;  il  est  possible,  au  contraire,  quand  cet  angle  estaigui 

En  effet,  l'angle  des  deux  asymptotes  est  précisément  (72t) 
le  supplément  de  celui  des  deux  tangentes  qu'on  peut  mener 
au  cercle  directeur  F'  par  le  foyer  F.  Or,  ce  n'est  que  lorsque 
l'angle  de  ces  deux  tangentes  est  obtus  que  les  deux  côtés  d<^ 
l'angle  droit  dont  le  sommet  est  en  F  peuvent  rencontrer  à  11 
fois  le  cercle  F'.  j 

Lorsque  l'angle  des  asymptotes  est  droit,  celui  desdeuij 
tangentes  menées  du  foyer  F  au  cercle  directeur  F'  est  ausi 
droit,  et  il  n'y  a  pas  d'autre  angle  droit  circonscrit  à  l'byper^ 
bole  que  celui  de  ses  asymptotes.  Ce  résultat  limite  est  d'aO-i 
leurs  évident,  car,  la  courbe  étant  alors  équilatère  (727),  oB] 
a  a  =r  6,  et  le  lieu  se  réduit  au  centre  de  l'hyperbole. 

En  général,  le  problème  n'est  possible  que  pour  l'une  des 
deux  hyperboles  conjuguées  (728)  déterminées  par  les  axes 
a  ei  b, 

731.  Les  tangentes  PM,  PM',  menées  à  l'hyperbole  par  un 
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point  extérieur  P,  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui 
vont  du  point  P  aux  deux  foyers;  la  droite  qui  va  du  point  P 
à  l'un  des  foyers  est  bissectrice  de  l'angle  intérieur  ou  exté- 
rieur des  rayons  vecteurs  ^ui  vont  de  ce  foyer  aux  deux  points 
de  contact  M  et  M%  suivant  que  les  deux  tangentes  touchent 
l'hyperbole  dans  la  même  région  ou  dans  deux  régions  diffé- 
rentes. 

PROBLÈME. 

732.   Mener  à  l'hyperbole  une   tangente  parallèle  à  une 
droite  donnée  [fig.  4^6). 

Même  procédé  que  pour  l'ellipse  (682).  Seulement,  le  pro- 
blème n'est  pas  toujours  possible.  Il  faui  que,  si  l'on  mène 


par  le  centre  de  la  courbe  une  parallèle  à  la  droite  donnée, 
elle  ne  tombe  pas  dans  les  angles  des  as^^mptotes  qui  ren- 
ferment l'hyperbole.  En  effet,  pour  que  la  perpendiculaire 
menée  du  foyer  F  à  la  droite  donnée  rencontre  le  cercle  direc- 
teur F',  il  est  nécessaire  qu'elle  tombe  au-dessous  de  la  droite 
FK,  perpendiculaire  à  la  fois  à  l'asymptote  0/  [fig.  ^iS)  et 
tangente  à  ce  cercle  directeur.  Le  problème  n'est  donc  en  gé- 
néral possible  que  pour  l'une  des  deux  hyperboles  conju- 
guées déterminées  par  les  axes  a  et  b. 

COROLLAIRES. 

733.  Les  deux  tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée  ont 
leurs  points  de  contact  symétriques  par  rapport  au  centre  (683). 

734.  Le  produit  des  distances  d'un  foyer  à  deux  tangentes 
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parallèles  ou  le  produit  des  distances  des  deux  foyers  à  lau 
même  tangente  est  constant  (6S5). 

SCOLIB.  • 

I 

735.  Les  consiruciions  des  n®*  729  et  732  n'exigent  pas  qiu 
riiyperbole  soit  tracée  (686). 

I 
PROBLÈME. 

736.  Connaissant  les  foyers  F  et  F'  et  taxe  transverse  d'util 
hyperbole,  déterminer  ses  points  de  rencontre  avec  une  droii 
donnée. 

Même  procédé  que  pour  l'ellipse  (687). 


Propriétés  fondamentales  de  la  parabole. 

737.  La  parabole  est  une  courbe  plane  telle,  que  chacun  (^ 
ses  points  est  équidistant  d'un  point  fixe  et  d'une  droite  fijd 
donnés  dans  son  plan.  Ainsi  [fig,  4>7)'  '^  point  fixe  éianll 


Fig.  417. 


et  la  droite  fixe  DD',  on  aura,  pour  tout  point  M  de  la  parabolei 
en  abaissant  MH  perpendiculaire  sur  DD',  MF  =  MH.  Par  sa 
définition  même,  la  parabole  est  nécessairement  située  tout 
entière  du  même  côté  que  le  point  fixe  par  rapport  à  la  droiie 
fixe. 
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D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  pour  décrire  un  arc  de  para- 
bole d*un  mouvement  continu,  on  fait  coïncider  Tarête  d'une 
règle  avec  la  droite  DD',  el  l'on  applique  contre  cette  règle 
le  petit  côté  KH  d'une  équerre  KHG.  Un  fil,  égal  en  longueur 
au  grand  côté  HG  de  cette  équerre,  est  fixé  par  ses  deux 
extrémités,  d'une  part  au  point  F  et  de  l'autre  à  l'extrémité  G 
du  côté  HG.  Si  Ton  tend  alors  constamment  ce  fil  contre  le 
grand  côté  de  l'équerre  à  l'aide  d'un  crayon.,  et  si  Ton  fait  en 
même  temps  glisser  l'équerre  le  long  de  la  règle,  la  pointe  du 
crayon  décrit  un  arc  de  parabole.  En  effet,  pour  une  position 
quelconque  M  de  cette  pointe,  on  a 

GM4-MF    .GM-T-MH,    d'où    MFi^MH. 

En  opérant  de  cette  manière,  on  trace  d'un  mouvement 
continu  l'arc  BA,  qui  va  du  point  B  de  la  courbe,  dont  la  dis- 
tance au  point  F  eç^t  égale  à  GH,  jusqu'au  point  A,  milieu  de 
la  perpendiculaire  FL  abaissée  du  point  F  sur  la  droite  DD'. 
Il  faut  ensuite  retourner  l'équerre,  comme  l'indique  la  figure, 
pour  décrire  Tare  AB'. 

On  voit  que  la  parabole  est  formée  de  deux  branches  qui 
s'étendent  indéfiniment,  à  partir  du  point  A,  au-dessus  et 
au-dessous  de  la  droite  FL;  car,  si  l'on  emploie  une  règle,  une 
équerre  et  un  fil  assez  longs,  rien  ne  limite  l'éloignement  des 
points  obtenus  sur  la  courbe.  La  parabole  est  donc  une  courbe 
à  branches  infinies,  mais  sans  séparation,  et  d'un  seul  côté  de 
la  droite  fixe. 

738,  Le  point  F  est  \e  fo^er  de  la  parabole;  la  droite  DD' 
(îst  sa  directrice,  La  droite  MF  est  le  rayon  vecteur  du  point  M. 
La  distance  FL  du  foyer  à  la  directrice  se  nomme  le  paramètre 
de  la  courbe,  et  on  la  représente  par/?. 

739.  On  peut  aussi  tracer  la  parabole  par  points. 

En  effet,  prenons  [fig.  4^8)  un  point  P  quelconque  sur  la 
perpendiculaire  FL  abaissée  du  foyer  sur  la  directrice.  Par  le 
point  P,  menons  une  perpendiculaire  à  FL  ou  une  parallèle  à 
la  directrice,  et  du  foyer  F  comme  centre,  avec  PL  pour  rayon, 
décrivons  une  circonférence  qui  coupera  cette  parallèle  en 
deux  points  M  et  M'  appartenant  à  la  parabole,  comme  équi- 
distants  du  foyer  et  de  la  directrice. 

Pour  que  les  points  d'intersection  M  et  M'  existent,  il  suffit 
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que  le  point  P  soit  à  rintérieur  du  cercle  décrit  du  foyer  F 
comme  centre  avec  PL  pour  rayon,  c'est-à-dire  qu'on  ai£| 
FP  <  PL.  Cette  condition  sera  toujours  remplie  lorsque  m 
point  P  sera  à  droite  du  foyer  F  (dans  le  cas  de  la  CgureM 
mais  elle  exige,  si  le  point  P  est  à  gauche  de  F,  qu'il  reste) 
droite  du  point  A,  milieu  de  FL.  Si  l'on  a  dans  ce  cas,  commi 
condition  limite,  FP=:PL,  le  point  P  se  confond  avec  te 
point  A,  et  les  deux  points  M  et  M'  se  réunissent  en  ce  point 

Le  rayon  vecteur  minimum  est  donc  AF  ou  -;  il  n'y  a  pas  de 

rayon  vecteur  maximum,  rien  ne  limitant  l'éloignement  du 
point  P  à  droite  du  foyer  F. 

THÉORÈME. 

740.  La  parabole  a  pour  axe  la  perpendiculaire  menée  (b 
foyer  sur  la  directrice  [fig.  4*^)« 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (665,  i°)- 


Fig.  4i8. 
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Le  point  A,  commun  à  la  parabole  et  à  son  axe>  est  le  iom* 
met  de  la  courbe. 

THÉORÈME. 

741.  Suivant  qu'un  point  est  intérieur  ou  extérieure  la 
parabole,  sa  distance  au  foyer  est  moindre  ou  plus  grande  que 
sa  distance  à  la  directrice  [fig»  4^9)* 

Soit  d'abord  un  point  N  intérieur  à  la  courbe.  Menons  U 
droite  NF  et  la  perpendiculaire  NH  à  la  directrice,  laquelle 
coupera  la  parabole  au  point  M  (737).  Le  triangle  NFM  donne 
alors 

NF<NM4-MF    ou     NF<NH,     puisque    MFzrrMH. 
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Soit  de  même  un  point  N'  extérieur  à  la  courbe.  Si  le 
point  N'  et  le  foyer  sont  de  côtés  différents  par  rapport  à  la 
directrice,  la  proposition  est  évidente.  Sinon,  menons  la 
jdroite  N'F  et  la  perpendiculaire  N'Hà  la  directrice,  laquelle, 
prolongée»  coupera  la  parabole  au  point  M.  Le  triangle  N'FM 
lionne  alors 

'N'F>MF~MN'    ou    N'F>N'H,     puisque    MF  =  MH. 


COROLLAIRE. 

;  74.2.  Ce  théorème,  rapproché  de  la  définition  de  la  courbe, 
fournit  un  criiérium  pour  juger  de  la  position  d'un  point 
quelconque  de  son  plan  par  rapporta  la  parabole  supposée 
non  tracée.  Suivant  que  la  distance  du  point  considéré  au 

Îhjrer  est  égale,  supérieure  ou  inférieure  à  sa  distance  à  la 
directrice,  ce  point  est  à  la  courbe,  il  lui  est  extérieur  ou  in^^ 
prieur. 

THÉORÈME. 

I  74-3.  La  tangente  à  la  parabole  fait  extérieurement  des 
0aigles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  et 
i^*ec  la  parallèle  menée  à  Vaxe  par  le  même  point. 

Prenons  sur  la  parabole  [fig,  4^0)  deux  points  voisins  M  et 
V;  menons  la  sécante  MM'S;  abaissons  des  deux  points  con- 
sidérés les  perpendiculaires  M 9,  M'cp',  sur  la  directrice  DD', 
:ei  traçons  leurs  rayons  vecteurs.  Portons  sur  FM  une  lon- 


Fig.  420. 


Fig.  4a I. 
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gueur  FC— FM'  et,  sur  <pM,  une  longueur  9E  =  ©'M'.  D'après 
la  définition  de  la  parabole,  MC  est  égal  à  ME. 
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D'un  point  G  quelconque  de  la  sécante  MM'S^  menons  à  MX 
et  à  M'£,  jusqu'à  la  rencontre  de  FM  et  de  cpM,  les  paral- 
lèles GI  et  GH.  Les  deux  quadrilatères  CM'ËM,  IGHM,  sont 
semblables  (153),  et  l'égalité  de  MC  et  de  ME  entraîne  celle 
de  MI  et  de  MH. 

A  mesure  que  le  point  M'  se  rapproche  du  point  M«  GH 
reste,  comme  M'E,  perpendiculaire  à  M9,  tandis  que  GI,  per- 
pendiculaire à  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  du  triangle 
isocèle  M'FC,  tend  à  le  devenir  au  rayon  vecteur  FM.  On  a  de 
plus  constamment  MI  ==MH.  La  tangente  à  la  parabole  [Jig,  fyii] 
doit  donc  être  telle  que,  si,  d'un  point  quelconque  G  pris  sur 
celte  droite,  on  abaisse  des  perpendiculaires  GI  et  GH  sur  le 
rayon  vecteur  du  point  de  contact  M  et  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  la  directrice,  on  ait  MI  =  MH.  Les 
triangles  rectangles  MGI,  MGH,  sont  donc  égaux,  ainsi  que 
les  angles  GMI,  GMH.  La  tangente  à  la  paralfole  est  donc 
bissectrice  de  l* angle  formé  par  le  rayon  vecteur  du  point  de 
contact  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  direc- 
trice. 

Mais,  l'angle  GMH  étant  Topposé  par  le  sommet  de  l'angle 
TiMO,  les  deux  angles  GMI  ou  ÏMF  et  TiMO  sont  égaux;  ce 
qui  conduit  à  l'énoncé  adopté. 

744.  Réciproquement,  la  courbe  dont  la  tangente  est  bissec- 
trice de  r angle  formé  par  les  droites  menées  d'un  point  de  la 
courbe  à  un  point  fixe  et  perpendiculairement  à  une  droite 
fixe,  est  une  parabole  ayant  le  point  et  la  droite  fixes  pour 
foyer  et  pour  directrice. 

Démonstration  analogue  à  celle  donnée  pour  l'ellipse  et 
l'hyperbole  (717). 

COROLLAIRE. 

74.5.  Soit  S  le  point  où  la  sécante  MM'S  [fig.  420)  coupe  la 
directrice  DD'.  On  a,  à  cause  des  parallèles, 

MS  __  M9_  __  MF 

M'S""M'(p''"M'F' 

la  droite  SF  est  donc  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  en  F  du 
triangle  MFM'  (143).  La  droite  qui  joint  le  foyer  d*  une  para- 
bole au  point  de  rencontre  d'une  sécante  quelconque  ai^ec 
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la  directrice  est  donc  bissectrice  de  Vangle  extérieur  des 
rayons  vecteurs  des  points  d* intersection  de  la  sécante  avec  la 
courbe. 

A  la  limite,  quand  la  sécante  devient  tangente,  c'est-à-dire 
quand  Vangle  MFM'  devient  nul,  la  droite  SF  est  remplacée 
(fig.  421)  par  la  droite  RF,  bissectrice  de  Tangle  supplémentaire 
de  cet  angle  nul.  Par  suite,  la  droite  qui  joint  le  foyer  d*une 
parabole  au  point  où  une  tangente  quelconque  rencontre  la 
directrice f  est  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  du  point  de 
contact. 


Fig.  4^2. 


746.  Tous  les  points  de  Li  tangente  MT,  sauf  le  point  de 
contact  M,  sont  extérieurs  à  'a  pa- 
rabole, qui,  par  suite  (672),  est  une 
courbe  convexe  [fig.  4^2). 

En  effet,  le  triangle  FM 9  étant 
isocèle  et  la  tangente  étant  la  bis- 
sectrice de  son  angle  au  sommet 
(743),  elle  est  perpendiculaire  sur 
le  milieu  K  de  F9.  Pour  un  point  Tj 
quelconque  de  la  tangente,  on  a 
donc,  TiH  élant  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  la  direc- 
trice, TiH<Ti<p  ou  TiH<TiF. 
Le  point  Ti  est  donc  extérieur  à  la  courbe  (742). 

747.  Si  Ton  mène  au  point  M  [fig.  4^^)  une  perpendicu- 
laire MN  à  la  tangente  MT,  les  deux  angles  FMN,  OMN,  sont 
égaux  comme  compléments  d'angles  égaux  (743).  Donc,  la 
normale  à  la  parabole  est  bissectrice  de  Vangle  formé  par  le 
rayon  vecteur  du  point  de  contact  et  la  parallèle  menée  à 
Vaxe  par  ce  point. 

Au  sommet  de  la  parabole,  la  normale  se  confond  avec 
Taxe  et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Soient  T  et  N  [fig.  4^2)  les  points  où  la  tangente  et  la  nor- 
male rencontrent  Taxe.  Les  triangles  TMF,  NMF,  étant  évidem- 
ment isocèles,  on  a  MF  =  FT  =  FN.  LefoyerYest  donc  à  une 
distance f  soit  du  pied  de  la  tangente,  soit  du  pied  de  la  nor- 
male sur  Vaxe,  égale  au  rayon  vecteur  du  point  de  contact, 

748.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  rayons  lumineux,  so- 
nores ou  calorifiques,  qui  partent  du  foyer,  deviennent  tous 

28. 
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parallèles  à  Taxe  après  leur  réflexion  sur  la  courbe.  C'est  pour- 
quoi l'on  emploie  des  réflecteurs  paraboliques  lorsqu'on  veut 
projeter  au  loin  un  faisceau  de  rayons  lumineux  parallèles 
(lanternes  de  voitures,  phares).  Réciproquement,  tout  rayon 
qui  vient  rencontrer  la  parabole  parallèlement  à  son  axe  se 
réfléchit  au  foyer  de  la  courbe.  De  la,  par  exemple,  l'usage  des 
réflecteurs  paraboliques  dans  les  télescopes,  pour  concentrer 
au  foyer  les  rayons  lumineux  venant  de  l'astre  observé. 

THÊORÈlkœ. 

74-9.  Le  lieu  des  points  symétriques  9  du  foyer  F  par  rap- 
port aux  tanffentes  à  la  parabole  est  la  directrice  [fig,  4^a). 

Cette  proposition  est  évidente  d'après  ce  qui  a  été  dit  au 
n<>746. 

SGOLIE. 

750.  Étant  donnés  un  point  F  et  une  droite  DD'  {Jig.  4^^)» 
si  Von  mène  des  droites  F  9  aux  différents  points  de  la  droite 
DD',  les  perpendiculaires  élevées  à  ces  droites  par  leurs  mi- 
lieux enveloppent  une  parabole  quia  pour  foyer  le  point  f 
et  pour  directrice  la  droite  DD';  les  points  de  contact  de  ces 
tangentes  sont  à  leurs  rencontres  avec  les  perpendiculaires 
menées  à  la  directrice  par  les  points  9. 

C'est  là  un  nouveau  procédé  pour  décrire  la  parabole  par 
points  (739).  En  le  suivant,  on  n'obtient  qu'un  point  à  la 
fois;  mais  on  a  en  même  temps  la  tangente  en  ce  point. 

751.  On  voit  que  les  parallèles  à  l'axe  de  la  parabole  ne 
rencontrent  la  courbe  qu'en  un  seul  point.  Il  serait  donc  faux 
de  dire  qu'une  droite  qui  n'a  qu'un  point  commun  avec  une 
courbe,  même  convexe,  lui  est  tangente.  Une  droite  tangente 
n  une  courbe  convexe  n'a  qu'un  point  commun  avec  elle  (  672); 
mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

THÉORÈME. 

752.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  de  la  parabole  sur 
ses  tangentes  est  la  tangente  au  sommet, 

MT  éunt  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M  (Jig.  4^3)>  cl? 
le  symétrique  du  foyer  F  par  rapport  à  cette  tangente,  le 


Fig.  423. 
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point  K  OÙ  F<p  coupe  la  tangente  est  le  milieu  de  Fcp.  D'ail- 
leurs, le  sommet  A  est  le  milieu  de  FL.  Donc,  dans  le  triangle 
•FL9,  AK  est  parallèle  à  la  directrice 
[OU  se  confond  avec  la  tangente  au  som» 
Aiet  (747).  La  projection-  K  du  foyer 
|iar  une  tangente  se  trouve,  par  suite, 
Irar  la  tangente  au  sommet. 
I  Réciproquement,  K  étant  un  point  de 
lia  tangente  au  sommet,  si  l'on  mène  la 
jAroite  FK9,  le  point  9  sera  le  symé- 
Itrique  du  foyer  F  par  rapport  à  la  tan- 
gente qui  passe  par  le  point  K  (750); 
lie  point  K  sera  donc  la  projection  du  foyer  F  sur  cette  tangente. 
i 

COROLLAIRE. 

753.  Si  l'un  des  côtés  d'une  équerre  passe  constamment 
ar  le  foyer  F,  tandis  que  son  sommet  parcourt  la  tangente  AK 

i  sommet  de  la  courbe,  l'autre  côté  de  l'équerre  reste  con- 
kumment  tangent  à  la  parabole. 
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THÉORÈME. 

•    754.  Dans  toute  courbe  rapportée  à  des  axes  rectangulaires^ 
f  ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  sous-tangente 
^ti  la  sous-normale. 

Pour  indiquer  la  position  d'un  point  M  dans  un  plan,  on 
peut  donner  ses  distances  MP  et  MQ  à  deux  axes  rectangu- 


LjO/,  s'appelle  l'abscisse  de  ce  point; 

[nombre  qui  mesure  sa  distance  MP  =  OQ  à  l'axe xOx'.  L'ab- 
scisse est  d'ailleurs  positive  ou  négative,  suivant  queP  tombe 
swtOx  ou  sur  Ox';  l'ordonnée  est  positive  ou  négative,  sui* 
vaut  que  Q  tombe  sur  Oj  ou  sur  Oy.  L'abscisse  et  l'ordonnée 
'.  d'un  point  M  constituent  ses  deux  coordonnées.  Les  axesarOx' 
ei  y  0/  sont  les  axes  des  coordonnées,  et  leur  intersection  0 
\  en  est  Yorigine  {voir  les  indications  déjà  données  à  ce  sujet, 
Ul,^/gr.  é/^m.,312). 

Quand  un  point  appartient  à  une  courbe  donnée,  son  or- 
donnée X  dépend  de  son  abscisse  x,  et  elle  est  déterminée 


438  GÉOMÉTRIE. 

par  le  choix  de  cette  abscisse.  Par  exemple,  l'abscisse  xet 
rordonnée^d'un  point  quelconque  d'une  circonférence  de 

Fig.  424- 
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rayon  R,  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  passant  par  son 
centre  {fig.  424)>  sont  évidemment  liées  par  la  relation 

•^-+.x«=^R«,     d'où    y^  =  B}--xK 

Le  choix  des  axes  coordonnés  est  arbitraire.  On  adopte  dé 
préférence  les  droites  les  plus  remarquables  du  plan  relaii-i 
vement  à  la  courbe,  telles  que  ses  axes,  ses  tangentes  aud 
sommets,  etc.  Dans  la  parabole,  on  choisît  l'axe  et  la  tangente 
au  sommet. 

Cela  posé,  soit  (Jig.  i^5)  une  courbe  C  rapportée  à  deux 


Fig.  425. 


axes  de  coordonnées  rectangulaires  xOx\  jr  0/.  Menons  en 
un  point  quelconque  M  la  tangente  MT,  la  normale  HN  et 
l'ordonnée  MP.  La  projection  TP  sur  l'axe  Ox  de  la  portion 
de  tangente  MT  comprise  entre  son  point  de  contact  M  et  son 
pied  T  sur  cet  axe,  s'appelle  sous-tangente;  de  même,  PN  est 
l^  sous-normale.  Le  triangle  TMN  étant  rectangle  en  M,  elMP 
étant  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse  TN,  le  théorème 
énoncé  est  démontré  (167). 
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Au  lieu  d'axes  rectangulaires,  on  peut  employer  des  axes 
obliques.  Les  coordonnées  d'un  point  sont  encore  ses  dis- 
tances aux  deux  axes,  mais  comptées  parallèlement  à  ces  axes. 
Les  projections  ne  sont  plus  alors  orthogonales,  mais  obliques, 
et  le  théorème  précédent  cesse  d'être  vrai. 

THÉORÈME. 

755.  Dans  la  parabole  :  i*»  la  sous-tangente  est  double  de 
l'abscisse  du  point  de  contact;  2®  la  sous-normale  est  con- 
stante et  égale  au  paramètre  {Jig,  4^6). 

i^  Soit  la  tangente  en  M  à  la  parabole.  Si  l'on  prend  pour  axes 
coordonnés  l'axe  A  ^  de  la  courbe 
et  la  tangente  au  sommet  Aj^,  le 
point  M  aura  MP  pour  ordonnée  et 
AP  pour  abscisse.  Le  triangle  TFM 
étant  isocèle  (743),  la  projection 
K  du  foyer  F  sur  la  tangente  MT 
est  le  milieu  de  MT.  La  tangente 
au  sommet,  AK/,  étant  parallèle  à 
l'ordonnée  MP,  le  sommet  A  est 
donc  le  milieu  de  la  sous-tangente 
TP,  etïP  =  2AP. 

2<>  Soil  la  normale  MN.  Elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente 
MT  comme  la  droite  F(p.  La  flgure  McpFN  est  donc  un  paral- 
lélogramme, el9F  =  MN.  Les  deux  triangles  rectangles  MPN, 
<pLF,  sont  alors  égaux,  et  l'on  a  PN  =  LF  =  p. 

COROLLAIRE. 

756.  Le  carré  de  l'ordonnée  d'un  point  de  la  parabole  est 
proportionnel  à  V abscisse  de  ce  point  {Jig,  6.16). 

Soient  j'' et  a:  les  coordonnées  MP  et  AP  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  parabole.  On  a  (754,  755) 

7*=  TP.PN  =  2a:./?    ou    y^z=iipx. 

PROBLÈME. 

757.  Mener  une  tangente  à  la  parabole  par  un  point  donné. 

i^Si  le  point  donné  M  est  sur  la  courbe  {Jig,  i'iS),  on  mène 
le  rayon  vecteur  MF  et  la  perpendiculaire  M  9  sur  la  directrice  ; 
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puis,  la  bissectrice  de  Tangle  FM<p ,  qui  est  la  tangente deman 
dée(7W). 

Il  vaut  mieux  prendre  sur  Taxe,  du  côté  du  sommet,  un< 
longueur  FT  égale  à  MF;  en  joignant  le  point  T  ainsi  obteni 
au  point  donné  M,  on  a  (743)  la  tangente  demandée. 

2"  Si  le  point  donné  P  est  extérieur  à  la  parabole,  on  rfr 
marque  que  la  question  serait  résolue  si  l'on  connaissait  h 
symétrique  9  du  foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée; 
car  on  aurait  alors  cette  tangente  en  abaissant  du  point  P  un 
perpendiculaire  TP  sur  F9  [Jig.  427).  La  droite  TP  coupe; 

rait  d'ailleurs  la  parallèle  mena 
à  Taxe  par  le  point  <p,  au  poin 
de  contact  M.  Or,  le  point  0  s( 
trouve  à  la  fois  sur  la  directrice 
DD'  (7M)  et  sur  le  cercle  décri 
du  point  P  comme  centre  avei 
PF  comme  rayon. 

Ce  cercle  et  la  directrice  s( 
coupent  toujours,  quand  le  poiri 
P  est  extérieur  à  la  courbe;  oÉ 
il  est  alors  plus  près  de  la  direo 
trlce  que  du  foyer  (741),  et  1 
y  a  deux  solutions,  qui  se  réduisent  à  une  seule  quand  k 
point  P  est  sur  la  parabole,  ou  disparaissent  lorsqu'il  est  imé 
rieur  à  la  courbe. 


COROLLAIRES. 

'  758.  Cherchons  la  condition  pour  que  les  deux  taogeotei 
menées  du  point  P  à  la  parabole  soient  à  angle  droit. 

Ces  tangentes  étant  supposées  à  angle  droit,  comme  elle: 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  milieux  des  droiiei 
F9  et  F9',  l'angle  (pF9'  est  aussi  droit;  par  suite,  99'  estui 
diamètre  de  la  circonférence  PF,  et  le  point  P  est  sur  la  Ab 
rectrice.Zc  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrilsé 
la  parabole  est  donc  la  directrice. 

Dans  ce  cas,  l'angle  PFM  est  droit  ainsi  que  l'angle  PFM 
(745);  la  corde  des  contacts  MM'  passe  donc  alors  par  lefoyci 
et  est  perpendiculaire  à  PF. 


759.  Les   tangentes  PM,  PM',  menées   d'un  point  extè- 
rieur  V  à  la  parabole,  font  des  angles  égaux  avec  la  droite 
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^i  joint  ce  point  au  fo^er  et  avec  la  parallèle  menée  à  Vaxe 
par  ce  point;  la  droite  qui  va  du  foyer  au  point  P  est  bissec-- 
triée  de  l'angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  des  points  de 
tontact  M  etW. 

\  Reporions-nous  à  la^ïg^.  4^7,  et  soil  PH  la  parallèle  menée 
jiraxe  par  le  point  P.  La  tangente  PMT  étant  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  F(p,  comme  la  tangente  PM'T'  sur  le  milieu 
de  F©',  les  deux  angles  MPH,  F  99',  ont  leurs  côtés  respec- 
tivement perpendiculaires  et  sont  égaux;  la  droite  PM'  est  la 
bissectrice  de  l'angle  9' PF,  et  l'angle  au  centre  M' P  F,  égal 
alors  à  l'angle  inscrit  Fcpcp%  Test  aussi  à  l'angle  MPH.  De  plus, 
les  angles  PFM,  PFM%  sont  respectivement  égaux  aux  angles 
PcpM,  Pç'M'.  Or,  le  triangle  9P9'  étant  isocèle,  les  angles 
ï(pM,  Pcp'M',  sont  égaux  comme  composés  d'angles  égaux;  et 
leur  égalité  démontre  celle  des  angles  PFM,  PFM^ 

.  PROBLÈME. 

i  IW^Menerà  la  parabole  une  tangente  parallèle  à  une  droite 
fionnée. 

!  Tout  revient  encore  à  trouver  le  point  9,  symétrique  du 
■foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée.  Or,  ce  point  se 
trouve  à  l'intersection  delà  directrice  et  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  foyer  F  sur  la  droite  donnée.  Il  y  a  toujours  une 
solution,  et  une  seule. 

SCOLIB. 

761.  Les  constructions  des  n""*  757  et  760  n'exigent  pas  que 
h  courbe  soit  tracée  :  il  su0it  d'en  connaître  le  foyer  et  la 
directrice.' 

PROBLÈME. 

762.  Connaissant  le  foyer  F  et  la  directrice  DD'  d'une  pa- 
rabole, déterminer  ses  points  de  rencontre  avec  une  droite 
donnée  LU. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  prenons  (fig.  4^8)  le  sy- 
méirique  9  du  foyer  F  par  rapport  à  LL'.  Si  M  est  l'un  des 
points  de  rencontre  de  la  droite  LV  avec  la  courbe,  on  a 
M^=MF=:MH,  MH  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  M  sur  la  directrice.  Le  cercle  décrit  du  point  M  comme 


Fig.  428. 
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centre,  avec  MF  pour  rayon,  passe  donc  par  les  points  F  et^ 

et  est  tangent  à  la  directrice.  La  question  est  ainsi  ramenée 
à  trouver  le  centre  M  d'un  cercle  pas-' 
sant  par  deux  points  donnés  F  et  ç  et] 
tangent  à  une  droite  donnée  DD'.Nousj 
avons  résolu  ce  problème  (196,  i*).  ) 
Comme  il  n'est  possible  que  lorsque { 
les  deux  points  F  et  9  sont  situés  d'uni 
même  côté  de  la  droite  DDS  la  droiiei 
LL'  coupera  la  parabole,  lui  sera  tan-^ 
gente  ou  ne  la  rencontrera  pas,  sui- 
vant que  le  point  9  sera  du  même] 
côté  que  le  foyer  par  rapport  à  la  di-j 

rectrice,  sur  cette  directrice,  ou  de  l'autre  côté  de  cette  droite 

par  rapport  au  foyer. 


De  la  parabole,  considérée  comme  limite  de  l'ellipse. 


COROLLAIRE. 

763.  La  parabole,  ne  pouvant  être  coupée  par  une  droites 
en  plus  de  deux  points,  est  une  courbe  convexe  (746). 

76i,  La  a //Il  te  cVime  ellipse  [ou  d'une  hyperbole)  dont  un  sommet  et 
le  foyer  voisin  restent  fixes  y  tandis  que  Vautre  foyer  s'en  éloigne  indé-^ 
finiment  dans  la  direction  du  grand  axe  [ou  de  Vaxe  transverse],  est, 
une  parabole  qui  a  pour  sommet  et  pour  foyer  le  sommet  et  le  foyer  fixef  | 

C/%-.  4^9).  ^,.     , 

Fig.  439. 


En  effet,  le  cercle  directeur  relatif  au  foyer  mobile  F'  coupe  toujours 
le  grand  axe  à  droite  du  foyer  ^xe  F,  en  un  même  point  L  déterminé  par  fe 
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condition  évidente  ÂL  ~  AF.  A  mesure  que  le  centre  F'  de  ce  cercle 
s'éloigne  dans  la  direction  AA',  son  rayon  croît  indéfiniment,  de  sorte  qu'il 
a  pour  limite  la  perpendiculaire  DIX  menée  par  le  point  L  au  grand 
axe  AA'.  D'ailleurs,  tout  point  M  de  Tellipse  étant  également  distant  du 
foyer  F  et  du  cercle  directeur  F' (676),  on  a  constamment  MF=  MG, 
c'est-à-dire  à  la  limite,  quand  l'ellipse  se  déformant  le  point  M  vient 
en  Ml,  Ml  F  =  Ml  H,  en  désignant  par  MiH  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  Ml  sur  la  droite  DD',  limite  du  cercle  ¥',  Le  lieu  des  positions 
limites  des  points  de  l'ellipse  donnée  est  donc  une  parabole  ayant  pour 
foyer  et  pour  sommet  les  points  F  et  A,  et,  par  suite,  la  droite  DD'pour 
directrice. 

La  môme  démonstration  s'applique  à  l'hyperbole  (7âl).  Dans  ce  cas, 
la  parabole  est  la  limite  de  la  demi-hyperbole  de  droite  à  laquelle  appar- 
tiennent le  sommet  A  et  le  foyer  F  ;  l'autre  demi-hyperbole  de  gauche 
disparait  à  l'infini. 

COROLLAIRE. 

765.  Le  théorème  précédent  permet  de  prévoir  et  de  démontrer  les 
propriétés  de  la  parabole,  en  les  déduisant  par  voie  de  transformation  des 
propriétés  correspondantes  de  Tellipse. 

P^r  exemple,  pour  démontrer  que  la  tangente  à  la  parabole  fait  exté- 
rieurement des  angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contant  et 
avec  la  parallèle  menée  à  Vaxe  par  le  même  point  (7-43),  il  suffit  de 
remarquer  que,  lorsque  l'un  des  foyers  de  l'ellipse  s'éloigne  à  l'infini,  le 
rayon  vecteur  relatif  à  ce  foyer  tend  à  devenir  parallèle  au  grand  axe. 

De  même,  pour  établir  que  le  lieu  des  projections  du  foyer  de  la  para^ 
bole  sur  ses  tangentes  est  la  tangente  au  sommet  (752),  on  n'a  qu'à 
observer  que  le  cercle  principal  de  l'ellipse  tend  vers  la  tangente  au  som- 
met fixe  du  grand  axe,  lorsque  l'autre  sommet  se  transporte  à  l'infini. 

Si  les  propriétés  considérées  dépendent  explicitement  des  axes  a  Qib 
de  l'ellipse  et  de  sa  distance  focale  c,  on  substitue  à  a  et  à  6  leurs  valeurs 
en  fonction  de  c  et  du  paramètre  p  =  i(a  —  c)  ^q  la  parabole  limite; 
puis,  en  supposant  c  infini  dans  les  formules  obtenues,  on  passe  des 
propriétés  de  l'ellipse  représentées  par  ces  formules  aux  propriétés  cor- 
respondantes de  la  parabole  exprimées  en  fonction  du  paramètre  p, 

THÉORÈME. 

766.  Tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  des  droites  parallèles  à 
Vaxe. 

On  démontre  immédiatement  cette  proposition  en  regardant  la  parabole 
comme  la  limite  d'une  ellipse  (764)  dont  l'un  des  foyers  et  le  sommet 
voisin  coïncident  avec  le  foyer  et  le  sommet  de  la  parabole^  mais  dont 
l'autre  foyer  et,  par  suite,  le  centre  se  transportent  à  l'infini  sur  le  grand 
axe  de  la  courbe. 

Les  propriétés  de  l'ellipse  démontrées  aux  n""*  700  et  701  appartiennent 
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aussi  à  la  parabole  limite.  Ces  propriétés  vont  nous  permettre  d'étabUi 
la  proposition  suivante. 

THÉORÈME. 

767.  La  parabole  étant  rapportée  au  système  d^axes  obliques  forma 
par  un  diamètre  et  la  tangente  à  son  extrémité,  dans  ce  nouveau  systèm 
d'axes,  la  sous -tangente  est  encore  double  de  l'abscisse  du  point  deeom 
tact  (755). 

En  effet,  soient  [fig,  43o)  la  tangente  Aj  et  le  diamètre  kx  pris  poin 


axes  coordonnés;  menons  la  tangente  MT  en  un  point  quelconque  M d 
la  parabole.  Si,  par  le  point  d'intersection  G  des  tangentes  A^  et  MT,  d 
mène  une  parallèle  à  Ax,  cette  parallèle  coupera  la  corde  AM  en 
milieu  (  701  )  :  le  point  G  est  donc  le  milieu  de  TM.  AG^  étant  parallèl 
à  l'ordonnée  MP,  le  point  A  est  alors  le  milieu  de  la  sous- tangente  TP. 

THÉORÈME. 

768.  L'aire  d^un  segment  parabolique  est  les  deux  tiers  du  paraUéb* 
gramme  qui  a  pour  côtés  la  corde  et  la  flèche  du  segmeniy  cette  fièdé 
étant  mesurée  sur  le  diamètre  conjugué  à  la  corde  du  segment. 

Soit  {fig,  43i)  le  segment  parabolique  MAMi  déterminé  par  la  cord» 
MMi.  Prenons  pour  axes  coordonnés  le  diamètre  kx  conjugué  à  oetta 
corde  et  la  tangente  parallèle  A/.  Évaluons  d'abord  Taire  de  la  portioft 
MAP. 

Inscrivons  dans  l'arc  AM  une  ligne  brisée  MM'M". . .  A,  et,  par  les  som- 
mets  de  cette  ligne  brisée,  menonâ  à  la  caurbe  les  tangentes  MT,  MT, . . ., 
jusqu'à  la  rencontre  du  diamètre  kx\  menons  aussi  les  ordonnées  MP, 
M'P' , . . .  des  sommets  de  la  ligne  brisée. 

Ck)mparons  le  trapèze  MM'P'P  au  triangle  correspondant  GTT'.  Sii*oo 
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par  le  sommet  G  du  triangle  une  parallèle  GH  à  A^,  elle  passera 
parle  milieu  I  de  la  corde  MM'  (766).  La  perpendiculaire  abaissée  du 
jBiUeu  du  côté  MM'  sur  le  côté  PF  dn  trapèze  MM'PT  est  donc  égale  à 
ia  hauteur  du  triangle  GTT'.  Pour  avoir  le  rapport  de  leurs  aires,  il  suffit 


tlors  de,  comparer  le  côté  PP'  du  trapèze  à  la  base  TT'  du  triangle;  car, 
'  en  menant  par  le  point  I  une  parallèle  à  PF  jusqu'à  la  rencontre  de  MP 
et  de  M'P',  on  transforme  le  trapèze  en  un  parallélogramme  équiva- 
lent. Or  (767)  AT  =  AP  et  AT'=  AP',  d'où  TT'=  PP'.  Le  triangle  est 
donc  la  moitié  du  trapèze.  Et,  comme  on  peut  répéter  le  même  rai- 
isonnement  pour  chaque  trapèze  et  pour  le  triangle  correspondanl,  la 
i  somme  des  trapèzes  reste  toujours  égale  au  double  de  la  somme  des 
[  triangles.  La  limite  de  la  première  somme  étant  Taire  MAP  et  la  limite 
^  de  la  seconde  Faire  MAT,  l'aire  MAP  est  les  deux  tiers  du  triangle  total 
MTP  ou  du  parallélogramme  équivalent  APMQ. 

L'aireMi  AP  étant  de  même  les  deux  tiers  du  parallélogramme  APMiQi, 
l'aire  cherchée  MAMi  est  enfin  les  deux  tiers  du  parallélogramme  M  Q  Qi  Mi , 
qui  a  pour  côtés  la  corde  MMi  du  segment  ou  le  double  de  l'ordonnée  MP, 
et  la  flèche  de  ce  segment  ou  l'abscisse  AP. 


Ellipse,  hyperbole  et  parabole,  considérées  comme  sections  planes 
du  cône  de  révolution. 

THÉORÈME. 

769.  La  section  d'un  cône  circulaire  droit  par  un  plan  est 
une  ellipse^  une  hyperbole  ou  une  parabole, 

i"  Supposons  que  le  plan  sécant  rencontre  toutes  les  géné^ 
ratrices  du  cône  sur  une  même  nappe  [fi g»  t\^i). 
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Menons  le  plan  méridien  (470)  du  cône,  qui  est  perpen- 
diculaire au  plan  sécant  ÂMA';  il  coupera  le  cône  suivant  les 
deux  génératrices  SA  et  SA',  qui  font  entre  elles  Vangle  au 
sommet  de  la  surface,  et  le  plan  sécant  suivant  la  droite  AAV 

Fie.  432.  I 


Dans  le  plan  méridien  ainsi  considéré,  construisons  les  circon- 
férences 0  et  0'  qui,  situées  de  part  et  d'autre  de  AA',  somâ 
la  fois  tangentes  aux  génératrices  SA  et  SA'  et  à  la  droite  AA', 
qu'elles  touchent  aux  points  F  et  F'.  Si  l'on  fait  tourner  le 
plan  méridien  autour  de  l'axe  SO,  ces  deux  circonférences 
engendreront  deux  sphères  tangentes  à  la  surface  conique 
suivant  les  parallèles  (522)  BC  et  B'C,  et  tangentes  au  plan 
sécant  en  F  et  en  F'.  | 

Cela  posé,  prenons  un  point  M  quelconque  sur  la  courbe 
d'intersection;  menons  les  droites  MF,  MF',  et  la  génératriceSM 
qui  coupera  en  G  et  en  G'  les  parallèles  BC,  B'  C.  La  droite  MF  , 
étant  tangente  à  la  sphère  0,  on  a  (522)  MF  ==  MG.  On  a  de  I 
même,  par  rapport  à  la  sphère  0',  MF'  -:  MG'.  Par  suite,        i 

MF  4-  MF'  =  MG  -4-  MG'  =  GG'  :=^  BB'  =  const. 

D'ailleurs,  en  vertu  des  propriétés  rappelées,  on  a  1 

BB'  =:=  AB  -4-  AB'  :^  AF  +  AF 

et 

BB'=  ce  =  CA' H-  A'C'=:  A'F  -t-  A' F\ 
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n  en  résulte  évidemment 

AF=rA'F'    et    BB'r=:AA'. 

La  courbe  obtenue  est  donc  une  ellipse  ayant  AA'  pour  grand 
ûxe  et  les  points  F  et  F'  pour  foyers. 

Si  Ton  trace  A' H  parallèle  à  BC,  AH  est  la  distance  focale 
de  cette  ellipse.  En  effet, 

AF=AB'    et    HB'=rA'C'~AF. 

Les  plans  des  parallèles  BC,  B'C,  prolongés  jusqu'à  la  ren- 
contre du  plan  sécant,  le  coupent  suivant  deux  droites  DE,  D' E', 
perpendiculaires  au  plan  méridien  considéré  (663).  Si  l'on 
mène  le  parallèle  lAJ  de  la  surface  qui  passe  par  le  point  M, 
son  intersection  avec  le  plan  sécant  est  de  même  dirigée  sui- 
vant l'ordonnée  MP  de  ce  point  par  rapport  au  grand  axe  AA', 
et  PD  représente  la  distance  du  point  M  à  la  droite  DE.  Les 
triangles  APL,  ADB,  A  A' H,  évidemment  semblables,  donnent 

alors 

BL  ou  MF      AB      AH 

-- PD—   ^^ÂD^ÂT^"^"''- 

Ainsi,  les  distances  de  chaque  point  de  l'ellipse  trouvée  au 
I  foyer  F  el  à  la  droite  DE  sont  entre  elles  dans  un  rapport  égal 
\ï  l'excentricité  (663)  de  la  courbe.  La  même  démonstration 
I  s'applique  au  foyer  F'  et  à  la  droite  D' E' .  Les  droites  DE,  D' E', 
sont  appelées  les  directrices  de  la  section;  elles  sont  exté^ 
Heures  à  la  courbe. 

2®  Supposons  que  le  plan  sécant  rencontre  les  deux  nappes 
du  cône  [fig.  433). 

On  a  alors 

MF  -  MF  =  MG' -  MG  =  GG' =  BB' =  const.  ; 

d'ailleurs, 

BB'  =  AB'  -  AB  =  AF'  -  AF 

et 

BB'^ri  CC'  =  A'C  -  A'C':=:  A'F  —  A'F'. 

Il  en  résulte  évidemment 

AF=:A'F'    et    BB'  =  AA'. 

La  courbe  obtenue  est  donc  une  hyperbole,  ayant  kh!  pour 
axe  transverse  et  les  points  F  et  F'  pour  foyers. 
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Si  Ton  trace  A' H  parallèle  à  BX^  AH  est  la  distance  focde 
de  celle  hyperbole.  En  efifet, 

AB'=AF    et    B'H=rC'A'  =  A'F. 

Les  droiles  D£  elD'E',  interseciionsdes  parallèles  BC^BX', 


avec  le  plan  sécant,  soni  les  directrices  de  Thyperbole;  elle! 
sont  intérieures  à  la  courbe.  Le  rapport  des  distances  du 
point  M  au  foyer  F  el  à  la  droite  DE  est  égal  à  l'excentricité  de 
la  courbe.  C'est  ce  que  les  triangles  semblables  APL,  ADB, 
A  A' H,  montrent  immédiatement. 

3®  Supposons  le  plan  sécant  parallèle  à  l'une  des  génératiicn 
du  cône  [fig.  434)» 

Ayant  mené  le  plan  méridien  LSL'  perpendiculaire  au  plan 
sécant,  ce  dernier  se  trouve  parallèle  à  la  génératrice  SL' el 
est  alors  coupé  par  le  plan  méridien  suivant  une  droite  AI 
parallèle  à  celte  génératrice.  Dans  le  plan  méridien,  construi- 
sons la  circonférence  0,  tangente  aux  génératrices  princi- 
pales en  B  et  en  C,  et  à  la  droite  AP  au  point  F.  Si  l'on  fait 
tourner  la  flgure  autour  de  Taxe  SO,  la  sphère  engendrée  par 
la  circonférence  0  est  tangente  au  cône  suivant  le  parallèle  BC 
et  touche  en  F  le  plan  sécant. 

Cela  posé,  prenons  un  point  quelconque  M  sur  la  courbe 
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d'intersection;  menons  la  droite  MF  et  la  génératrice  SM  qui 
coupe  en  G  le  parallèle  BC  de  la  surface;  menons  également 
le  parallèle  LL'  de  la  surface  qui  passe  par  le  point  M  et  qui 

Fig.  434. 


rencontre  le  plan  sécant  suivant  l'ordonnée  MP  de  ce  point 
par  rapport  à  AP.  On  aura  toujours 

MF  =  MG==BL. 

D'ailleurs»  l'intersection  du  plan  sécant  et  du  parallèle  BC 
est  une  droite  DE  perpendiculaire  au  plan  méridien,  et  PD 
représente  la  distance  du  point  M  à  la  droite  DE.  Les  deux 
triangles  kPL,  ÂBD,  étant  isocèles,  puisqu'ils  sont  tous  deux 
semblables  au  triangle  SLL^  on  a 

PD  =  BL,    c'est-à-dire    MF  =  PD. 

La  courbe  obtenue  est  donc  une  parabole  ayant  le  point  F 
pour  foyer  et  la  droite  DE  pour  directrice, 

COROLLAIRES. 

770.  Ce  théorème  permet  de  réunir  les  trois  courbes  étu- 
diées précédemment  sous  la  dénomination  de  sections  co-^ 
niques. 

Les  propriétés  de  ces  courbes,  relativement  à  leurs  foyers 
et  à  leurs  directrices,  conduisent  à  la  définition  générale  sui- 
vante :  Le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  un 

Ds  G.  —  Cours.  II.  2Q 
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point  fixe  [foyer]  et  à  une  droite  fixe  [directrice]  est  con- 
stant, est  une  section  conique. 

Suivant  que  le  rapport  donné  est  inférieur,  supérieur  ou 
égal  à  l'unité,  la  courbe  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou 
une  parabole. 

771.  Les  sphères  considérées  dans  la  démonstration  pré- 
cédente peuvent,  tout  en  restant  inscrites  au  cône,  cesser 
d'èlre  tangentes  au  plan  sécant,  qui  les  coupe  alors  suivant 
deux  cercles.  Les  mêmes  raisonnements  étant  applicables  à  ce 
cas,  on  arrive  à  cette  proposition  :  Le  lieu  des  points  tels 
que  le  rapport  qui  existe  entre  les  tangentes  menées  de  ces 
points  à  un  cercle  fixe  et  les  distances  de  ces  mêmes  points 
à  une  droite  fixe  soit  constant,  est  une  section  conique  dont 
la  nature  dépend  de  la  valeur  de  ce  rapport  comparée  à 
runité  (770). 

PROBLÈME. 

772.  Placer  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole 
donnée  sur  un  cône  de  révolution  donné, 

i*>  Si  Ton  se  reporte  à  la  fig.  4^2,  on  voit  qu'on  connaît 
dans  le  triangle  AA'H  le  grand  axe  AA'  de  l'ellipse  donnée  ei 
sa  distance  focale  AH,  ainsi  que  l'angle  AHA',  complément  du 
demi-angle  au  sommet  du  cône  donné.  La  question  revient 
donc  à  construire  un  triangle  avec  deux  côtés  et  l'angle  opposé 
à  l'un  d'eux.  Comme  l'angle  donné  est  opposé  au  plus  grand 
des  deux  côtés  donnés,  ce  triangle  est  complètement  dé- 
terminé (120).  Quand  il  sera  construit^  on  élèvera  une  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  de  A'H,  et  la  surface  conique  engendrée 
par  AH  en  tournant  autour  de  cette  perpendiculaire  sera 
coupée  suivant  l'ellipse  donnée  par  un  plan  mené  suivant  AA' 
perpendiculairement  au  plan  du  triangle  A  A'H.  On  peut  donc 
toujours  placer  une  ellipse  donnée  sur  un  cône  donné. 

2®  Si  l'on  se  reporte  à  la  fig.  433,  on  voit  qu'on  connaît 
dans  le  triangle  A  A'H  l'axe  transverse  AA'  et  la  distance  fo- 
cale AH  de  l'hyperbole  donnée,  ainsi  que  l'angle  AHA',  com- 
plément du  demi-angle  au  sommet  du  cône  donné.  Comme 
cet  angle  est  opposé  ici  au  plus  petit  des  deux  côtés  donnés, 
le  problème  peut  avoir  deux  solutions  ou  n'en  avoir  au- 
cune (120).  Pour  qu'il  soit  possible,  il  faut  que  AA'  surpasse 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  HA',  c'est-à-dire 
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|u*OD  ait,  en  appelant  2^  l'angle  au  sommet  du  cône  et  en 
posant  (710)  AA'=  aa,  AH  =  3c, 

«  -      a 

2rt>2CC0Sp      ou       COSp<-« 

c 

Hais,  si  l'on  appelle  2  0  l'angle  des  deux  asymptotes  de 
Thyperbole  proposée^  on  a  évidemment  (725 } 

-  =  cos0. 
c 

La  GondlUon  cherchée  est  donc 

cosp<cosô, 

tu,  puisqu'il  s'agit  d'angles  inférieurs  à  un  droit  (voir  la  Tri- 
jonoméirie), 

P>e       ou       2P>2Ô. 

Donc,  pour  pouvoir  placer  une  hyperbole  donnée  sur  un 
fône  de  révolution  donné,  il  faut  que  l'angle  au  sommet  du 
:6ne  surpasse  celui  des  deux  angles  des  asymptotes  de  Vhy- 
lerbole  qui  comprend  la  courbe, 

3*  Si  l'on  se  reporte  à  la^gr.  434>  on  voit  que  la  droite  OA 
est  perpendiculaire  à  l'axe  SO,  d'après  la  détermination  du 
point  0  et  le  parallélisme  des  droites  SU  et  AP.  Dans  le 
triangle  rectangle  OBA,  on  connaît  par  suite  le  côté 

AB=rAD  =  — , 
2 

demi-paramètre  de  la  parabole  donnée  (738),  et  l'angle  BAO, 
complément  du  demi-angle  au  sommet  du  cône  donné.  Ce 
triangle  est  donc  complètement  déterminé  (30).  L'ayant  con- 
struit, on  élèvera  OS  perpendiculaire  sur  OA,  et  la  surface 
conique  engendrée  par  la  rotation  de  AB  autour  de  SO  sera 
coupée  suivant  la  parabole  donnée  par  un  plan  mené  perpen- 
diculairement à  celui  du  triangle  OBA  et  passant  par  la 
droite  AP»  tracée  de  manière  que  AO  soit  la  bissectrice  de 
l'angle  SAP.  On  peut  donc  toujours  placer  une  parabole  donnée 
iViT  un  cône  donné, 

8G0UB* 

773.  Le  sommet  d'un  cône  de  révolution  s'éloignant  à  Tin- 
finî  dans  la  direction  de  l'axe,  ce  cône  dégénère  en  cylindre 

29. 
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de  révolution.  Vn  cjrlindre  circulaire  droit  est  doue  coupé 
suivant  une  ellipse  par  un  plan  sécant  quelconque  (769,  i»). 

C'est  ce  qu'on  démontrera,  du  reste,  directement  en  adop* 
tant  la  même  marche  que  précédemment.  Cette  marche  per* 
mettra  de  déterminer  le  grand  axe,  le  foyer  et  les  directrices 
de  la  section  proposée.  On  en  déduira  facilement  que  touta 
les  ellipses  trouvées  en  coupant  par  un  plan  quelconque  m 
cylindre  de  révolution  ont  pour  petit  axe  le  diamètre  de  ce 
cylindre. 

On  peut  toujours  placer  une  ellipse  donnée  sur  un  cjrlindre 
de  révolution  donné  (772,  i*),  lorsque  le  petit  axe  de  l'ellipse 
est  égal  au  diamètre  du  cylindre. 


Propriétés  fondamentales  de  rhélice. 


Fig.  435. 


774.  Soit  un  cylindre  droit  à  base  quelconque,  mais  fermée. 
On  peut  déterminer  un  point  quelconque  de  la  surface  de  ce 
cylindre  à  l'aide  de  coordonnées  définies  de  la  manière  sui- 
vante. 
Considérons  une  section  droite  AA'  {Jig.  435}  qui  coupeas 
point  A  la  génératrice  GG',  et  preocDS 
ce  point  A  pour  origine  des  arcs  comp- 
tés sur  le  périmètre  de  cette  sectioo 
droite.  <:es  arcs  seront  positifs  dans  U0 
sens,  négatifs  en  sens  opposé. 

Cela  posé,  soient  H  un  point  quel- 
conque de  la  surface  cylindrique,  etliP 
la  génératrice  qui  passe  par  ce  point  et 
qui  rencontre  en  P  la  section  AA'  :  la 
longueur  MP  est  Yordonnée  r  du  point 
M,  et  Tare  AP  est  son  abscisse  cum- 
ligne  X. 
Comme  le  point  M  peut  appartenir  â 
une  courbe  qui  décrit  plusieurs  circonvolutions  autour  du 
cylindre,  son  abscisse  peut  dépasser  le  périmètre  de  la  sec- 
tion AA'  et  comprendre  ce  périmètre  un  nombre  quelconque 
de  fois. 

En  suivant  la  courbe  proposée  à  partir  de  son  premier  point 
de  rencontre  avec  la  génératrice  GG'  et  en  comptant  combien 
de  fois  elle  coupe  cette  génératrice  avant  qu'on  parvienne  au 
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point  M,  on  devra  ajouter  le  périmèlre  de  AA'  ce  même  nombre 
te  fois  a  l'arc  qui  sépare  le  point  A  du  pied  de  Tordonnée  du 
[K>iDt  M^  pour  avoir  l'abscisse  curviligne  de  ce  point. 

775.  Parmi  toutes  les  courbes  qu'on  peut  ainsi  tracer  sur 
la  surface  d'un  cylindre  droit,  V hélice  est  définie  par  cette 
condition  que  V ordonnée  d'un  point  est  proportionnelle  à  son 
rJbscisse  curviligne. 

L'équation  de  l'hélice,  dans  le  système  de  coordonnées 
idopté  (774),  est  donc 

y-Lzkx. 

Désignons  par  C  le  périmètre  de  la  section  droite  AA' 
[fig.  435).  X  variant  de  o  a  C,  on  a  un  premier  arc  d'hélice 
qai  part  du  point  A  et  qui,  après  avoir  coupé  toutes  les  géné- 
ratrices du  cylindre,  vient  rencontrer  de  nouveau  en  Ai  la  gé- 
nératrice GG'.  X  variant  de  C  à  ^C,  de  aC  à  3C,  etc.,  on  a  de 
aouveaux  arcs  de  courbe  allant  de  Ai  à  At,  de  A,  à  As,  etc. 
Les  valeurs  extrêmes  de  y  sont,  en  même  temps,  o.  A*  C,  2  /rC, 
3frG, ....  Les  distances  AAi,  At  A,,  A^As,  ...»  qui  séparent  les 
points  où  l'hélice  vient  rencontrer  une  même  génératrice  GG', 
sont  donc  égales.  Cette  distance,  constante  quelle  que  soit  la 
génératrice  considérée,  est  ce  qu'on  appelle  le  pas  de  l'hélice. 
Les  arcs  de  courbe  AAi,  Ai  A,,  A,  A„  . . . ,  sont  de  même  égaux 
entre  eux;  ils  ne  sont  évidemment  que  la  reproduction  du 
premier  arc  AAi  qu'on  ferait  glisser  successivement  le  long 
du  cylindre  d'une  hauteur  égale  au  pas.  Ces  arcs  égaux,  dans 
lesquels  l'hélice  se  trouve  ainsi  naturellement  partagée,  con- 
stituent les  spires  de  la  courbe. 

THÊORÈBŒ. 

776.  Lorsqu*on  effectue  le  développement  d'une  surface 
cylindrique  sur  l'un  de  ses  plans  tangentSy  toute  hélice  tracée 
sur  la  surface  se  développe  suivant  une  ligne  droite  (Jtg*  ^36), 

Soit  l'hélice  AMBi  ;  pour  deux  points  quelconques  H  et  M' 
de  cette  courbe,  on  a  la  relation 

AP  "~  AP'  ' 

Si  l'on  suppose  qu'on  développe  la  surface  du  cylindre  dans 
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le  plan  tangent  suivant  la  génératrice  ABj  (b36,  &<^â),Ia  circon- 
férence de  la  section  droite  en  A  s'appliquera  sur  la  droite  As 
menée  perpendiculairement  à  ABi  dans  ce  pian,  et  les  arcs 

Fig.  436. 


AP  et  AP'  seront  rectifiés  en  APi  et  AFj.  Les  points  H  et  MM 
viendront  d'ailleurs  se  placer  en  Mi  et  en  W^  sur  les  perpen 
diculaires  élevées  à  Aa  en  Pi  et  en  F^,  et  l'on  aura 


M,P,=  MP,    M'iF.^M'P'. 

MP       M' P' 
Puisque  par  hypothèse  r^  —  "aTT' '  ^"  ^^^  aussi 

M,p,_M;y, 

APi  ~  AP;  ' 

et  les  points  A,  Mi,  M'|,  seront  en  ligne  droite.  Si  Ton  déve- 
loppe une  seule  spire,  A  a  représente  le  périmètre  de  la  sec- 
tion AA'  et  aB  le  pas  de  l'hélice. 

THÉORÈME. 

777.  La  sous-tangente  en  un  point  de  l'hélice  est  égalée 
l'abscisse  curviligne  de  ce  point  [fig.  4^7  )• 

La  sous'tangente  en  un  point  de  l'hélice  est  la  projection, 
sur  le  plan  de  la  section  droite  prise  pour  base,  de  la  portion 
de  tangente  en  ce  point  comprise  entre  son  point  de  contact 
et  sa  trace  sur  le  plan  de  la  base. 

Considérons  sur  la  courbe  les  deux  points  voisins  H  etM\ 
dont  les  ordonnées  sont  MP  et  M'P'  et  les  abscisses  curvi- 
lignes A  A' AP  et  AA'AP'.  On  a  (775) 


(0 


MP 


MF 


AA'AP       AA'AP' 
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Prolongeons  la  corde  MM'  jusqu'au  point  T  où  elle  rencontre 
forcément  le  plan  de  la  base,  puisque  Ton  a  M'P'>>MP.  Ce 


Fig.  437. 


point  T  appartiendra  au  prolongement  de  la  corde  PP'  de  la 
base.  Les  deux  triangles  semblables  MTP,  M'T'P',  donnent 
alors 

MPMP^ 


Par  suite,  en  vertu  de  l'équation  [i). 


XP 
ÂA'AP 


AA'Ar' 


c'est-à-dire 


TP'  ^  ÏP 


TP' 


AP'-AP~AA'AP' 
On  peut  écrire  cette  dernière  égalité  sous  la  forme 
TP'  corde  PP' 


AA'AP' 


arc  PP' 


Lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M, 

regardé  comme  fixe,  le  point  P'  se  rapproche  indéfiniment  du 

point  P.  La  sécante  M' MT  devient  la  tangente  Md  à  l'hélice 

au  point  M;  la  sécante  P'  PT  devient  à  la  fois  la  tangente  en  P 

à  la  base  et  la  sous-tangente  Pd  au  point  M.  La  limite  du  rap- 

corde  PP' 

port i,^.—  étant  l'unité  (226),  on  a  finalement 

■^  arcPP'  ^       ^ 


TP 

'™-ÂA'ÀP' 


P0 


A  A' Ai» 


i; 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

COROLLAIRES. 

r 


T78.  Le  rapport  -  étant  constant  (775),  le  rapport  de  l'or- 
donnée  d'un  point  à  la  sous-tangente  de  ce  point  est  aussi 
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constant.  Le  triangle  MPd  étant  alors  toujours  semblable  à 
lui-même,  la  tangente  à  Vhélicefait  un  angle  constant,  ausù 
bien  avec  les  génératrices  du  cylindre  qu'avec  le  plan  d'une  \ 
section  droite.  Ces  deux  angles  sont  complémentaires.  | 

Si  l'on  désigne  par  /t  le  pas  de  Thélice  et  par  C  le  périmètre  | 
de  la  base 9  on  a  (T76j 

X à 

X-       C' 

si  Ton  désigne  par  i  (Jtg.  436)  Tangle  suivant  lequel  les  gêné 
ratrices  du  cylindre  sont  coupées  par  Thélice,  on  a  [voir  h 
Trigonométrie) 

tangirr:-. 

Pour  construire  la  tangente  en  un  point  M  de  l'hélice,  il 
suffit  donc  de  mener,  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  enc^ 
point,  une  droite  faisant  l'angle  i  avec  la  génératrice  qui  passe 
par  ce  point. 

On  peut  aussi  prendre,  à  partir  du  point  P,  pied  de  ^o^ 
donnée  du  point  M,  sur  la  tangente  à  la  base,  une  longueur  PI 
égale  à  l'arc  AP  rectifié,  et  joindre  le  point  d  au  point  M. 

779.  Si  l'on  enroule  un  fil  sur  une  courbe  quelconque,  i 
de  ses  extrémités  étant  fixée  en  un  point  de  la  courbe,  poil 
qu'on  le  déroule  en  le  tendant  constamment  dans  la  directioi 
des  tangentes  à  la  courbe,  son  extrémité  libre  décrit  une  déve' 
loppante  de  la  courbe  proposée,  qui,  à  son  tour,  est  la  dévi' 
loppée  de  la  courbe  obtenue. 

On  voit  que  le  lieu  des  points  6  ou  des  traces  des  tangentes 
à  rtiélice  sur  le  plan  de  la  base  est  une  développante  de  cetM 
base.  La  surface  formée  par  les  tangentes  elles-mêmes  est 
connue  sous  le  nom  d'hélicotde  développahle. 

SGOLIB. 

780.  L'hélice  que  l'on  considère  le  plus  souvent  dans  les 
applications  est  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution»  Dans  ce 
cas,  le  périmètre  C  de  la  base  doit  être  remplacé  par  2710  et, 
alors,  il  est  commode  d'introduire  dans  les  formules  précé- 

dentés,  au  lieu  de  A,  la  quantité    -9  qu'on  désigne  par  A' et 

2  TT 


qu'on  nomme  pas  réduit. 
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Exercices  et  questions  complémentaires. 

781.  On  peut  proposer  uii  très  grand  nombre  de  problèmes  sur  la 
ilétermination  graphique  des  sections  coniques,  d'après  un  nombre  suffi- 
iuil  de  conditions.  Nous  nous  contenterons  ici  d'appeler  l'attention  du 
|ecteor  sur  l'intérêt  de  ces  questions  par  les  exemples  suivants. 

PROBLÈME. 

I  782.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  on  connaît  Vexcen^ 

c 
tricité  -)  Vun  des  foyers  y  et  deux  points  ou  deux  tangentes  y  ou  une  tan- 

wtïïte  et  son  point  de  contact, 

F  NoQs  résolvons  ce  problème  pour  montrer  de  quelle  utilité  peut  être 
il  considération  des  directrices. 

i"*  Soient  F  le  foyer  donné,  A  et  B  les  deux  points  donnés  ;  détermi- 
nas les  longueurs  r  et  r'  par  les  conditions 

AFç     BE_i: 

r   ~'  a        r'  ~~  a 

pois  décrivons  deux  circonférences  des  points  A  et  B  comme  centres  avec 
„  rayons  r  et  /^.  La  directrice  correspondant  au  foyer  F  sera  une  tan- 
peote  commune  aux  circonférences  décrites.  En  abaissant  sur  cette  tan- 
lecte  DE  une  perpendiculaire  FD  et  en  marquant  sur  cette  perpendicu- 

lure  les  deux  points  A  et  A'  qui  la  divisent  dans  le  rapport  -t  on  aura 

l'axe  focal  AA'  de  la  section  conique  ;  sa  distance  focale  FF'  s'obtiendra 

fta  prenant  dans  le  sens  convenable,  suivant  la  valeur  de  ->  A'F'=  AF. 

'U  question  sera  alors  ramenée  à  construire  une  ellipse  ou  une  hyper- 
Me,  connaissant  ses  axes. 

iL^  Soient  F  le  foyer  donné,  MT,  M'T',  les  deux  Ungentes  données 
U^.  438).  Déterminons  les  points  «p  et  f  '  symétriques  du  foyer  par  rap- 
porta ces  tangentes.  La  perpendiculaire  indéfinie  KF'  élevée  à  ff  par  son 
mflieu  K  est  un  lieu  de  second  foyer  F  (675,  721).  Ce  second  foyer  fait 
également  partie  du  lieu  dont  le  rapport  des  distances  aux  deux  points 

fixes  F  et  f  est  égal  à  -•  Nous  déterminerons  donc  les  points  G  et  G'  qui 

<fimnt  Ff  dans  ce  même  rapport,  et  sur  GG'  comme  diamètre  nous 
^iicrirons  (144)  une  circonférence  qui  coupera  KF'  au  point  cherché.  Il 
se  restera  plus  qu'à  construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant 
b  distance  focale  FF  et  l'axe  focal  F'f  de  la  courbe. 


46o  GÉOMÉTRIE. 

à  xy  jusqu*à  la  rencontre  de  la  perpendiculaire  à  xy  menée  par  m.  En 
opérant  de  même  pour  tous  les  pointB  de  division  de  la  base,  on  ob- 
tiendra une  série  de  points  tels  que  /»'>  qu'il  suffira  de  joindre  par  un 
trait  continu  pour  avoir  la  projection  de  Théhce. 

Pour  avoir  la  projection  de  la  tangente  au  point  considéré,  on  prendra, 
sur  la  tangente  mt  au  cercle  de  base,  une  longueur  mt  égale  à  Tare  ocm, 

5 
c'est-à-dire  ici  aux  —  de  la  circonférence  ahcd\  t  sera  la  trace  de  la 

tangente  sur  le  plan  de  la  base  (777  ).  Ce  point  se  projette  au  point  r'  que 
Ton  obtient  en  abaissant  la  perpendiculaire  t^  sur  xy.  Par  suite,  la  droite 
t'm'  est  la  projection  de  la  tangente. 

On  reconnaît  facilement  d'après  cela  que  la  courbe  obtenue  tooche 
Tarète  aVen  a'  et  en  â",  Taréle  h*bf  en  son  milieu,  et  qu'elle  est  symétrique 
par  rapport  à  la  parallèle  à  xy  menée  par  le  milieu  de  h' h'.  Cette  courbe 
est  connue  sous  le  nom  de  sinusoïde.  Nous  Tétudierons  bientôt,  en  établis- 
sant les  premiers  principes  de  la  Trigonométrie, 
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LIVRE  PREMIER. 

INTRODUCTION  DES  ANGLES  DANS  LE  CALCUL. 


CHAPITRE  PREMIER. 

ÉLÉMENTS  DE  LA  THÉORIE  DES  RAPPORTS  TRIGONOMÉTRIQDES. 


Kotions  préliminaires. 

1.  Les  figures  de  la  Géométrie  présentent  des  côtés  et  des 
angles  :  ces  deux  espèces  de  quantités  sont  donc  liées  entre 
elles  dans  la  plupart  des  questions  qui  dépendent  de  cette 
science.  Mais,  comme  les  équations  entre  les  lignes  droites  et 
les  angles  sont  en  général  très  compliquées,  on  a  dû  chercher 
un  moyen  de  simplification,  qui  a  été  fourni  de  la  manière  la 
plus  heureuse  par  la  théorie  des  rapports  trigonomé triques. 

Avant  d'exposer  cette  théorie,  nous  présenterons  quelques 
remarques  indispensables. 

2.  Pour  soumettre  au  calcul  les  relations  qui  existent  seule- 
ment entre  les  côtés  d'une  figure,  il  suffit  de  faire  choix  d'une 
unité  de  longueur  et  de  comnarer  tous  les  côtés  de  la  figure  à 
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celle  unilé.  La  considéralion  d'un  côlé  se  irouve  ainsi  rem- 
placée par  celle  du  nombre  qui  représenie  son  rapport  à 
l'unilé, 

Quani  aux  angles,  on  les  compare  entre  eux  de  la  manière 

suivante.  A  un  même  angle  XOY  [fiç^.  i  ]  correspondent  un 

nombre  indéfini  d*arcs  AB,  A'B',  A*'B",  ...,  décrils  de  son 

sommet  comme  centre  et  interceplés 

entre  ses  côtés.  Ces  arcs  sont  sein- 

blables  et  Ton  a  [Géom.,  231) 

AB      A'B'       A'^B'^ 


( 


OA  "~  OA'  ~"  OA" 


Ce  qu'il  y  a  ici  de  constant,  c'est  le 
rapport  de  l'arc  intercepté  (supposé 
rectifié]  au  rayon  choisi.  On  peut  donc 
prendre  ce  rapport  pour  la  mesure  de  l'angle  considéré  et,  en  ' 
désignant  l'arc  AB  par  S,  le  rayon  OA  par  B,  écrire  (G<5om.,  232)  ' 

angle  XOY  =:|. 

L'unité  d'angle  est  alors  l'angle  qui,  au  centre  d'un  cercle 

quelconque,  intercepte  un  arc  égal  en  longueur  au  rayon  de 

ce  cercle. 

Comme  la  longueur  d'un  arc  est  donnée  par  la  formule  géné- 
n  „ 

raie  /  =  -^—  (G^o/n.,232),  on  voit,  en  y  faisant  /  =  R,quele 
loo 

nombre  de  degrés  de  cet  angle  unité  est 

n  =  —  =  57«i7'4^*,8o.... 

Si  l'on  choisit  le  rayon  pour  unité  de  longueur,  le  nombre 
qui  mesure  l'arc  rectifié  mesure  aussi  l'angle.  Dans  ce  cas,  la 
circonférence  étant  représentée  par  ^tt,  les  arcs  peuvent  être  ^ 
indiqués  indifféremment  en  degrés  ou  en  fractions  du  nombre 

7î.  Ainsi,  l'on  dira  :  arc  de  4^"  ou  arc  y>  arc  de  6o"  ou  arc^»  i 

arc  de  90*»  ou  arc  ->•••• 

Quand  un  angle  est  ainsi  mesuré  par  un  nombre  abstrait  A,  ' 
son  nombre  de  degrés  se  déduit  de  la  formule  /=:  -o-'  ^" 
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y  faisant  /==;  A  el  R  =i,  d'où 

180A 


465 


n  = 


3.  Si  Ton  veut  maintenant  établir  les  relations  qui  lient  les 
côtés  et  les  angles  d*une  même  figure,  il  faut  pouvoir  rem- 
placer la  considération  des  angles  par  celle  de  certains  rapports 
entre  longueurs^  et  la  condition  expresse  pour  qu'il  en  soit 
ninsi  est  la  suivante  :  Tangle  étant  donné,  les  rapports  dont 
nous  parlons  doivent  être  complètement  déterminés;  récipro- 
quement, ces  rapports  étant  donnés,  l'angle  doit  être  à  son  tour 
parfaitement  défini. 

La  Trigonométrie  traite  de  ces  rapports  particuliers,  qu'on  a 
nommés  rapports  trigonométriques.  Son  but  général  est  Vin- 
troduction  des  angles  dans  le  calcul,  son  but  spécial  la  résolu- 
tion des  triangles  qui  composent  toutes  les  figures. 

4.  Soit  une  circonférence  quelconque  de  rayon  R  (Jig.  2). 
Traçons  par  son  centre  deux  axes 
rectangulaires  OX,  OY.  On  pourra 
prendre  le  point  A,  commun  à  la 
circonférence  et  à  l'axe  OX,  pour 
point  de  départ  ou  pour  origine 
des  arcs  comptés  sur  cette  circonfé- 
rence. D'après  la  règle  de  Descartes 
(t.  I,  Jlg.  élém.,  203),  on  devra  re- 
garder comme  positifs  les  arcs  comp- 
tés dans  un  certain  sens,  dans  le  sens 
de  A  vers  B,  par  exemple,  et  comme  négatifs  les  arcs  comptés 
en  sens  contraire,  dans  le  sens  de  A  vers  B'. 

Les  arcs  considérés  peuvent  dépasser  un  nombrequelconque 
de  circonférences;  car,  après  avoir  décrit  une  première  cir- 
conférence et  être  revenu  au  point  de  départ,  on  peut  en 
décrire  une  deuxième,  une  troisième,  et  ainsi  de  suite,  puis 
s'arrêter  en  un  point  quelconque  M,  qui  est  ce  qu'on  appelle 
Vextrémité  de  l'arc. 

Tous  les  arcs  qui  ont  même  extrémité  qu'un  arc  donné 
tLNL  =  l  [Jig.  2)  sont  nécessairement  compris  dans  la  formule 
générale 

K.27rR-f-/, 

De  C.  -  Cours,  II.  3o 


Fig.   2. 
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OÙ  K  représente  un  entier  quelconque,  positif,  négatif  ou  nal 
En  effet,  la  différence  de  deux  arcs  de  la  série  est  toujours  un 
multiple  de  la  circonférence  R,  que  ces  deux  arcs  soient  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires. 
On  voit  qu'un  arc  peut  varier  de  —  oo  à  -h  oo  . 

5.  Deux  arcs  dont  la  somme  équivaut  à  un  quart  de  circon- 
férence sont  deux  arcs  complémentaires.  Deux  arcs  dont  la 
somme  équivaut  à  une  demi-circonférence  sont  deux  arcs5«p- 
plémentaires.  La  somme  de  deux  arcs  complémentaires  (dans 

le  cercle  de  rayon   i)  est  égale  à  ->  la  somme  de  deux  arcs 

supplémentaires  est  égale  à  tt. 
Soit  plus  généralement  [Jig.  2)  Tare  AM==2  /;  Tare  complé- 

ttR 

mentaire  sera /.  Admettons  qu'on  prenne  B  pour  origine 

de  cet  arc  et  qu'on  adopte  pour  son   sens  positif  celui  de  B 
vers  A,  contraire  au  sens  positif  de  Tare  direct  AM. 
Pour  mesurer  Tare  complémentaire,  on  devra  alors  compter 

ttR 

TarcBA  =  —  dans  le  sens  positif  choisi,  puis  Tare  AM  =  I 

dans  le  sens  négatif,  ou  contraire  au  premier.  On  sera  ainsi 
ramené  au  point  M,  extrémité  de  Tare  direct  AM. 

Il  résulte  donc  de  la  convention  précédente  que  deux  ara 
complémentaires  ont  toujours  même  extrémité. 

Soit  encore  Tare  AM  =  /;  Tare  supplémentaire  sera  ttR  — /. 
Pour  le  mesurer,  on  conservera  la  même  origine  et  le  mêaie 
sens  positif  que  pour  Tare  donné  AM.  On  comptera  donc 
d'abord  l'arc  ttR  dans  ce  sens,  ce  qui  conduira  au  point  A', 
puis  l'arc  /  dans  le  sens  négatif  ou  contraire.  On  s'arrêtera 
ainsi,  comme  extrémité  de  l'arc  supplémentaire,  à  un  point 
M' tel,  que  l'arc  A'  M'  soit  égal  en  valeur  absolue  à  l'arc  AM.  La 
droite  MM'  est  donc  parallèle  au  diamètre  AA',  et  les  extré- 
mités de  deux  arcs  supplémentaires  sont  toujours  sur  une  même 
parallèle  au  diamètre  qui  passe  par  l'origine  commune  A. 

6.  Pour  déterminer  maintenant  sur  le  plan  du  cercle  la  po- 
sition d'un  point  quelconque  M  pris  sur  la  circonférence,  on 
mène  par  ce  point  M  deux  parallèles  MQ  et  MP  aux  axes  OX 
et  OY.  Les  longueurs  MQ=OP,  MP  =  OQ,  étant  déternûinées, 
la  position  du  point  M  l'est  aussi;  car,  si  l'on  mène  par  le 
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loini  P  une  parallèle  à  Taxe  OY,  par  le  point  Q  une  parallèle 
^  l'axe  OX»  elles  viennent  se  croiser  sur  la  circonférence  au 
^int  M. 

La  distance  OP  s'appelle  Vabscisse  du  point  M,  la  distance  MP 
m  est  Vordonnée  :  les  longueurs  OP  et  MP  considérées  simul- 
anément  sont  les  coordonnées  du  point  M. 

OX  est  Vaxe  des  abscisses,  OY  Vaxe  des  ordonnées  :  ces  axes 
pODSidérés  simultanément  sont  les  axes  des  coordonnées,  leur 
Intersection  Oest  Yorigine  des  coordonnées.  On  indique  Tab- 
fclsse  d'un  point  par  la  lettre  x,  son  ordonnée  par  la  lettre/. 

Les  abscisses  devront  être  affectées  de  signes  différents, 
raivant  qu'elles  seront  comptées  à  droite  ou  à  gauche  du 
|K>int  O  :  ainsi,  les  points  M  et  M^, ayant  pour  abscisse  corn- 
toune  -*-  OP,  les  points  M'  et  M"  auront  pour  abscisse  com- 
Dune  —  0P\  De  même,  les  ordonnées  devront  être  affectées 
De  signes  contraires,  suivant  que  les  points  considérés  seront 
^ilués  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe  des  abscisses.  En  effet, 
les  ordonnées  peuvent  être  reportées  et  comptées  sur  l'axe 
Iles  ordonnées,  soit  au* dessus,  soit  au-dessous  du  point  0,  à 
Ipartir  de  ce  point  :  ainsi,  les  points  M  et  M'  ayant  pour  or- 
donnée commune  -f-  OQ,  les  points  M"  et  M'"  auront  pour  or- 
iionnée  commune  —  OQ'. 

Ces  détails  reviendront  et  seront  tout  à  fait  à  leur  place, 
lorsque  nous  commencerons  la  Géométrie  analytique.  Nous 
n'avons  rappelé  ce  mode  de  détermination  d'un  point  dans  un 
|)lan,  déjà  indiqué  précédemment  (t.  I,  Alg.  élém.,  312),  que 
|K)ur  rendre  nos  définitions  plus  simples  et  plus  nettes. 

Définitions  des  rapports  trigonométriques. 

7.  Étant  donné  l'angle  AOM  et  Tare  AM  [Jig.  2),  on  appelle 
tnus  de  cet  angle  le  rapport  de  l'ordonnée  MP  du  point  M, 
ctrémité  de  l'arc,  au  rayon  OM  de  cet  arc,  et  l'on  écrit 

smAOM  =  r-vj- 
OM 

On  appelle  cosinus  de  cet  angle  le  rapport  de  Vabscisse  OP 
upoini  M  au  rayon  OM,  et  l'on  écrit 

OP 


cosAOM  =  v^-, 
UM 


3o. 
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On  appelle  tangente  de  cet  angle  le  rapport  de  rordonnée 
MP  à  l'abscisse  OP,  et  Ton  écrit 

langAOM=.ôp- 

Les  inverses  des  rapports  que  nous  venons  d'indiquer  ont 
reçu  des  noms  spéciaux,  La  cosécante  de  l'angle  est  l'inverse 
du  sinus,  et  l'on  écrit 

cosecAOM=:  ^i-s- 
MP 

La  sécante  de  l'angle  est  l'inverse  du  cosinus,  et  Ton  écrif 

secAOM  =  YTp  ' 

La  cotangente  de  l'angle  est  l'inverse  de  la  tangente,  et  l'oa 
écrit 

cotAOM  =  ^. 

Désignons  d'une  manière  générale  l'angle  AOM  par  a,  N 
rayon  OM  par  r,  et  soient  x  et /•  les  coordonnées  du  point  H 
extrémité  de  l'arc  AM.  On  a 

y'  X  r 

sina=— 5     cosa=r-9     tanga=-> 
r  r  X 

r  ,  r  X  I 

coseca=:-9     seca=— 5      cota=— • 
X  X  X 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  le  choix  du  rayon  n'inflaii 

en  rien  sur  la  valeur  des  rapports  trigonoméiriques  d'un  angl^ 

précisément  parce  que  ce  sont  des  rapports.  Si  le  rayon  Oî 

change,  on  passe,  pour  le  même  angle,  du  triangle  OPMà  ui 

autre  triangle  qui  lui  est  semblable,  et  dont  les  côtés  prêt 

sentent  par  conséquent  entre  eux  des  rapports  égaux  à  ceffl 

qui  lient  les  côtés  du  triangle  OPM. 

8.  Il  est  facile  de  justifier  les  dénominations  employées. 
Si  Von  suppose  que  le  rayon  de  l'arc  soit  pris  pour  unité 
a  représente  également  l'angle  et  l'arc  intercepté,  et  l'on  a 


sina=j. 

cosa=:a:, 

tanga  =  •— 

ï 
coseca=  -» 

r 

séca=  -> 

X 

co\a=  -' 

r 
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Dans  ce  cas,  le  sinus  égal  à  Tordonnée  MP  [fig.  3]  est  la 
noieié  de  la  corde  qui  sous-tend  l'arc  MM'",  double  de  Varc 
kM  considéré.  Semi-inscripta  signifiant  demi  (corde)  inscrite, 
a  lettre  s  et  les  deux  lettres  in  ont 
brmé,  avec  la  terminaison  usy  le  ^*s-  3. 

DOt  sinus. 

Si  Ton  mène  par  l'origine  de  Tare, 
Qsqu'au  rayon  qui  passe  par  son 
atrémiié,  la  tangente  AT  [Jig.  3), 
es  triangles  semblables  OPM,  OAT, 
fonnent 

2:  =  ^  =  AT. 


je  rapport  '—  est  donc  alors  repré- 

lenté  par  la  tangente  AT.  Il  est  bon  de  remarquer  qu'il  est 
ifiaiemeni  représenté  par  la  tangente  MS  =  AT  en  vertu  de 
[égalité  des  triangles  OAT,  OMS. 

Les  deux  triangles  OPM,  OAT,  donnent  également,  dans  le 
tis  du  rayon  égal  à  Tunité, 


B 

Y 
V 

\ 

N 

/            ^ 

7' 

y. 

a(             0 

P 

B' 

AS     X 
/ 

■ 

OT 
=  —  =  01. 


Le  rapport  —  est  donc  alors  représenté  par  la  portion  de  sécante 

comprise,  sur  la  direction  du  rayon  OM,  entre  le  centre  de  Tare 
^  le  point  T.  Il  est  important  de  remarquer  que  ce  rapport 
est  également  représenté  par  la  portion  de  sécante  OS  =  OT. 

,  L'are  a  =  AM  [Jig*  3)  a  pour  complément  l'arc  BM  = a. 

ii  Ton  prend  pour  origine  de  ce  dernier  arc  le  point  B  et  si 
mie  suppose  par  suite  décrit  positivement  de  B  vers  M  (5), 
HQ  ou  OP  =  ;r=:  cosa  représentera  son  sinus.  De  même, 
BN  =  M V  représentera  sa  tangente,  ON  =  OV  représentera  sa 
sécante.  D'ailleurs,  les  triangles  semblables  OAT,  OBN,  donnent 

BN        I 

-  =  -=cota; 

de  même,  les  triangles  semblables  OPM,  OBN,  donnent 

ON       I 

—  =  -  =  cosecd. 
1       / 
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£n  résumé,  on  a  donc 


sin  I a]  =  cosa, 

lang( ^)  —  cola, 

( aj  =  coseca. 


sec 


Ainsi,  le  cosinus,  la  cotangente,  la  cosécante  d'un  arc,  m 
sont  autre  chose  que  le  sinus,  la  tangente,  la  sécante  de  l'ar\ 
complémentaire;  d'où  les  noms  donnés  à  ces  rapports.  U 
cosinus,  la  cotangente  et  la  cosécante  d'un  arc  sont  quelque- 
fois appelés  rapports  trigonométriquesi/ie/ir^c/^,  tandis  que  h 
sinus,  la  tangente  et  la  sécante  constituent  les  rapports  trigo 
nométriques  directs. 

On  fait  un  usage  continuel  des  formules  précédentes. 

En  terminant  ce  paragraphe  et  en  se  reportant  à  la/îg.  3 
il  est  utile  de  rappeler  que,  lorsque  le  rayon  est  prispom 
unitéy  la  perpendiculaire  MP  représente  le  sinus  de  l'arc  AMi 
la  distance  OP  son  cosinus,  la  tangente  AT  =  MS  sa  tangentei 
de  même,  la  distance  ON  =  OV  représente  sa  cosécante,  li 
distance  OT  =  OS  sa  sécante,  la  tangente  BN  =  MV  sa  cotai» 
gente.  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  les  définitions  & 
n°  7  sont  les  seules  générales. 

9.  Il  est  évident  que,  l'angle  étant  donné,  les  rapports  trigo 
nométriques  correspondants  le  sont  également.  Réciproque 
ment,  si  l'on  suppose  l'angle  considéré  plus  petit  qu'un  droit 
il  sera  déterminé  si  l'on  connaît  l'un  quelconque  de  ses  nf 
ports  trigonométriques,  son  sinus  par  exemple,  ainsi  quek 
rayon  choisi. 

En  effet,  r  étant  donné  ainsi  que  sina,  on  déduira,  de  lare 

lation  sina=  — > /=  rsina.  On  prendra  alors,  à  partir  dï 

point  0,  sur  l'axe  OY  et  dans  le  sens  convenable  (6),  une  lon- 
gueur OQ  =x  [Jig,  3).  On  mènera  par  le  point  Q  une  paral- 
lèle QM  à  l'axe  OX,  et  le  point  M  sera  l'extrémité  de  l'arc  Al 
intercepté  par  l'angle  demandé. 

10.  Les  rapports  trigonométriques  les  plus  employés  sool 
le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente.  Nous  allons  donc  étadier 
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spécialemeni  les  variations  de  ces  rapports.  Celles  de  la  cosé* 
cante,  de  la  sécante  et  de  la  cotangente,  qui  sont  leurs  in- 
ferses»  pourront  ensuite  être  immédiatement  définies. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  prendrons  en  général  le  rayon  pour 
muté.  Le  cercle,  dans  lequel  on  considère  alors  les  rapports 
Irigonométriques,  prend  le  nom  de  cercle  trigonométrique. 
Ces  rapports  se  trouvent,  dans  ce  cas,  représentés  concrète- 
pnent  par  des  droites,  rattachées  au  cercle  trigonométrique 
eomme  on  Ta  expliqué  aux  n°*  7  et  8,  sans  que  les  résultats 
obtenus  soient  en  rien  modifiés  par  cette  utile  simplification. 


Variations  du  sinns. 


Fig.  4. 


11.  Considérons  le  cercle  trigonométrique  OA  (/ig.  4)>  où 
l'origine  des  arcs  est  le  point  A,  et 
fangle  quelconque  AOM.  Cet  angle 
bt  mesuré  par  l'arc  AM  =  a,  et  cet 
prc,  d'après  ce  qui  précède  (8),  a  le 
Ittème  sinus  que  Tangle  lui-même. 
On  peut  donc  poser 

sina  =  MP— j. 

Supposons  Tare  a  plus  petit  que  90°. 

A  mesure  que  l'arc  croît,  depuis 
ïéro  jusqu'à  90",  l'ordonnée  y  croît  :  le  sinuSy  dans  ces  limites, 
croit  donc  avec  l'arc. 

Pour  a  =  0,  on  a/^o.  Poura=:^>  la  corde  MM'*',  qui 

sous-tend  l'arc  double,  est  égale  au  côté  du  carré  inscrit  dans  le 
cercle  de  rayon  1  ;  7,  qui  est  la  moitié  de  cette  corde,  est  donc 

égala  --•  Enfin,  pour  a  =  -•>  ona  j=OB-^i.On  peut  donc 


T 
B 

K 

^^ 

^ 

/ 
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X 

P      il 

/ 
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sino* 


sin 


sin45''=  —  1 


sm- 
2 


:sin9o*»=:i. 


Lorsque  l'extrémité  de  l'arc  a  est  dans  le  deuxième  qua- 
drant, le  sinus  repasse  par  les  mêmes  valeurs  que  dans  le  pre- 
mier, mais  en  ordre  inverse. 

En  effet,  les  sinus  de  deux  arcs  supplémentaires  (5)  sont 
é^ux  et  de  même  signe. 
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Soit  l'angle  AOM  [Jig.  4)-  Menons  par  le  point  M  la  paral- 
lèle MM'  à  Taxe  OX.  Les  angles  AOM,  AOH%  sont  supplémeo 
taires,  puisqae  les  arcs  AM  et  A'M'  sont  égaux.  Mais  lesettré 
mités  M  et  M' ayant  des  ordonnées  MPetM'P',  égales  eiA 
même  signe,  les  sinus  de  ces  angles  et  des  arcs  qui  les  me 
surent  sont  aussi  égaux  et  de  même  signe. 

La  formule 

sin(7r  —  «)==  s\x\a 

exprime  celte  importante  propriété. 

On  voit  que,  l'angle  ou  Tare  croissant  depuis  90®  jusqu'à i8o» 
le  sinus  diminue  depuis  i  jusqu'à  zéro. 

Lorsque  l'extrémité  de  l'arc  tombe  dans  le  troisième  ou  V 
^aa/nème  quadrant,  le  sinus  qsX  négatif  [%].  Ainsi,  le  siou; 
de  l'angle  AOM"  ou  de  l'arc  AM''  est  représenté  par  l'or 
donnée  négative  ■—  M'^P'^r^  ~  OQ'.  Mais,  de  180®  à  36o**^  lesiDoj 
repasse  en  valeur  absolue  par  les  mêmes  valeurs  que  de  zén 
à  180»;  car,  les  ordonnées  des  points  du  cercle  trigonomélriqiH 
qui  sont  symétriquement  placés  par  rapport  à  l'axe  des  alh 
scisses  étant  égales  et  de  signes  contraires,  des  arcs  tels  qu« 
AM  et  AM'"  ou  tels  que  AM'  et  AM''  ont  nécessairement  dd 
sinus  égaux  et  de  signes  contraires.  L'arc  croissant  depuis  i8rf 
jusqu'à  270»,  le  sinus  décroît  donc  depuis  o  jusqu'à —i,eli 
l'arc  croissant  depuis  270*  jusqu'à  36o**,  le  sinus  croît  algébri- 
quement depuis  —  I  jusqu'à  o. 

La  figure  montre  que  les  arcs  qui  diffèrent  d'une  demi-ciP' 
conférence^  comme  les  arcs  AM  et  AM",  ont  des  sinus  égaux 
et  de  signes  contraires*  C'est  ce  qu'exprime  la  formule 

sin(7r  -h  a)  =  ~  sina. 

12.  Quand  on  augmente  un  arc  d'un  nombre  quelconque  de 
circonférences,  son  sinus  ne  change  pas,  puisque,  l'arc  con- 
servant toujours  la  même  extrémité,  l'ordonnée  de  cette  e&iré* 
mité  ne  varie  pas. 

Désignons  par  uni:  un  nombre  quelconque  de  circonféreoces 
de  rayon  égal  à  l'unité,  n  étant  un  entier  quelconque  posiiif, 
négatif  ou  nul.  Nous  aurons 

sin  (a/iTT-h  a)  =:  sina. 

La  formule 

sin(7r-~  a)  =  sina 
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lonnera  de  même 

sin(2/i7rH-7r—  a)  =  s\T\a, 
%qui  revient  à 

sin  [(an  -h  ijtt  —  a]  =  sina. 

il  en  résulte  que  tous  les  arcs  qui  ont  même  sinus  que  l'arc  a 
ûnt  renfermés  dans  les  deux  formules 

uni: -\- a    et    (2/1  4- i)?:  —  a. 

13.  Les  arcs  égaux  et  de  signes  contraires  ont  aussi  des  sinus 
\gaux  et  de  signes  contraires;  car  leurs  extrémités  sont  sy- 
ûétriquement  placées  par  rapport  à  Taxe  OX.  Ainsi,  les  arcs 
LH  et  AM*'  [fig.  4)  ont  des  sinus  égaux  et  de  signes  con- 
raires  :  c'est  ce  qu'exprime  la  formule 

sin(— «)  =  ~  sinrt. 

U.  On  voit  que  les  variations  du  sinus  ont  pour  limites  -4-  i 
ri  —  I.  Le  sinus  peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives  pos- 
iibles  entre  o  et  i,  toutes  les  valeurs  négatives  possibles  entre 
lel  —  I.  Une  quantité  plus  petite  que  i  et  plus  grande  que 
~i  peut  donc  toujours  être  représentée  par  le  sinus  d'un 
'^rtain  arc. 

15.  On  peut  trouver  directement,  par  la  Géométrie,  et  à 
Taide  des  polygones  réguliers,  les  sinus  de  certains  arcs. 

Dans  le  cercle  trigonométrique  (fg.  4)»  le  sinus  d'un  arc 
(ul  est  une  partie  aliquote  de  la  circonférence  est  en  effet  la 
moitié  du  côté  du  polygone  régulier  inscrit  qui  sous-tend  l'arc 
iouble(8). 

L'ordonnée  de  rextrémiié  de  l'arc  de  60°  est  la  moitié  de  la 
corde  qui  sous-tend  l'arc  de  120%  c'est-à-dire  la  moitié  du 
côié  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  cercle  trigonomé- 
Wque.  On  a  donc  (Géom.,  205) 

sm6o®=  sm  1^  = 

3        2 

L'ordonnée  de  l'extrémité  de  l'arc  de  3o''  est  la  moitié  de  la 
cotde  qui  sous-tend  l'arc  de  60°,  c'est-à-dire  la  moitié  du 
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côté  de  rhexagone  régulier  inscrit,  qui  est  égala  i  [Géom.,  â05). 
On  a  donc 

•On  •        ^  ' 

sinSo*»  —  sin  7;  =-• 


De  même,  l'ordonnée  de  l'extrémité  de  l'arc  de  i8*  est  h 
moitié  de  la  corde  qui  sous-lend  l'arc  de  36*»,  c'est-à-dire  b 
moitié  du  côté  du  décagone  régulier  inscrit»  qui  est  égal  l 

--  »4-v/§ 


{Géom.,'206). 


On  a  donc 


sini8*»=::=sin  —  = 
10 


i-f->/5 


16.  Oq  peut  se  proposer  de  représenter  la  loi  de  variation  du  sloos  i 
l'aide  d'une  courbe  rapportée  aux  mômes  axes  coordonnés  que  le  cercb 
trigonométrique. 

Les  points  de  cette  courbe  auront  pour  abscisses  les  différents  arci 
considérés  dans  le  cercle  trigonométrique,  rectifiés,  et  pour  ordonnéei 
les  sinus  de  ces  arcs. 

En  désignant  Tun  des  arcs  rectifiés  par  x  et  son  sinus  par  y^  Téquaûd 
de  la  courbe  dont  il  s'agit  sera  donc 

jr  =  sino:. 

On  lui  donne  le  nom  de  sinusoïde  {fig.5),ei  on  la  retrouve  souvent  dau 
les  applications. 

Fig.  5. 


Pour  la  construire,  on  divise  le  cercle  trigonométrique  en  un  cerlaia 
nombre  de  parties  égales,  douze  par  exemple.  En  portant  sur  Taxe  des  x, 
à  partir  de  l'origine  ou  du  centre  du  cercle,  une  longueur  égale  à  air,  on 
obtient  le  cercle  lui-même  rectifié;  de  sorte  qu'en  divisant  aussi  cette 
longueur  en  douze  parties  égales,  on  mesure,  en  partant  du  centre,  iei 
abscisses  des  treize  points  qu'on  veut  déterminer  sur  la  courbe,  y  compris 
l'origine. 

On  fait  correspondre  à  chacune  ^de  ces  abscisses,  comme  l'indique  la 
fig,  5,  une  ordonnée  égale  au  sinus  de  l'arc  que  cette  abscisse  représente: 
et,  en  unissant  tous  les  points  ainsi  marqués  par  un  trait  continu,  oa 
obtient  la  sinusoïde  dans  les  limites  qu'on  s'est  imposées. 

Comme  le  sinus  repasse  périodiquement  par  les  mêmes  valeurs,  lorsqoe 
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irc  correspondant  croit  au  delà  d'une  circonférence  ou  devient  négatif, 
sinusoïde  elle-même  s'étend  indéfiniment  le  long  de  Taxe  des  x,  à 
t>ite  et  à  gauche  de  Torigine,  en  restant  comprise  entre  les  tangentes 
enées  au  cercle  Irigonométrique  parallèlement  à  cet  axe,  et  en  repro- 
lisant  constamment  les  deux  spires  trouvées  pour  une  seule  circonfé- 
oce. 


Variations  du  cosinus. 


17.  Le  cosinus  d'un  arc  étant  égal  au  sinus  de  son  complé- 
lenl  (8),  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  (11)  se  reproduit 
ans  un  autre  ordre  pour  le  cosinus, 
léanmoins,  il  est  indispensable  d'in- 
iquer  directement  les  variations  du 
osinus. 

On  a  (yîg-.  4)>  dans  le  cercle  irigono- 
oélrlque, 

cosa=iOP  —  x.^ 

bpposons  l'arc  a  plus  petit  que  90"". 

i  mesure  que  Tare  croît  depuis  o  jus- 

|u'à  go%  Tabscisse  x  décroît;  le  cosinus  diminue  donc  alors 

m  même  temps  que  l'arc  augmente. 

Pour  a  =  Oy  on  a  ;r  =  OA  =  I .  Pour  a  =  7  j  la  dislance  OP 

4 

est  égale  à  l'ordonnée  MP,  c'est-à-dire  à -^'  Enfin,  pour 


Fis-  4- 

M' 

T 
B 

M 

/ 

N 

y 

^ 

à'    P' 

V 

/ 

X 

7 

x 

M' 

^^ 

M- 

«=  ->  on  a  :ir: 

2 


:o.  On  peut  donc  écrire 


C0SO<'=  I,       COS  7  =r:  COS  45°  :=  ^^  J 
4  2 


COS  -  =  cosgo®  =  o. 


Lorsque  l'extrémité  de  l'arc  est  dans  le  rfaM^riéme quadrant, 
le  cosinus  repasse  par  les  mêmes  valeurs  que  dans  le  premier, 
prises  en  ordre  inverse  et  affectées  d'un  signe  contraire. 

En  effet,  les  cosinus  de  deux  arcs  supplémentaires  sont 
égaux  et  de  signes  contraires. 

Les  arcs  AM  et  AM'  (^g*.  4)  étant  supplémentaires,  leurs 
extrémités  M  et  M'  ont  des  abscisses  égales  et  de  signes  con- 
traires, et  les  cosinus  de  ces  arcs  sont  eux-mêmes  égaux  et 
désignes  contraires. 
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La  formule 

cos(7r  — a)  =  —  cosa 

exprime  celte  imporlanie  propriété. 

On  voit  que  Tangle  ou  J'arc  croissant  depuis  90°  jusqu'à  i8o«, 
le  cosinus  diminue  depuis  o  jusqu'à  —  i. 

Lorsque  l'extrémité  de  l'arc  tombe  dans  le  troisième q}}^ 
drant,  le  cosinus  est  négatif;  il  est  positif  lorsque  cette  extré- 
mité tombe  dans  le  quatrième  quadrant.  Mais,  de  180' à  36o*, 
le  cosinus  repasse  d'une  manière  absolue  par  les  mêmes» 
leurs  que  de  o  à  180°.  En  effet,  les  abscisses  des  points  sy- 
métriquement placés  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses  étant 
égales  et  de  même  signe^  des  arcs  tels  que  AM  et  AM'  ou  tei^ 
que  AM'  et  AM"  ont  nécessairement  des  cosinus  égaux  et  de 
même  signe.  L'arc  croissant  depuis  180°  jusqu'à  ^70*»,  le  cosinus 
croîtn»  donc  depuis  —  i  jusqu'à  o,  et,  l'arc  croissant  depuii 
270*»  jusqu'à  36o^  le  cosinus  croîtra  depuis  o  jusqu'à  i. 

La  figure  montre  que  les  arcs  qui  diffèrent  d'une  demi-cir^ 
conférence,  comme  les  arcs  AM  et  AM",  ont  des  cosinus  égaux 
et  de  signes  contraires,  et  que  les  arcs  dont  la  somme  est  ^gafe 
à  une  circonférence  entière^  comme  les  arcs  AM  et  AM',  ojrij 
des  cosinus  égaux  et  de  même  signe.  C'est  ce  qu'expriment 
les  formules 

cos(7r -f-a)  =  —  cosa,     cos(27r  — a)  =  cosa. 

18.  Quand  on  augmente  un  arc  d'un  nombre  quelconque  de 
circonférences,  son  cosinus  ne  change  pas,  puisque.  Tare  con- 
servant toujours  la  même  extrémité,  l'abscisse  de  celte  extré- 
mité ne  varie  pas. 

Désignons  par  2/171  un  nombre  quelconque  de  circonfé- 
rences, 71  étant  un  entier  quelconque  positif,  négatif  ou  nul. 
Nous  aurons 

cos(2/i7r  -4-û)  =cosa. 

La  formule 

cos(27r  —  û)  =  cosa 

donnera  de  même 

cos(2n7r-4-  2  7r  —  a)  =  cosa 

ou,  puisque  n  représente  un  entier  quelconque  qu'on  peul 
augmenter  de  1  à  volonté, 

cos(2n7r  —  a)  =  cosa. 
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Il  en  résulte  que  tous  les  arcs  qui  ont  même  cosinus  que 
l'arc  a  sont  renfermés  dans  les  deux  formules 

inn-^a    et    a/iTr  — a,     ou     ^m:±a. 

19.  Les  arcs  égaux  et  de  signes  contraires  ont  des  cosinus 
ég€UAx  et  de  même  signe;  car  leurs  exlrémiiés  sont  symétri- 
quement placées  par  rapport  à  Taxe  OX.  Ainsi,  les  arcs  AM  et 
AM*  ont  des  cosinus  identiques.  C'est  ce  qq'exprime  la  for- 
mule 

cos(—  a)  =  cosa. 

20.  On  voit  que  les  variations  du  cosinus  sont  comprises 
entre  -\-  i  et  —  \.  Une  quantité  plus  petite  que  i  et  plus  grande 
que  —  I  peut  donc  toujours  être  représentée  par  le  cosinus  d'un 
certain  arc. 

21 .  On  peut  se  proposer  de  représenter  la  loi  de  variation  du  cosinus 
à  l'aide  d'une  courbe  rapportée  aux  mêmes  axes  coordonnés  que  le  cercle 
trigonométrique. 

Les  points  de  cette  courbe  auront  pour  abscisses  les  différents  arcs  con- 
sidérés dans  le  cercle  trigonométrique,  rectifiés,  et  pour  ordonnées  les 
cosinus  de  ces  arcs. 

En  désignant  l'un  des  arcs  rectifiés  par  x  et  son  cosinus  par  y\  l'équa- 
lion  de  la  courbe  dont  il  s'agit  sera  donc  j^  =  cos  j:.  On  lui  donne  le  nom 
de  cosinusoîde  (Jig.  6). 


On  la  construit  de  la  môme  manière  que  la  sinusoïde  (17),  et  cette 
construction  donne  lieu  aux  mêmes  considérations. 

Remarquons  d'ailleurs  que  les  deux  courbes  sont,  en  réalité,  identiques, 
puisque  le  cosinus  d'un  arc  est  le  sinus  de  son  complément.  Pour  passer 
de  la  sinusoïde  à  la  cosinusoîde ,  il  suffît  en  effet  do  faire  glisser  la  pre- 
mière courbe,  parallèlement  à  elle-même  vers  la  gauche,  d'une  longueur 

égaie  à  -^;  car  on  a,  d'une  manière  générale,  en  vertu  des  propriétés  des 

arcs  supplémentaires  et  complémentaires  (il,  8), 

sin  (  -  -f-  .r  j  =  sin  I x\  =  co%x. 
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Variations  do  la  tangente. 


22.  On  a  lang  a  =  -  •  Supposons  l'arc  a  plus  petit  que  9o\ 

A  mesure  que  Tare  croît  depuis  o  jusqu'à  90%  rordonnée/ 
croît  et  l'abscisse  a:  diminue.  Pour  celle  double  raison,  latan- 
gente  croît  donc  alors  avec  l'arc. 


Pour  a  =  0,  on  a  f=  o  et  xz=i.  Pour  a  ■■ 


TT 


on  a  /  =  jr, 


T 

puisque  le  triangle  OPM  devient  isocèle  {Jîg.  7).  Poura  =  -} 


FiG-  7- 

T 
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^^ 
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A        1 
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V^_^ 

Y' 

\ 

T' 

on  a  7  =  I  et  a:  =  o.  On  peut  donc 
écrire 

(ango°z:i.  o, 

tang  j  —■  tang45"^  --  i , 


lang-  =  tanggo» 


o 


Lorsque  l'extrémité  de  l'arc  est 
dans  le  deuxième  quadrant,  la  lao- 
gente  repasse  par  les  mêmes  valeurs  que  dans  le  premier» 
mais  prises  en  ordre  inverse  et  affectées  d'un  signe  contraire. 
En  effet,  les  tangentes  de  deux  arcs  supplémentaires  sont  égales 
et  de  signes  contraires.  Car,  si  l'on  se  reporte  à  la  figure,  où 
voit  que  les  extrémités  des  arcs  supplémentaires  AM  et  AM' 
ont  des  ordonnées  égales  et  de  même  signe  en  même  temps 
que  des  abscisses  égales  et  de  signes  contraires,  les  poinisï 
et  M'  étant  symétriques  par  rapport  à  l'axe  OY.  Il  en  résulte 
que  les  rapports  qui  expriment  les  tangentes  de  deux  arcs  sup- 
plémentaires sont  nécessairement  égaux  et  de  signes  con- 
traires. C'est  ce  que  rappelle  la  formule 

tang(7r  —  «)==:—  tanga. 

L'arc  croissant  de  90°  jusqu'à  i8o*,  la  tangente  croit  donc 
algébriquement  depuis  —  oo  jusqu'à  o.  Nous  disons  depuis 
—  00  ,  parce  que  l'arc  de  90*»  peut  être  regardé  à  la  fois  comme 
la  limite  des  arcs  qui,  croissant  depuis  o  jusqu'à  90®,  onl  des 
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langenies  posiiives,  el  comme  la  limite  des  arcs  qui,  décrois- 
sant depuis  180°  jusqu'à  90*»,  ont  des  langenies  négalives. 

Dans  le  troisième  quadranl,  lorsque  Tare  croît  de  180^  jus- 
qu'à tX7o«>,  la  langente  repasse  par  les  mêmes  valeurs  que  dans 
le  premier  ;  el,  dans  le  quatrième  quadrant^  lorsque  Tare  croît 
de  270*»  jusqu'à  36o*»,  la  langente  repasse  par  les  mêmes  valeurs 
que  dans  le  deuxième.  En  effet,  les  arcs  qui  diffèrent  d'une 
demi-circonférence,  comme  les  arcs  AM  et  AM*"  ou  comme 
les  arcs  AM'  el  AM*',  ont  la  même  tangente,  parce  que  leurs 
extrémités,  coïncidant  avec  celles  d'un  même  diamètre,  ont 
nécessairemenldes  coordonnées  égales  en  valeur  absolue,  mais 
de  signes  contraires.  Il  en  résulte  que  le  rapport  de  ces  coor- 
données reste  toujours  le  même  en  valeur  et  en  signe.  C'est 
ce  qu'exprime  la  formule  importante 

lang  (  TT  -h  a  )  =  tanga. 

Ainsi,  de  180°  à  270%  la  langente  croît  de  o  à  4-  00  ;  de  270*»  à 
36o*»,  elle  croît  algébriquement  de  —  00  à  o.  On  voit  qu'on  doit 
poser  langgo®  =  tang27o°  r=:  =t  00  . 

i  23.  La  remarque  précédente  montre  que  lorsqu'on  aug^ 
mente  un  arc  d'un  nombre  quelconque  de  demi-circonfé- 
rences, sa  tangente  ne  varie  pas.  Désignons  par  ni:  un  nombre 
quelconque  de  demi-circonférences,  n  étant  un  entier  quel- 
conque positif,  négatif  ou  nul.  Nous  aurons 

iang(n7:-{-  a]--  tangtf. 

Tous  les  arcs  qui  ont  même  tangente  que  l'arc  a  sont  donc 
compris  dans  la  formule 

m: -h  a. 

2i.  Les  arcs  égaux  et  de  signes  contraires  ont  aussi  des 
tangentes  égales  et  de  signes  contraires;  car  leurs  extrémités 
sont  symétriquement  placées  par  rapporta  l'axe  OX,  de  sorte 
que,  ces  extrémités  ayant  des  ordonnées  égales  et  de  signes 
contraires  et  la  même  abscisse,  les  rapports  formés  par  leurs 
coordonnées  respectives  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 
C'est  ce  qu'exprime  la  formule 

tang(— a)  =  —  tanga. 

25.  On  voit  que  les  variations  de  la  tangente  ont  pour 
Imites  -f-  oc  et  —<x> .  La  langente  peut  prendre  toutes  les  va- 
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leurs  positives  possibles  entre  o  et  -+-  oo  ,  toutes  les  valeurs 
négatives  possibles  entre  o  et  —  oo  .  Une  quantité  réelle  que^ 
conque  peut  donc  toujours  être  représentée  par  la  tangente 
d'un  certain  arc, 

26.  Nous  avons  vu  précédemment  (8)  que,  si  l'on  mène 
une  langente  au  cercle  trigonométrique  par  Torîgine  des  arcs, 
la  portion  de  cette  tangente  interceptée  par  le  rayon  passant 
par  l'extrémité  de  l'arc  considéré  représente  la  tangente  de 
cet  arc.  Ainsi  [fig,  7),  si  l'on  pose  arcAM  =  a,  on  a  (22) 

tanga  =  tang(7r  -f-  a)  ==  AT. 

Les  tangentes  des  arcs  qui  ont  leurs  extrémités  dans  le  premier; 

et  le  troisième  quadrant  sont  alors  mesurées  sur  la  pariml 

positive  de  la  tangente  indéfinie  menée  par  l'origine  A. 

De  même,  si  l'on  considère  l'arc  AM',  supplément  de  l'arc* 

AM,  ona(22) 

tang(7r  — a)  =  tang(27r  — a)  =  --  tanga  =  —  AT  =  AT'. 

Les  tangentes  des  arcs  qui  ont  leurs  extrémités  dans  le 
deuxième  et  le  quatrième  quadrant  sont  donc,  à  leur  tour, 
mesurées  sur  la  partie  négative  de  la  tangente  indéfinie  en  i. 
Il  résulte  immédiatement  de  ce  mode  de  représentation  qae 
les  tangentes  de  go'»  et  de  270"  sont  égales  toutes  deux  à 
±00  ,  puisque  le  diamètre  BB',  parallèle  à  la  tangente  en  A, 
la  rencontre  à  Tinfini  dans  les  deux  sens. 

27.  On  peut  trouver  directement  parla  Géométrie,  et  à  l'aide 
des  polygones  réguliers,  les  tangentes  de  certains  arcs. 

Dans  le  cercle  trigonométrique  (fg.  7),  la  langente  d'un  arc 
qui  est  une  partie  aliquote  de  la  circonférence,  est  en  effet  la 
moitié  du  côté  du  polygone  régulier  circonscrit  qui  corres- 
pond à  l'arc  double. 

La  tangente  de  45°  est  donc  la  moitié  du  côté  du  carré  cir- 
conscrit, qui  est  égal  au  diamètre  du  cercle  trigonométrique 
[Géom.,  204),  c'esi-à-dire  à  2,  et  l'on  a 

tang45®=i  iang-^=  i. 
La  tangente  de  So*»  est  la  moitié  du  côté  de  l'hexagone  régu- 


TRIGONOMÉTRIB.  48l 

lier  circonscrit^  qui  esl  égal  à  -~-  (Géom.,  211),  ei  Ton  a 


TT  \/3  _      1 


tangSo*»  =  iangg  =  —  =  —  • 


La  tangente  de  Go""  est  la  moitié  du  côté  du  triangle  équila- 
léral  circonscrit,  qui  est  égal  à  a  y^  (  Géom. y  205),  et  Ton  a 

t:ing6o*»  =  tan  g  ^  =  /3  • 

28.  On  peut  se  proposer  de  représenter  la  loi  de  variation  de  la  tan- 
ipnte  à  Faîde  d'une  courbe  rapportée  aux  mômes  axes  coordonnés  que 
le  cercle  trigonométrique. 

Les  points  de  celle  courbe  auront  pour  abscisses  les  différents  arcs 
msidérés  dans  le  cercle  trigonométrique,  rectifiés,  et  pour  ordonnées 
les  tangentes  de  ces  arcs. 

I  En  désignant  Tun  des  arcs  rectifiés  par  x  et  sa  tangente  par  j,  Téqua- 
^D  de  la  courbe  dont  il  s'agit  sera  donc  y  =  tangx.  On  lui  donne  le  nom 
le  tangentoïde  (Jîg,  8  ),  et  on  la  retrouve  souvent  dans  les  applications. 

Fig.  8. 


On  la  construit  de  la  môme  manière  que  la  sinusoïde  (16),  et  cette 

|B0D5truction  donne  lieu  à  des  considérations  analogues. 

A  cause  des  valeurs  infinies  dans  les  deux  sens  de  tang  ±90°  et  de 

±270**,  la  tangentoïde  est  composée  d'une  série  illimitée  de  branches 

les,  à  droite -et  à  gauche  de  Torigine.  Ces  branches  infinies  se  suc- 

Icèdeot  en  ayant  pour  asymptotes  communes  (t.  I,  Alg.  élém.,  3i8), 

^ns  un  sens  ou  dans  l'autre,  les  parallèles  menées  à  l'axe  des  x  par  les 

DtC— Co*ir*.  n.  3i 
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points  de  Taxe  des  x  qui  ont  pour  abscisses  . . ., , ^î  —  '-» 

-}  —  j  — j  •*••  ^fig'  3  donne  le  développement  de  la  tangentoîde,  seu- 
lement pour  une  première  circonférence  rectifiée. 

Variations  dQ  la  cosécante,  de  la  sécante  et  de  la  cotangente. 

29.  Lacosécanle  est  riiiversedu  sinus;  la  sécante, TinversA 
du  cosinus;  la  cotangente,  Tinverse  de  la  tangente  (8)  :  il  es( 
donc  inutile  d'étudier  directement  leurs  variations,  puisqu'oi 
peut  toujours  déduire  les  valeurs  de  ces  rapports  des  valeun 
précédemment  obtenues,  par  simple  renversement.  En  se  bor 
nant  au  premier  quadrant,  on  peut  établir  le  Tableau  suivant! 


coscco°  = 

T 
.      -  —  00  , 

sino° 

coséc45**  — 

sin45"       ^''' 

cosécgo»  — 

1 

singo*»  ""'' 

séco"  = 

I 

coso»~  '* 

séc  45«  = 

^s45^"'^''' 

séc  90°  = 

î 
cosgo" 

coto"  — 

I 
lango«~"      ' 

I 

C0tQO"= =0. 

^  langgo** 

Le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  prennent,  dans  lepremiei 
quadrant,  toutes  les  valeurs  qu'ils  peuvent  prendre  en  valein 
absolue.  Il  en  est  donc  de  même  de  leurs  inverses.  De  plui 
le  signe  d'un  rapport  étant  aussi  celui  de  son  inverse,  le  sina 
et  la  cosécante,  le  cosinus  et  la  sécante,  la  tangente  et  laco^ 
tangente,  ont  toujours  le  même  signe. 
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Par  suite,  on  peut  dire  que  la  cosécante,  positive  lorsque 
rextrémité  de  l'arc  tombe  dans  les  deux  premiers  quadrants, 
négative  lorsque  cette  extrémité  tombe  dans  les  deux  derniers, 
varie  depuis  +00  jusqu'à  -f-  1  et  depuis  —00  jusqu'à  —  i;  de 
sorte  qu'elle  prend  toutes  les  valeurs  possibles,  à  l'exception 
de  celles  qui  sont  comprises  entre  -h  i  et  —  i. 

La  sécante,  positive  lorsque  l'extrémité  de  l'arc  tombe  dans 
le  premier  et  le  quatrième  quadrant,  négative  lorsque  cette 
extrémité  tombe  dans  le  deuxième  et  le  troisième,  varie  depuis 
-f- 1  jusqu'à  -H  00 ,  et  depuis  —  i  jusqu'à  —  00  ;  de  sorte  qu'elle 
prend  toutes  les  valeurs  possibles,  à  l'exception  de  celles  qui 
sont  comprises  entre  -m  et  —  i. 

Enûn,  la  cotangente  étant  positive  dans  le  premier  et  le 
troisièmequadranl,  négative  dans  le  deuxième  et  le  quatrième, 
varie  comme  la  tangente  depuis  -f-  00  jusqu'à  —  00  . 

30.  11  est  important  de  noter  que  les  six  rapports  trigono- 
métriques  sont  positifs  dans  le  premier  quadrant  et  que,  dans 
les  trois  autres  quadrants,  il  y  a  toujours  quatre  rapports  né- 
gatifs  contre  deux  positifs.  C'est  ce  qu'indique  la^g*.  9. 


Pig-  9- 


Sinas  ot  coMcante. 


Cosinus  ot  gécaoto. 
/    -  +\ 


Tangente  et  cotangente. 


t3^ 


31.  On  peut  se  proposer  de  représenter  la' loi  de  variation  de  la  cosé- 
cante,  delà  sécante  ou  de  la  cotangente,  à  l'aide  d'une  courbe  rapportée 
aux  mêmes  axes  coordonnés  que  le  cercle  trigonométrique. 

Les  points  de  ces  trois  courbes  auront  pour  abscisses  communes  les 
différents  arcs  considérés  dans  le  cercle  trigonométrique,  rectifiés,  et 
pour  ordonnées  les  cosécantes,  les  sécantes  ou  les  cotangentes  de  ces 
mêmes  arcs. 

En  désignant  par  x  l'un  des  arcs  rectifiés  et  par  ^  sa  cosécante,  sa  sé- 
cante ou  sa  cotangente,  les  équations  des  trois  courbes  dont  il  s'agit 
seront 

X  =  coséco:,    X  =  sécx,    x  =  cotx. 

3i. 
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On  leur  donne  les  noms  de  cosécantoïde  {fig,  lo),  de  sécantoide  [fiç.  i 
et  (Je  cotangentoïde  [fig.  la). 

Fig.  10. 


Leur  construction  s'effectue  comme  on  Va  expliqué  pour  la  sinusoïde  (H 
et  la  tangentoïde  (28),  et  donne  lieu  aux  mômes  considérations. 


Fig.  II. 


La  cosécantoïde  [fig.  lo)  et  la  sécantoïde  [fig,  1 1)  sont  composées d'i 
série  illimitée  de  branches  infinies,  à  droite  et  à  gauche  de  l'origine,  i 
branches  infinies  se  succèdent  en  ayant  pour  asymptotes  communes,  4 
un  sens  ou  dans  Tautre,  les  parallèles  menées  à  Taxe  des  /  par  les  poi 
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qui  ont  pour  abscisses,  . . .,—  3ir,  —  in,  —  7r,o,  w,  27f,  37r,...,dans  le 
premier  cas; .... ? , î  -<  —  ?  — >  -m  dans  la  second  cas. 

*^  2  a  2      2       2         2 

Les  tangentes  menées  au  cercle  trigonométrique  par  les  points  de  ce 
cercle  situés  sur  Taxe  des  j  sont  aussi  tangentes  aux  deux  courbes,  qui 
sont  complètement  extérieures  à  la  région  comprise  entre  ces  deux  pa- 
raiièles. 

Fîg.    12. 


La  cosécantoïde  et  la  sécantoïde  ne  diffèrent  d'ailleurs,  comme  cela  doit 
être  puisque  la  cosécante  d'un  arc  est  la  sécante  de  son  complément,  que 
par  la  position  qu'elles  occupent  relativement  aux  axes  coordonnés,  et  il 
suffit  de  faire  glisser  la  cosécantoïde  {fig.  lo)  parallèlement  à  elle-même 

TT 

vers  la  gauche,  d'une  longueur  égale  à  -  >  pour  obtenir  la  sécantoïde 

{fig'  II).  On  a,  enr  effet,  d'une  manière  générale,  en  vertu  des  propriétés 
des  arcs  supplémentaires  et  complémentaires  (11,  8), 


coséc  l  -  -f- 
\2 


f  -  -f-  .r  J  --  coséc  ( j:  j  =  séc  j:. 


Quant  à  la  cotangentoïde  [Jîg,  12),  elle  est  composée,  comme  la  tangen- 
toïde,  d'une  série  illimitée  de  branches  infinies,  à  droite  et  à  gauche  de 
l'origine,  qui  se  succèdent  en  ayant  pour  asymptotes  communes,  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre,  les  parallèles  menées  à  l'axe  des  jr  par  les  points  de 
l'axe  des  x qui  ont  pour  abscisses  ...,  —  Stt,  —  27r,  —  7r,o,  7r,2  7r,  Stt,  .... 

On  voit  facilement  que  les  branches  de  la  tangenloïde  et  delà  cotangen- 
toïde se  coupent  aux  points  dont  les  ordonnées  sont  =t:  i  et  dont  les  ab- 

StT  37r  TT      TT      StT       5-  ,  , 

scisses  sont  ...,—-;->  — - ,  —  -  ?  7  )  -7- ,  -—,....  Les  deux  courbes 

4  4         4    4     4       4 

sont  d'ailleurs  symétriques  par  rapport  aux  parallèles  menées  par  ces 
poîAtaà  l'axe  des  ^. 
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Rapports  trigonométriqnes  d*iin  arc,  lorsqu'il  s'accroît 
de  90  degrés. 

32.  En  s'appuyani  à  la  fois  sur  les  propriétés  des  arcs  sq| 
plémentaires  et  des  arcs  complémentaires,  on  a  immédiate 
ment 

sir 


sinf-4-aj~      s'\nl^  —  a]=      cosa, 

cos(  -  -h  a  j  =—  cos  ( a\  =— sina, 

lang  (  --+-/1  j  ~  — lang(^  — ^j=:  — cola. 
11  en  résulte,  d'après  la  définition  des  rapports  inverses, 
cosec(-H-«|=      seca, 
ser(  — ha  j  —  —  coser«, 
cot  (  — h  a\=—  tanga. 

Rédnction  d'un  arc  au  premier  quadrant. 

33.  Réduire  un  arc  quelconque  au  premier  quadrant,  c'es 
trouver  l'arc  plus  petit  que  90  degrés  qui,  sauf  le  signe,  aie 
mêmes  rapports  irigonométriques  que  Tare  proposé. 

Pour  cela,  on  retranche  de  Tare  donné  le  plus  grand  nombn 
de  circonférences  qui  y  soit  contenu.  Si  la  différence  obtenu! 
est  moindre  que  90  degrés,  le  problème  est  résolu  ;  sinoa, 
on  remplace,  à  l'aide  des  théorèmes  précédents,  cette  diffé* 
rence  par  un  arc  moindre  que  90  degrés  qui  ait  les  mémei 
rapports  irigonométriques  en  valeur  absolue. 

Considérons,  par  exemple,  l'arc  de  3825  degrés.  Il  renferme 
dix  circonférences,  faisant  36oo  degrés.  Le  reste  est  l'arc  de 
2^5  degrés  et,  en  retranchant  de  nouveau  180  degrés  de  cet  arc, 
on  voit  que  l'arc  de  ^5  degrés  présente,  en  valeur  absolue,  les 
mêmes  rapports  irigonométriques  que  l'arc  proposé.  Onpeul 
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linsi  écrire 

sîn3825*»  =:      sin225*=:  —     sin45% 

cos3825°=   cos^aS*'^—  cos45s 

lang3825»  =  langaaS*»  =t    iang45s 

coséc3825<»  =  coséc225®  =  —  coséc45", 

séc  3825®  =  séc  225°  =r  —  séc  45*, 

col  3825*»  =       C01225®  =  col45°. 

Relations  entre  les  rapports  trigonométriqnes  d'nn  môme  arc. 

34.  On  a,  par  déOnilion  (3),  dans  un  cercle  de  rayon  quel- 
conque, 

y*  X  y* 

sina=->     cos^=-î     langa=-> 

T  V  X 

r  r  X 

coséca==:-5     séca^-i       cola=  — • 

y  X  y 

i  représente  ici  la  mesirre  de  l'angle  considéré  ou  le  rapport 
de  l'arc  qu'il  intercepte  au  rayon  choisi. 

Élevons  au  carré  (^)  les  deux  premières  égalités  et  ajoutons- 
les  membre  à  membre,  nous  aurons 


sin^fl  -f-cos^rt  = 

/•2 

Hais  le  triangle  rectangle  OPM  [Jig 

.  6) donne 

rPar  suite. 

j2  .|.  ^2  _-  j 

r2. 

'M 

sin*rt-i-  cos^a 

=  i . 

Si  l'on  divise  membre  à  membre  les  deux  égalités  sur  les* 
quelles  on  vient  d'opérer,  on  trouve 


sma  _  X 
cosa  """  X 

c'est-à-dire 

,(») 

sin« 

tanga— • 

^        cosa 

O  C'est  le  rapport  sina  qui  est  élevé  au  carré,  ce  qu'on  pourrait  indiquer 
en  é^vant  (sina)'.  On  affecte,  pour  plus  de  simplicité,  le  seul  signe  tin  de 
l'exposant  convenable. 
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De  même,  on  peul  écrire  les  trois  égalités  qui  concernent  lei 
rapports  trigonométriques  inverses  sous  la  forme 


(3)  coséca  = 

(4)  séca  = 

(5)  cota  = 


sma 

I 


cosa 

I  cosa 


tanga       sina 


Telles  sont  les  cinq  relations  fondamentales  entre  les  sii 
rapports  trigonométriques. 

35.  Des  équations  simultanées  sont  dites  distinctes,  lors-i 
qu'aucune  d'entre  elles  ne  peut  se  déduire  des  autres  par  voie 
de  simple  combinaison. 

Les  cinq  relations  du  numéro  précédent  sont  distinctes.  Br 
effet,  la  première  ne  peut  pas  se  déduire  des  quatre  autres; 
car  il  faudrait  pour  cela  éliminer  entre  celles-ci  les  quantiléil 
tanga,  cota»  séca,  coséca,  qui  n'entrent  que  dans  une  seule 
équation.  Cette  même  remarque  prouve  que  les  quatre  de^ 
nières  relations  sont  aussi  distinctes. 

D'ailleurs,  s'il  existait,  entre  les  rapports  trigonométriques 
d'un  même  angle  ou  d'un  même  arc,  une  sixième  relation  îd^' 
dépendante  des  premières,  on  aurait  six  équations  pour  six  io- 
connues,  et  les  rapports  trigonométriques  seraient  déterminés 
une  fois  pour  toutes,  indépendamment  de  l'angle  ou  de  l'arc 
considéré  lui-même;  ce  qui  est  absurde. 

36.  Parmi  les  relations  utiles  à  connaître  qu'on  peut  déduire' 
des  cinq  relations  fondamentales,  nous  indiquerons  les  deux 
suivantes. 

Si  nous  divisons  par  cos^a  les  deux  membres  de  la  relatioQ 
(i),  il  vient 

sin^a  I 

:; f-  ï  ~ ^• 

cos-^a  cos^a 

Les  relations  (i)  et  (4)  donnent  alors 

sïn^n 

tang2a=: —- 

°  cos-'a 
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61 

sec*a=  — --' 

hr  suite, 

|6)  séc^a=  I  -+-  lang^âr. 

Les  relations  qui  existent  entre  les  trois  rapports  directs 
existent  évidemment  entre  les  trois  rapports  indirects  (4).  On 
peut  donc  poser  immédiatement 

[7)  coséc^a  =  I  -+-  coi^a. 

Toutes  les  relations  qu'on  vient  d'établir  sont  évidemment 
générales;  car  elles  ne  dépendent  en  rien  de  la  place  occupée 
lur  la  circonférence  par  l'extrémité  de  l'arc  considéré. 

37.  Entre  les  six  rapports  trigonométriques,  il  existe  cinq 
^lations  fondamentales.  On  peut  donc  demander  d'exprimer 
ieinq  de  ces  rapports  en  fonction  du  sixième. 
;  Proposons-nous,  par  exemple,  d'exprimer  en  fonction  de  la 
inogente  les  cinq  autres  rapports  trigonométriques. 
;  On  a  immédiatement  (rel.  5  et  6) 


I  cota= j      séca=  v^i  H- tangua. 

I  tanga  ^ 

La  relation  (  7  )  donne 

coséca  r=  i/n- 


c*est-à-dire 


tang^  a 


coseca  r= ° — 

tanga 


séca= , 

cosa 


on  déduit  alors 

cosa  — 


sécfl       v^i -4-tang=*a 

et  de 

I 
coseca=  -: — 
sina 

on  déduit 

I  tanga 


sina: 


coseca      y^n-iang^a 
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On  emploie  très  souvent  les  expressions  du  sinus  et  du  cosl 
nus  en  fonction  de  la  tangente. 

38.  A  ce  sujet,  il  est  bon  de  remarquer  que,  si  la  taDgenli 
est  donnée  sous  forme  de  rapport,  si  l'on  a,   par  exemple 

tanga  =-  -   •  il  vient 


sina  = 

V« 

tanga 
-h  langea 

n 

y:: 

COSarr: 

^i  -h  langea 

y.-: 

m2  " 

n 
^m'^  -4-  n 

On  déduit  de  ces  expressions  une  règle  très  simple  poi 
écrire  immédiatement  les  valeurs  du  sinus  et  du  cosion 
d'après  celle  de  la  tangente  donnée  sous  forme  de  rapport. 

39.  Les  valeurs  du  sinus,  du  cosinus,  de  la  sécante  eldel 
cosécante,  exprimées  en  fonction  de  la  tangente,  renferme» 
toutes  un  radical,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  susceptibles  d'w 
double  signe;  la  valeur  de  la  cotangente,  au  contraire,  n'es 
susceptible  que  d'un  signe  (37). 

En  effet,  si  l'on  donne  seulement  la  valeur  de  la  tangente; 
sans  indiquer  l'arc  correspondant,  cette  valeur  répond  àde« 
séries  d'arcs  terminés  aux  extrémités  d'un  même  diamètre  (9) 
Si  la  tangente  est  positive,  ces  extrémités  tombent  dans  !< 
premier  et  le  troisième  quadrant  :  la  tangente  et  lacotangenu 
sont  alors  toujours  positives,  tandis  que  les  quatre  auirei 
rapports  trigonométriques  peuvent  être  positifs  ou  négalib 
suivant  que  l'on  considère  l'extrémité  située  dans  le  premiei 
ou  le  troisième  quadrant.  Au  contraire,  si  la  tangente  est  né- 
gative, les  extrémités  des  arcs  correspondants  tombent  dansU 
deuxième  et  le  quatrième  quadrant  :  la  tangente  et  la  cotan- 
gente  sont  alors  toujours  négatives,  tandis  que  le  sinus  et  11 
cosécante,  positifs  dans  le  deuxième  quadrant,  sont  négatib 
dans  le  quatrième,  et  que  le  cosinus  et  la  sécante,  négatifi 
dans  le  deuxième  quadrant,  sont  positifs  dans  le  qua- 
trième (10). 


TftTGOSOItéTIlIE.  49^ 

Conditions  ponr  qne  deux  arcs  admettent  un  même  rapport 
trigonomôtriqne  donné. 

40.  Des  déveioppemenis  qui  précèdent  il  résulte  que,  si 
Tare  est  donné,  ses  rapports  trigonométriques  sont  parfaite- 
menl  déterminés;  au  contraire,  à  un  même  rapport  trigono- 
métrique  correspondent  une  infinité  d'arcs. 

En  supposant  connu  le  plus  petit  des  arcs  qui  ont  un  rap- 
port trigonométrîque  donné,  nous  indiquerons  d'abord  tous 
les  arcs  qui  admettent  ce  même  rapport  trigonométrîque; 
puis,  nous  déduirons  immédiatement  des  formules  rappelées 
la  condition  pour  que  deux  arcs  aient  un  même  rapport  trigo- 
nométrîque déterminé. 

j  Nous  n'avons  besoin  de  considérer  successivement  que  les 
I  trois  rapports  sinus,  cosinus  et  tangente,  puisque  les  mêmes 
formules  et  les  mêmes  conditions  sont  évidemment  appli- 
^cabies  aux  rapports  inverses  cosécante,   sécante  et  cotan- 

1  gente. 

I 

p   41.  Tous  les  arcs  qui  ont  même  sinus  et,  par  conséquent, 

Pmême  cosécanie  qu'un  arc  donné  a  (compris  entre  o et  -  ou 

*  SttX 

î-cnire  7t  et  —  j  sont  renfermés  dans  les  deux  formules  (12) 

^kn-ha     et     [2/f  h- i  ]  tt  —  a. 

Nous  considérons  ici  le  cercle  trigonométrîque. 

Deux  arcs,  qui  ont  même  sinus  ou  même  cosécante,  doivent 
appartenir  tous  deux  à  la  même  formule,  ou  bien  faire  respec- 
tivement partie  de  la  série  qui  correspond  à  la  première  et  de 
celle  qui  correspond  à  la  seconde.  Si  l'on  désigne  ces  deux 
arcs  par  «  et  par  a',  on  aura  donc 


ou 
ou 


a  =  ikn  -+-  a,     a'=  ^/f'i:  -+•  a, 

a=r  (2fr-h  i)7r--«,     a  =  {ik'-^  i)t:  —  a, 
a  =  2/f7r  -h  a,     a'=  (2/r'-h  i)t:  —  a. 


ktik*  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs,  néga- 
tifs ou  nuls. 
Dans  les  deux  premières  hypothèses,  retranchons  membre 
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à  membre  les  valeurs  de  a  et  de  a';  dans  la  troisième  hypo- 
thèse, ajoutons  ces  mêmes  valeurs  :  nous  aurons 

et 

a  4-  a'  =  (  2  Ar  -î-  2 /r'  -{-  I  )  TT. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  :  Pour  que  deux 
arcs  aient  même  sinus  ou  même  cosécante,  il  faut  et  il  suffit 
que  leur  différence  soit  égale  à  un  nombre  pair  de  demi-tir- 
conférences,  ou  que  leur  somme  soit  égale  à  un  nombre  impair 
de  demi-circonférences. 

4-2.  Tous  les  arcs  qui  ont  même  cosinus  et,  par  conséqaeDl, 
même  sécante  qu'un  arc  donné  a  (compris  entre  o  et  tt)  sont 
renfermés  dans  les  deux  formules  (i8] 

T.k'T'^a    et    2/r7r  — a. 

Deux  arcs  qui  ont  même  cosinus  ou  même  sécante  doivent 
appartenir  tous  deux  à  la  même  formule,  ou  bien  faire  respec- 
tivement partie  de  la  série  qui  correspond  à  la  première  et  de 
celle  qui  correspond  à  la  seconde.  Si  Ton  désigne  ces  deut 
arcs  par  a  et  par  a! y  on  aura  donc 

a  =  a/fTi  -+-«,  oL'z^^k'TZ  4-  a, 
ou 

a=^ikTz  —  a,  a!  :='i.k''K  —  a, 
ou 

a  =  !x/j  7C -4- a,  a'  =2  1  h' n  —  a. 

Dans  les  deux  premières  hypothèses,  retranchons  membre  i 
membre  les  valeurs  de  a  et  de  a';  dans  la  troisième  hypothèse, 
ajoutons  ces  mêmes  valeurs  :  nous  aurons 

a  —  «'=  a(.Ar  — A-'JTT 
et 

cc-ha'=  7.(k  -h  k')^. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  :  Pour  que  deux 
arcs  aient  même  cosinus  ou  même  sécante,  il  faut  et  il  suffit 
que  leur  différence  ou  leur  somme  soit  égale  à  un  nombre 
exact  de  circonférences, 

I 
4-3.  Tous  les  arcs  qui  ont  même  tangente  et,  par  consé-  \ 
quent,  même  cotangente  qu'un  arc  donné  a  (compris entre 
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o  et  it)  sont  renfermés  dans  la  formule  (aS) 

/ttt  -ha. 

Deux  arcs  a  et  a',  qui  ont  même  tangente  ou  même  cotan- 
gente,  doivent  appartenir  tous  deux  à  i^ette  formule.  On  aura 
donc 

a  =  Attt  -4-  a,     a  =  k'n  -4-  a. 

Si  l'on  retranche  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  il 
Tient 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  :  Pour  que  deux 
arcs  aient  même  tangente  ou  même  co  tangente,  il  faut  et  il 
suffit  que  leur  différence  soit  égale  à  un  nombre  exact  de 
demi-circonférences. 

44.  Si  Ton  a 

^-  =  sin^,    ou    y—^co^x^    ou    7=tang^,     ..., 

cela  veut  dire,  inversement,  que  x  est  l'arc  dont  le  sinus,  ou 
le  cosinus,  ou  la  tangente,  . . .,  est 7*.  C'est  ce  que  Ton  écrit 
ainsi 9  par  abréviation, 

x  =  arcsin^,    ou    a:  =  arccos/,    ou    ar  =  arctang/,     

D'après  ce  qu'on  vient  de  voir  (41,  42,  43),  x  étant  donné, 
Tare  x  est  susceptible  d'une  infinité  de  valeurs.  On  peut  donc 
considérer  les  six  expressions 

sin  cos  tang 

arc       ,    r,     arc   ,    r,    arc      "r, 
coséc  -^  sec  -^  cot  -^ 

comme  des  fonctions  de  j. 

On  a  donné  à  ces  fonctions,  qui  jouent  un  rôle  important 
en  Mathématiques,  le  nom  de  fonctions  circulaires  im^ersesy 
et  les  six  rapports  trigonométriques  d'un  arc  sont,  à  leur  tour, 
souvent  désignés  sous  le  nom  de  fonctions  circulaires  di- 
rectes. 
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CHAPITRE  II. 

FORMULES  TRIGONOMÉTRIQUES  RELATIVES  AUX  QUATRE 
PREMIÈRES  OPÉRATIONS  APPLIQUÉES  AUX  ARCS. 


Théorie  des  projections. 

4-5.  D'une  manière  générale,  on  entend  psiv  projection  d'une^ 
droite  AB  sur  une  autre  droite  OX,  prise  pour  axe  de  projec- 
tion, la  portion  ab  de  l*axe  OX  interceptée  par  les  deux  plans 
menés  perpendiculairement  des  extrémitésde  AB  sur  0X.Le9S 
points  a  et  6  sont  les  projections  des  points  A  et  B  sur  Taxe 

Fig.  i3. 


Par  le  point  A,  menons  entre  les  deux  plans  AG  parallèle 
à  OX.  Cette  parallèle  sera  égale  à  la  projection  ab  [Géom.,' 
329,  2^).  Si  AB  est  dans  un  même  plan  avec  Taxe,  les  trois 
points  B,  C,  bf  seront  en  ligne  droite;  sinon,  ils  préscnterooi 
la  disposition  indiquée  sur  la  figure. 

L'angle  de  AB  avec  Taxe  sera  l'angle  formé  par  ABaveck 
parallèle  AC  (Géom.,  321). 

Désignons  cet  angle  par  a.  Le  triangle  ABC  est  reciêugk 
en  C  :  on  peut  donc  regarder  AC  comme  Tabscisse  du  poiati 
dans  le  cercle  de  rayon  AB,  où  le  diamètre  passant  par  l'ori- 
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ginedes  arcs  se  confondrait  en  direclion  avec  la  droite  AC. 
On  a  alors  par  définition  (7) 


AC 

cosa^^. 

1  Représentons  par  /  la  longueur  de  la  droite  AB,  par  p  celle 
ne  sa  projection.  La  relation  précédente  devient 

I  pz=iC0ii(X. 

La  projection  d'une  droite  sur  un  axe  quelconque  est  donc 
fgale  à  la  longueur  de  cette  droite  multipliée  par  le  cosinus 
)ie  l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe. 

46.  On  peut  regarder  la  droite  AB  comme  ayant  deux  direc- 
JknSy  selon  qu'on  marche  de  l'extrémité  A  vers  Textrémité.B 
|mde  l'extrémité  Bvers  l'extrémité  A.  Si,  dans  le  premier  cas, 

II  projection  ab,  comptée  alors  dans  le  sens  de  0  vers  X,  est 

CDsidérée  comme  positive,  dans  le  second  on  doit  l'affecter 
signe  —,  puisqu'elle  se  trouve  comptée  en  sens  inverse. 

La  convention  suivante- permet  de  ne  pas  se  préoccuper  du 
^ns  de  la  projection.  Pour  mesurer  l'angle  d'une  droite  finie 
brec  un  axe  rectiligne,  on  mène  par  le  point  de  départ  de 

lie  droite  une  parallèle  à  la  partie  positive  de  l'axe  ;  l'angle 
ja'on  obtient  en  partant  de  cette  parallèle  et  en  décrivant  au- 
dessus  d'elle  un  arc  jusqu'à  la  droite  proposée  est  l'angle  de 
U  droite  avec  l'axe. 

I  Si  l'on  parcourt  la  droite  AB  [fig.  i4)  en  partant  du  point  A, 
hngle  de  AB  avec  l'axe  est  l'angle 
\ngu  CAB  =  a.  Si   l'on  parcourt  la  f'B.  li 

idfolle  AB   en   parlant  du   point  B,  «'.. 

Fangle  de  BA  avec  l'axe  est  l'angle 
DBA  =  a',  et  cet  angle  tombe  entre 
i8o«  et  270**.  Dans  le  premier  cas, 
h  projection  de  AB  est  p  =  lcosa;  \ 

flans  le  second,  elle  est/?' =  /  cos a' ;     0     a  É  r 

le  facteur  cosa'  est  négatif  et  donne 

le  signe  convenable  à  la  projection,  pourvu  que  la  longueur  / 
soit  toujours  prise  en  valeur  absolue. 

Hemarquons  que  cosa'  =  cos  (27:—  a')  =  cosABD.  On  peut 
donc  remplacer  l'angle  a'  par  l'angle  ABD,  supplément  de 


496  TRIGONOMÉTRIE. 

Pangle  a.  Les  cosinus  de  deux  angles  supplémentaires  étant 
égaux  et  de  signes  contraires,  on  a  bien  p  —  —  p\ 

En  résumé,  l'angle  dont  on  introduira  le  cosinus  dans  l'ex- 
pression de  la  projection  sera  le  plus  petit  des  angles  formés 
par  la  droite  avec  la  parallèle  à  l'axe,  cette  parallèle  étant 
menée  par  le  point  de  départ  de  la  droite  vers  la  partie  posi- 
tive de  l'axe,  et  l'angle  étant  mesuré  au-dessus  ou  au-dessout 
de  cette  parallèle. 

47.  Considérons  le  parallélipipède  rectangle  OD  {Jig,  i5). 
On  a  (Géom.yhOd) 

Fig.  i5. 

0D2  ^  0A2  -h  0B2  -f^  OC». 

Maislestriang1esrectanglesOAD,0BD, 
OCD,  donnent  immédiatement  (45) 

OAr^ODcosDOA, 
OBr=ODcosDOB, 
OCr--^ODcosDOC. 

Substituant  dans  l'égalité  précédente  et  divisant  les  deux  mem- 
bres par  OD»,  il  vient 

I  r=  cos^DOA  -H  cos^DOB  4-  cos^DOC. 

On  est  ainsi  conduit  à  cette  remarque  importante  :  La  somme 
des  carrés  des  cosinus  des  angles  formés  par  une  droite  OD 
avec  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Ojr,  Oz,  est  égale  à  l'unité, 

hS.  Théorème  fondamental.  —  Étant  donné  un  contour  poly- 
gonal quelconque  ABCDE,  la  somme  algébrique  des  projec- 
tions des  côtés  qui  le  composent  sur  un  axe  OX  est  égale  à  la 
projection  sur  le  même  axe  de  la  ligne  AE  qui  joint  les  deux 
extrémités  du  contour  ou  qui  ferme  ce  contour  [fig»  i6). 

En  effet,  la  figure  donne  immédiatement  la  relation  sui- 
vante entre  la  projection  de  la  ligne  résultante  AE  et  les  pro- 
jections des  côtés  du  contour: 

ae  =  ab-\-  bc—  cd-\~  de. 

On  peut  le  voir  encore  d'une  manière  précise  en  supposant 
qu'un  certain  mobile  parcourt  le  contour  donné,  tandis  qu'un 
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luire  mobile  parcourt  Taxe  OX  en  éianl  toujours  la  projec- 
lion  du  premier. 

Désignons  par  a,  a',  a%  a'",  les  angles  formés  par  les  côtés 
AB,  BC,  CD,  DE,  avec  les  parallèles  AB',  BC,  CD',  DE', menées 


S  la  partie  positive  de  Taxe  OX  par  leurs  différents  points  de 
départ  A,  B,  C,  D;  désignons  par  p  l'angle  formé  par  AE  avec 
la  parallèle  AB'.  Soient  /,  /',  /",  T,  les  longueurs  des  côtés  du 
itoniour;  soit  L  la  longueur  de  AE.  Le  théorème  précédent 
(45,  W)  permet  de  poser 

:Lcos(3,     ab  =  r  cos  a,     bc=l'cosa', 
^cd  =  Tcos  a'\     de  =  r  cos  a**. 


ae  : 


In  substituant  dans  Tégaiité  précédente,  il  vient  donc 

Lcos(3  =  /cosa  +  /'cosa'  -h  /"cosa"  -hTcosa*'. 

four  abréger,  on  écrit  souvent 

Lcos(3  =  2/cosa, 

eo  indiquant  par  le  signe  2  la  somme  de  tous  les  termes  sem- 
blables dont  la  notation  Icosa  rappelle  la  forme  générale. 

Le  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  est  d'un  usage  con- 
Bnuel,  comme  tous  ceux  qui  peuvent  fournir  upe  relation 
Immédiate  entre  les  données  et  les  inconnues  d'une  figure. 
En  faisant  varier  convenablement  l'axe  choisi ,  on  pourra 
obtenir  autant  d'équations  qu'on  a  d'inconnues  à  considérer. 

Deux  contours  polygonaux  terminés  aux  mêmes  extrémités 
ont  des  projections  égales  sur  un  axe  quelconque. 

La  plus  grande  valeur  de  la  somme  2  /cos«  a  lieu  lorsque 
la  ligne  AE  qui  ferme  le  contour  est  parallèle  à  l'axe.  On  a 
alors 

cosp=:i     et    2/cosa=:L. 

De  c.  —  Cours.  II.  32 
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La  même  somme  est  nulle  dans  deux  cas. 

Lorsque  la  ligne  qui  ferme  le  contour  est  perpendiculaire  à 
l'axe,  on  a  cos(3=:o  et  2/cosa==o.  La  même  conséquence 
se  présente  lorsque  le  contour  se  ferme  de  lui-même,  c'est- 
à-dire  lorsqu'on  a  L  ==  o. 

49.  Le  théorème  du  n°  45  subsiste  pour  une  aire  plane  quel- 
conque projetée  sur  un  plan. 

Nous  allons  démontrer  d'abord  que  la  projection  d'un 
triangle  sur  un  plan  est  égale  à  l'aire  du  triangle  multipliée 

par  le  cosinus  de  l'angle  que  son  plan 
forme  avec  le  plan  de  projection. 

Supposons  que  l'un  des  côtés  BC 
du  triangle  donné  ABC  se  trouve 
dans  le  plan  de  projection  P  [Jig.  17]. 
La  projection  du  triangle  ABC  sera 
le  triangle  A'BC.  Menons  la  hauteur 
AD  du  triangle  ABC;  A'D  est  la  hau- 
teur du  triangle  A'BC  [Géom.,  307), 
et  l'angle  de  ces  deux  hauteurs  mesure  l'angle  a  du  plan  ABC 
avec  le  plan  P.  On  a  donc  à  la  fois  (7) 


Fig.  17. 


ABCrz: 


BCX  AD 


A'BC: 


BC  X  A'D 


AM) 

cosa^-^. 


et  Ton  en  déduit 


^    ^       BCxADXrosa        .„^ 
A'BC  = =  ABC.cosa. 


Considérons  maintenant  le  triangle  ABC  dans  une  position 
quelconque  par  rapport  au  plan  de 
projection  P.  On  peut  toujours,  sans 
altérer  la  projection  de  l'aire  ABC, 
transporter  le  plan  P  parallèlement 
à  lui-même  jusqu'à  ce  qu'il  vienne 
passer  par  le  point  B.  Soit  alors  DD 
l'intersection  du  plan  ABC  et  du 
plan  P  (fig.  18). 

Projetons   les  sommets  A  et  C 
en  A'  et  en  C;  la  projection  de  la 
droite  ACD  sera  la  droite  A'C'D,  le  triangle  A'BD  sera  la  pro- 
jection du  triangle  ABD,  le  triangle  C'BD  celle  du  triangle 
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CBD.  Soit  d'ailleurs  a  l'angle  du  plan  ABC  et  du  plan  P.  On  a, 
d'après  la  démonstration  précédente, 

A'BD  =  ABD.cosa,     CBD  =  CBD.cosa, 

61  l'on  en  déduit,  par  soustraction, 

A'BC'^ABC.cosa. 

Mais  A'BC  est  la  projeciion  du  triangle  ABC  :  le  théorème  est 
donc  général  dans  le  cas  du  triangle. 

Soit  maintenant  un  polygone  plan  quelconque,  dont  nous 
désignerons  Taire  par  S.  SoientS'  Taire  de  sa  projection  ortho- 
gonale sur  un  plan  P,  et  a  Tangle  que  son  plan  forme  avec  le 
plan  P.  Le  polygone  S  élant  composé  des  triangles  T,  T', 
T",  . . .,  sa  projeciion  S'  est  composée  des  triangles  corres- 
pondants t,  /',  /",  ...,  projections  des  premiers,  et  Ton  a, 
d'après  ce  qui  précède, 

/  — ïcosa,     /':=:T'cosa,     /"  =  T"  cosa,     .... 

On  en  déduit  immédiatement,  par  addition, 

S':=Scosa. 

£n  employant  enfin  la  méthode  des  limites  [Géom.,  217],  on 
étend  facilement  ce  résultat  au  cas  d'une  aire  plane  terminée 
par  un  contour  quelconque,  curviligne  ou  semi-curviligne. 

En  résumé,  la  projection  orthogonale  d'une  surface  plane 
quelconque  sur  un  plan  quelconque  est  égale  à  l'aire  de  cette 
surface^  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  que  son  plan 
forme  avec  le  plan  de  projection. 

50.  JLes  projections  de  la  surface  plane  S  sur  trois  plans  deux 
à  deux  rectangulaires  et  se  coupant  en  un  point  0,  élant  dési- 
gnées par  S',  S",  S''',  et  les  angles  de  S  avec  ces  trois  plans 
représentés  par  a,  (3,  y,  on  a  (49) 

S':=Scosa,    S"i:^Scos(i,     S'"=Scosy. 

Abaissons  du  point  0  une  perpendiculaire  sur  le  plan  de  S. 
Comme  deux  droites  perpendiculaires  à  deux  plans  foni 
entre  elles  le  même  angle  que  ces  deux  plans  [Géom.,  377), 
on  voit  que  les  angles  a,  (3,  y,  satisfont  nécessairement  (47) 
à  la  relation 

I  ~  cos-  «  -h  cos^  P  -h  cos^y. 

32. 
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Par  conséquent,  en  ajoutant  les  trois  e^uaiions  précédentes 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  on  arrive  à  cette  relation 
remarquable, 

qui  exprime  que  la  somme  des  carrés  des  projections  d*une 
aire  plane  sur  trois  plans  deux  à  deux  rectangulaires  est  égale 
au  carré  de  cette  aire. 

51.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  montre  qu'il  existe 
entre  une  aire  plane  et  sa  projection  sur  un  plan  les  mêmes 
relations  qu'entre  une  droite  et  sa  projection  sur  un  axe. 
Par  suite,  si  l'on  élève  des  perpendiculaires  aux  plans  des 
aires  considérées,  si  l'on  prend  respectivement  sur  ces  perpen- 
diculaires des  longueurs  proportionnelles  aux  aires  corres- 
pondantes, au  lieu  de  projeter  toutes  les  aires  sur  un  plan,  on 
peut  projeter  toutes  les  droites  finies  obtenues  sur  un  axe 
perpendiculaire  au  plan  de  projection  choisi.  Les  angles  formés 
par  les  aires  avec  le  plan  de  projection  sont  ainsi  les  mêmes 
que  les  angles  formés  parles  droites  avec  l'axe  de  projection, 
cl  les  rapports  des  aires  sont  remplacés  par  des  rapports 
linéaires  égaux.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce  sujet  (t.V). 

Addition  et  soustraction  des  arcs. 

52.  Le  but  que  nous  nous  proposons  est  celui-ci  :  Étant 
donnés  les  rapports  tri gono métriques  de  deux  arcs,  trouver 
les  rapports  trigonométriques  de  l'arc  qui  représente  leur 
somme  ou  leur  différence, 

53.  Soient  les  deux  arcs  a  et  6.  Nous  commencerons  par 
chercher  les  quatre  formules  fondamentales  qui  font  connaître 
cos(a-|-  b)  elcos{a  — 6),  sin(a-h  fc)  etsin(fl  —  6),  lorsqu'on 
donne  cosa,  slna,  cos6,  sin6. 

L'application  de  la  théorie  des  projections  à  la  solution  de 
ce  problème  permet  d'éviter  toute  discussion  ultérieure  des 
for/nules  trouvées. 

Considérons  le  cercle  trigonométrique  (fig,  19),  où  A  est 
l'origine  des  arcs.  Nous  éiabl irons  d'abord  la  formule  cos  [a  -h-  b), 
d'où  nous  déduirons  immédiatement  les  trois  autres. 

Portons  l'arc  a  de  A  en  B,  dans  le  sens  positif  ou  négatif. 
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saivant  le  signe  de  cet  arc;  puis,  l'arc  6  de  B  en  C,  en  prenant 
la  même  précaution.  Menons  ensuite  les  deux  diamètres  rec- 
tangulaires BB'  et  DD'.  L'extrémité  de  l'arc  b  peut  alors  se 
trouver  à  droite  ou  à  gauche  du  diamètre  DD',  au-dessus  ou 
au-dessous  du  diamètre  BB'.  Pour  tenir  compte  de  tous  les 
cas  possibles,  nous  supposerons  donc  successivement  l'exlré- 
miié  de  Tare  b  en  C,  en  C  et  en  C". 

Cela  posé,  on  peut  aller  du  centre  0  aux  trois  points  indi- 
qués, soit  directement,  soit  en  suivant  les  chemins  brisés 
OPC,  OP'C,  OP'C".  En  prenant  pour  axe  de  projection  Ox  le 
diamètre  passant  par  l'origine  A,  on  peut  donc  écrire,  en  vertu 
du  principe  fondamental  des  projections  (48), 

[a]    project.  de  OC  =  project.  de  OP  -f-  projeci.  de  PC, 
(p)   project.  de  OC  =  project.  de  OP'  -4-  project.  de  P'C, 
(y)    project.  de  OC"  ^  project.  de  OP'  4-  project.  de  PX''. 

\  Le  rayon  du  cercle  trigonométrique  étant  l'unité,  et  les  arcs 
AC,  AC,  AC,  représentant  l'arc  [a-hb)  dans  les  trois  cas 


considérés,  les  premiers  membres  des  égalités  précédentes 
équivalent  à  OCcosAOC,  OC'cosAOC,  OC"cosAOC':(45,  46), 
c'esl-à-dire  toujours  à  cos(a  -f-  i). 
On  a  de  même 

proj.de  OP  =  OP  cosAOB  =0P  cosa, 

proj.de  OP'  =  OP'cosAOB'  =  OP'cos(7r  — a)  =  —  OP'cos«. 

Hais,  en  prenant  pour  origine  de  l'arc  b  le  point  B,  on  a, 
pour  l'extrémité  C,  OP==:Cos6  et,  pour  les  extrémités  C  et 
C",  —  OP'  =  cos6.  Les  premiers  termes  des  seconds  membres 
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des  égalités  [a],  (|3],  (y),  équivalent  donc  tous  au  produit 
cosacos6. 

Enfîn,  en  traçant  par  les  points  P  et  P'  les  parallèles  Px'  et 
PVàraxeOx,  on  a  (45,  46) 

proj.de  PC    —PC  cosCPa:'^  PC  cos  (  -  -f-  a j  —  —  PC  sina, 
proj.  de  V'C  ^-  P'C  cosC'P'^"  ^---.  P'C'cos  (^  -h  a\  =- P'C'sina, 
proj.deP'C'rr:  P'C^cosC'P'^'^^:  P'Ccos^-  -  û)  =  FCsina. 

Mais,  B  étant  toujours  Torigine  de  l'arc  6,  on  a,  pour  les  deux 
extrémités  C  et  C,  PC  =  P'C  =  sin6  et,  pour  l'extrémité  C, 
—  P'C"=  sinft  ou  P'C"=  —  sine.  Les  seconds  termes  des  se- 
conds membres  des  égalités  (a),  ((3),  (y),  équivalent  donc 
tous  à  leur  tour  au  produit  —  sina  sin6. 

Par  conséquent,  les  trois  égalités  (a),  ((3),  (y),  se  réduisent 
à  la  formule  unique 

(i)  cos(fl -h  é) .— cosacosé  —  sin^tsin^. 

Cette  formule,  reposant  sur  le  principe  fondamental  des 
projections,  participe  à  toute  sa  généralité,  et  elle  est  appli- 
cable à  tous  les  cas,  puisque  nous  n*avons  fait  aucune  hypo- 
thèse particulière  sur  les  valeurs  des  arcs  a  et  6.  On  peut  donc 
remplacer  b  par  —  b  dans  la  formule  (i]^  et  l'on  a  ainsi 

cos  (a  — 6)  —  cosacos(  —  b)  —  sînflsin(  —  b). 

Mais  (19, 13)  cos  {—  b)~  cos  b  et  sin  (  —  &)=:—  sin  6.  Il  vient 
donc,  comme  deuxième  formule  générale, 

(2)  cos(a  —  b)  =  cosacosi  -4-  sinasinfr. 

En  vertu  de  sa  généralité,  on  peut,  dans  la  formule  (2), 
remplacer  a  par a  et  écrire 

cos    -  —  «  —  6    =co.s    '^—  (fl  H-6) 

=  cos(  - — a\  cosb  4-sin( -  —  a\  sin  6. 
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On  a  d'ailleurs  (8) 

cos    [a-hb)  \=  sin{a  +  6), 

/tt  \ 

cos( a]=:  s\na, 

.    /tt         \ 
sinl rt  j  r=  cosa. 

On  obtient  ainsi  la  troisième  formule  générale 

(3)  sin(a  -f-  i)  =  sinacos6  -+-  cosasinft. 

Si,  dans  celte  formule,  on  remplace  b  par  —  6,  on  a 
sîn(a  —  b)  =  sinacos(—  b)  -+- cosasin(— 6), 
c'est-à-dire  la  quatrième  formule  générale 

(4)  sin(a  —  i)  =  sinacos6  — cosasinft. 

Les  formules  (i),  (2),  (3],  (4),  sont  d'un  usage  continuel,  et 
l'on  doit  les  savoir  par  cœur  comme  toutes  les  formules  trigo- 
nométriques.  Les  signes  sont  contraires  dans  les  deux  mem- 
bres pour  les  formules  cos  (a  4- 6)  et  cos  (a—  b)  ;  ils  sont  les 
mêmes  pour  les  formules  sin(a-h  b)  et  sin(a  —  b). 

54.  Les  formules  qu'on  vient  d'obtenir  permettent  de  trouver  le  sinus 
et  le  cosinus  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'arcs,  quand  on 
donne  le  sinus  et  le  cosinus  de  chacun  d'eux. 

En  effet,  soient  les  trois  arcs  ^,  ^,  c.  Si  l'on  considère  d'abord  a -i- b 
comme  un  seul  arc,  on  peut  écrire  (63) 

sin(rtr-f-  b-hc)  =  s\n(a-h  ^)cosc-h  cos(fl-t- ^)  sine, 
cos(a-i-b'+-c)  =  cos(a-h^)  cosc —  sin(«-4-  ^)8inc. 

En  remplaçant  sin  (^i  -+-  ^)  et  cos(  a  -+-  ^)  par  les  valeurs  connues  et  en 
développant,  il  vient 

sin(a  -+-  ù  -h  c)  =  sin«cos^cosc-h  sin^cosacosc 
-h  sinccosâcos^  —  sinasin^  sine, 

cos(a-t-^-+-c)  =  cosflcos^cosc—  cosrsin«sin^ 
—  cosb  s'ina  sine  —  cosa sin^  sine. 

Ces'formules  conduiront  au  sinus  et  au  cosinus  de  la  somme  de  quatre 
arts,  en  employant  le  môme  procédé,  et  ainsi  de  suite. 
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55.  Nous  allons  chercher  maintenani  la  langenlc  oulacotaiw 
gente  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  arcs,  connais^ 
sanl  les  tangentes  ou  les  cotangentcs  des  arcs  donnés. 

On  a  d'abord  (34) 

sin(a-4-6)  sinacosé -h  cos^isinA 


lang(a-H  b)  = 


cos(a  -h  0]        cos«cos&  —  sinasin6 


Si  l'on  divise  les  deux  termes  de  la  fraction  du  secom 
membre  par  cosa  cos6,  il  vient 

sinacosfr      cosaslnfr 

,         ,.       cosflcos6      cosacosî 

lanff(rt-4- &)  =r : ^—. . 

°^  '  sinasino 

' 1 

cosacoso 

«.      ,./>                  ,            sina  sine  .    , 

Simplifions,  remplaçons par  langa,  — —  parlang^ô 

nous  trouverons 

langa -f-tangô 


(5)  iang(a  +  *)  = 


1  —  tangatangfr 


Celte  formule  étant  générale  comme  celles  qui  ont  servi  J 
rétablir,  on  peut  y  remplacer  b  par  —  b.  D'ailleurs  (24  ), 

tang(  — /^)  =—  tangé, 
et  Ton  a  ainsi 

tangg—  tang6 


(6)  lang(«-6):r::- 


tangatung6 


TT 


Si  Ton  suppose  Tare  a  égal  à  j  ou  à  4^  degrés,   il  faut  faire 

tanga  =  i  dans  les  résultats  précédents,  et  Ton  obtient  les  deux 
formules  usuelles 

I  +  tangft 


(5bis)  tang(45°+fc) 

{6bis)  tang(45*»—  b)  = 


I  —  tangé 
i  —  langé 


tangé 

56.  De  même,  pour  avoircot(aH-6),  on  écrit  (34) 

,         .,      cos(aH-ô)       cosacosft  — sinrtsini 
^  '       sm(a-i-^)       sinacos6+ cosasmd 
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ei,   en   divisant  les  deux  termes  de  la   fraction  du  second 
membre  par  sin^sinfr,  on  parvient  facilement  à  la  formule 

,    ,  /         f>      rot^cotfc— -I 

(7)  coila-hb)= 7- 

^''  ^  '        coia-f-col6 

En  changeant  6  en  —  b  dans  celte  formule,  on  trouve 

cotacolé  -f- 1 


(8)  col(a-~6): 


coii  —  cou^ 


Si  Ton  suppose  Tare  a  égal  à  45  degrés,  on  doil  faire  cota  =  i 
dans  les  formules  (7)  et  (8). 

57.  Les  formules  qui  précèdent  conduisent  à  la  tangente  et  à  la  cotan- 
gente  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'arcs,  quand  on  connaît  la 
tangente  et  la  cotangente  de  chacun  d'eux. 

En  effet,  soient  les  trois  arcs  a,  b,  c.  Si  l'on  considère  d'abord  a  -+-  b 
comme  un  seul  arc,  on  peut  écrire  (55,  56) 

^       ,        L       \       tang(« -4- /^)-f- tangr 
tang(a-+-^-f-c)  = ^^ — ; ZTT-^-? 

^,         ,        ,      cot(a-f-^)cotc— I 

cot(«-h^-hc)=  — -^^ 7 — -• 

^  '       cot(«-H^)  ■+-  cote 

En  remplaçant  tang(aH-^)  et  cot(a  +  ^]  par  les  valeurs  connues,  en 
amplifiant  et  en  développant,  on  trouve  facilement 

,         ,        ,        tangrt-t- lans;ft-f- tang:c  —  tangfl  tangA  tangc 
iang(<2 -h  o -♦- c)  = 


cot  {a-hb- 


1  —  iang«  tang^  —  tangatangc  —  lang^  lange 
cotrt  cot^  cote —- cot<7 —- cot^  —  cote 
coi«  cot/^  -+-  cot«  cote  -t-  cot^  cou-  —  i 


Ces  formules  conduiront  à  leur  tour  à  la  tangente  et  .à  la  cotangente  de 
Ja  somme  de  quatre  arcs,  en  employant  le  même  procédé,  et  ainsi  de 
suite. 

Hnltiplication  des  arcs. 

58.  Nous  nous  proposons,  étant  donnés  les  rapports  trigo- 
nométriques  d'un  arc,  de  trouver  les  rapports  trigonomé- 
triques  de  ses  multiples, 

59.  Si,  dans  les  formules  sin(a  +  6)  et  cos(a  -4-  6),  on  sup- 
pose que  b  devienne  égal  à  a,  on  trouve  immédiatement 

(9}  sîn2a  =r2sinrzcosa, 

(lo)  cos2a  =  cos^a  —  sin^a. 
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D'après  la  formule  sin^a  -h  cos*fl  =  i,  qui  donne 

s\na:=±^i  —  cos'^a     ou     cosa=:dz^i  —  sin-a, 

on  voil  que  sinaa  ne  peut  s'exprimer  raiionnelleaieni^ni  ei 
fonciion  de  sina  ni  en  fonction  de  cosa;  c'est  le  conirair 
pour  cos2a.  En  remplaçant  successivement,  dans  la  valeur  d 
cos2a,  cos^apar  i  —  s\n^a  ou  sin^apar  i  —  cos^a,  onobliei 
en  effel  ces  deux  formules  importantes  : 

[lo  bis]  cosaa  =  I  —  2  sin^a, 

(lo  1er)  cosaa  =  cicos^a  —  i. 

60.  Qu'on  donne  sina  ou  cosa,  sïnia  admet  deux  valeurs  égales  etj 
signes  contraires,  tandis  que  cos^a  ne  peut  prendre  qu'une  seule  valei 
Il  est  facile  de  justifier  ce  résultat  a  priori. 

Supposons  qu'on  donne  sin^r.  En  désignant  par  a  le  plus  petit  arc  qd 
ce  sinus,  tous  les  arcs  satisfaisant  à  la  môme  condition  sont  renfend 
dans  les  formules  (12) 

2/27r-|-a      et       (272  -h  l)  TT  —  û. 

Par  suite,  tous  les  arcs  doubles  de  ceux-là  et  qu'on  doit  regarder  comil 
ayant  sin2a  pour  sinus  sont  compris  dans  les  formules 

iniT-ho^a    et    (4  w -^2)77  —  2rt. 

Toutes  les  valeurs  de  sin2a  et  de  cos2«  sont  donc  alors 

sin(4w7r -h  2/7)      ~      sin2fl, 

sin[(4«  -T-  2)  T  --  2£r]  --  —  sin2/i, 

cos { i nit -i- 2a)      —      C0S2<7, 

COS[(4'2 -I-  2)7r—  2«]  --         C0S24I. 

Si  Ton  donne  cosa,  tous  les  arcs  qui  ont  ce  cosinus  sont  renfemé 
dans  les  formules  (18) 

2/i7r-+-«     et     2«7r  —  a. 

Par  suite,  tous  les  arcs  doubles  sont  compris  dans  les  formules 

4/27rH-2fl!     et     4^^""^^» 

On  a  donc,  dans  cette  hypothèse,  pour  toutes  les  valeurs  de  siaitf  « 

de  cos2fl, 

sin{imz  -i-  2a)  =      sin2a, 

8in(4«»r  —  2«)  =  —  8in2a, 

C0S(4«'^ -+- 2^^)  =        C0S2/Ï, 
COS(4/î7r— 2fl)  =        C032a. 
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61.  Reprenons  les  formules  sin(rt -+- 6)  el  cos(a-4- 6).  Si  b 
devient  égal  à  2a,  elles  donnent  immédiatement 

sin3a  =  sina  cosart  -4-  cosa  sinia, 
cos3a^=  cosacosia —  smasinia, 

ou,  en  remplaçant  sinaa  etcosaapar  les  valeurs  déduites  des 
formules  (9)  et  (10), 

sin3rt  T=:3s\nacos^a  —  sin'û, 
cos3a  -_  cos'a  —  3  sin^a  cosa. 

On  voit  que,  si  Ton  connaît  sina,  sin3a  peul  seul  être  ex- 
primé rationnellement  en  fonction  de  sina;  si  Ton  connaît 
cosa,  cos3a  peut  seul  être  exprimé  raiionnellement  en  fonc- 
tion de  cosa.  Il  en  résulte  que,  lorsqu'on  donne  sina,  on 
trouve  poursin3a  une  seulevaleur,  elpourcos3â:deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires.  Cesi  l'inverse  qui  a  lieu  lors- 
qu'on donne  cosa.  Il  esl  facile  de  justifier  ce  résultai  a  prion, 
en  raisonnant  comme  au  n°  60.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Dans  la  valeur  de  sin  3a,  remplaçons  cos'a  par  i— sin^a  et, 
dans  celle  de  cos3a,  remplaçons  sin'a  par  i  — cos^a.  On  a 
ainsi  les  formules  usuelles 

(ti)  sin3a-~  3  sina  —  4sin'*a, 

(12)  cos3a  =  ^  cos^  a  —  3  cosa. 

62.  En  faisant  6  — 3a  dans  les  formules  sin  (a -4- 6)  et 
cos(aH-6),  et  en  y  substituant  ensuite  les  valeurs  desîn3a 
et  de  cos3a,  on  obiiendra  celles  de  sin4«  et  de  cos4«»elc. 

Plus  généralement,  remplaçons  6 par  (m  —  i)adans  les  for- 
mules sin(a  H-  b)  et  cos(a  -h  b)  ;  nous  aurons 

sin  ma  =  sinacos(/n  — - 1)  a-h  cosa  sin(m—  i)a, 
cos ma  =  cosa  cos(m  —  i)  a  —  sinasin(/n  ~  i)a. 

II  suffit  donc  de  connaître  les  valeurs  de  sin(m--i)a  et 
de  cos(m  —  i)a  en  fonction  de  sina  et  de  cosa,  pour  obtenir 
de  même  celles  de  sinma  et  de  cosma.  Le  calcul  peut  donc 
s'effectuer  régulièrement  et  de  proche  en  proche,  jusqu'à 
la  limile  la  plus  éloignée. 

Nous  ne  le  poursuivrons  pas  ici,  parce  que  nous  démontre- 
rons plus  tard  (t.  111,  A Ig.  supérieure)  la  règle  à  suivre  pour 
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écrire  immédiatement  les  valeurs  de  sin  ma  et  de  cosma,  quel 

que  soit  rentier  m. 

t 

63.  Si,  dans  les  formules  (5)  et  (7)  des  n"  55  ei  56,  on  fait 
b  =  a,  i\  vient 

/  ox  2tanga 

i3  langea  = ,       .    ^ 

^     '  ®  1  — tang^fl 

,    -,  coi^a  — I 

(l4]  C0t2rt=:  • 

^  ^'  2  cola 

Si,  dans  les  mêmes  formules,  on  fait  b  =  2a,  il  vient 

langa+  tang2a 


tangSa: 


tangaiang2â 


^  col<Trcot2a  —  i 

cot3  a  = > 

cola  -i-cot2a 

ou,  en  remplaçant  tangaa  et  coua  par  leurs  valeurs  et  en  sia^ 
plifiant,  I 

3  lanp:a  — tang'a  i 


(i5)  langSa: 


I—  3iang'^a 


,  ^,  ^  col' a  —  3  cola  ' 

10)  col3a— -  -- — I 

^     '  icot^'a  — I 

On  peut  ainsi  opérer  de  proche  en  proche,  les  valeurs  d« 
langSa  el  de  cotSa  permettant  de  calculer  celles  de  tang4« 
et  de  cot4«»  etc. 

Plus  généralement,  en  remplaçant  b  par  [m^i)a  dans  les 
formules  (5)  et  (7),  on  a  les  formules 

tanga -h  tangfm  —  i)  a 

tang/wa  = V-> 

^  I  —  iangaiang(m  —  i)a 

cota  col  (m  —  i)a  —  t 

cotma  =  — - —  . • — : —  ? 

cota -h  col(/n  —  i)a 

s 

qui  feront  connaître  tang/naet  cotma  en  fonction  de  tangdel 
decota,  lorsqu'on  aura  tang(m  —  i)a  et  cot(m  —  i)a  en  fonc- 
tion des  mêmes  données. 

Nous  indiquerons  plus  tard  (l.  IW^Alg.  supérieure)  les  va- 
leurs directes  de  tangma  et  de  cotma  en  fonction  de  fanga  et 
de  cota. 
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64.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  valeurs  de  im^ma  et  de  coima 
s'expriment  rationnellement,  la  première  en  fonction  de  tanga,  la  seconde 
en  fonction  de  cuta,  de  sorte  que  iangma  et  coima  n'ont  chacune  qu'une 
seule  valeur.  On  peut  justifier  ce  résultats  priori,  en  remarquant  que 
tous  les  arcs  qui  ont  tanga  pour  tangente  ou  cota  pour  cotangente  sont 
renfermés  dans  la  formule  (23) 

/îTT  -h  a. 

Les  arcs  m  fois  plus  grands  et  qui  ont  par  conséquent  pour  tangente  ou 
pour  cotangente  tangma  ou  coima,  sont  alors  compris  dans  la  formule 

mn  TT  -j-  ma. 

Toutes  les  valeurs  de  tang/;ia  et  de  coima  se  réduisent  donc  à 

tang(/w/i7r  -t-  ma)  =  tangma,       cot(w/î7r  -h  ma)  =  coima. 

Division  des  arcs. 

65.  La  question  qu'on  se  propose  de  résoudre  est  celle-ci  : 
Connaissant  les  rapports  trigonométriques  d'un  arc,  déter- 
miner les  rapports  trigonométriques  d'un  sous-multiple  de  cet 
arc. 

Nous  donnerons  plus  lard  laî  solution  générale  de  celle 
question  (l.  111,  Alg,  supérieure),  ei  nous  nous  conienlerons 
d'en  exposer  ici  les  cas  les  plus  simples  ei  les  plus  usuels. 

66.  i**  Étant  donné  cosa,  trouver  sin-?  cos-  et  tang-- 

Les  formules  {lobis)  el  [lo ter)  du  n*»59  conduisent  immé- 
diaiemenl  au  résultat.  Dans  ces  formules 

cos2a=2COs'a — I,     cos2a  =  i  —  2sin*a, 

on  peut,  en  effet,  remplacer  Tare  a,  qui  est  quelconque,  par 
l'arc  -•  Elles  deviennent  alors 

2 

cosa  =  2  cos' I ,     cosa  =  1—2  sin-  -  -> 

2  2 

et  l'on  en  déduit 

(,7)  eos-  =  ±:y/— ^— , 

18  sin-^dzi/- —        -\ 


5io 

puis,  par  division, 

(•9)  l 
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j  \  —  cos« 
V  ï  ~'^  cosa 


On  voit  qu'on  trouve,  pour  les  rapports  trigonométriques 
de  l'arc  ->  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 

Il  est  facile  de  prouver  a  priori  qu'il  doit  en  être  ainsi,  soil 
en  se  servant  des  formules  qui  renferment  tous  les  arcs  ayant 
même  cosinus  (18),  soit  en  considérant  directement  le  cercle 
Irîgonométrique.  Nous  suivrons,  pour  ce  premier  problème, 
le  procédé  géométrique. 

Supposons  que,  dans  le  cercle  de  rayon  i,  cosa  soil  repré- 
senté par  l'abscisse  OP  ;  nous  mènerons  par  le  point  P  la  pa- 
rallèle MM'  a  l'axe  Or{Jig>  ^o).  Tous  les  arcs  terminés  en  M 

ou  en  M'  auront  donc  cos^  pour 
cosinus:  il  faut  chercher  les  si- 
nus, les  cosinus  et  les  tangentes 
des  moitiés  de  tous  ces  arcs. 

En  prenant  d'abord  la  moitié 
de  l'arc  AM,  on  obiient  l'arc  AN, 
En  prenant  la  moitié  de  l'arc  AM 
augmenté  d'une  circonférence, 
on  obtient  l'arc  AN  augmenté 
d'une  demi-circonférence,  c'est- 
à-dire  l'arc  AN',,  dont  l'extré- 
mité est  diamétralement  opposée  à  Textrémiié  N.  Tous  les 
arcs  terminés  en  M  ont  ainsi  leurs  moitiés  terminées  en  N 
ou  en  N',  ;  car  l'addition  d'un  nombre  pair  quelconque  de  cir- 
conférences ramènera  évidemment  au  point  N,  et  l'addition 
d'un  nombre  impair  quelconque  de  circonférences  ramènera 
au  point  N'j. 

Considérons  maintenant  l'arc  AM'.  Cet  arc  étant  égal  à 
27r  — AM,  sa  moitié  est  égale  à  tt  —  AN,  c'est-à-dire  à  l'arc 
ANi,  dont  l'extrémité  est  déterminée  par  la  parallèle  NN{  à 
l'axe  0^.  Si  l'on  augmente  l'arc  AM'  d'une  circonférence,  il 
faut  augmenter  sa  moitié  AN^  d'une  demi-circonférence,  et 
Ton  obtient  ainsi  l'arc  AN',  dont  l'extrémité  est  diaméirale- 
ment  opposée  à  l'extrémité  Ni.  Tous  les  arcs  terminés  en  M' 
ont  ainsi  leurs  moitiés  terminées  en  N|  ou  en  N';  car  l'addilion 
d'un  nombre  pair  quelconque  de  circonférences  ramènera  au 
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poiniNi,  tandis  que  Taddiiion  d'un  nombre  impairquelconque 
de  circonférences  ramènera  au  poinl  N'. 

On  vérifiera  de  même  que  lous  les  arcs  négatifs  terminés 
en  M'  et  en  M  oni  aussi  les  extrémités  de  leurs  arcs  moitiés 
en  l'un  ou  l'autre  des  quatre  points  qu'on  vient  de  déter- 
miner. 

En  résumé,  les  moitiés  de  tous  les  arcs,  positifs  ou  négatifs, 
terminés  en  M  ou  en  M',  ont  leurs  extrémités  aux  sommets  du 
rectangle  N  Ni  N'^N', 

Par  suite,  il  existe:  poursin-?  deux  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires,  représentées  par  les  ordonnées  N/?  et  —  N'/?  ; 
pour  cos->  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  re- 
présentées parlesabscissesO/?et—0/?';  pourtang-»  deux  va- 
leurs égales  et  de  signes  contraires,  représentées  par  les  tan- 
gentes A  ^  et  —  A  ^'. 

67.  Si  l'arc  a  est  donné  en  même  temps  que  son  cosinus, 

CL      ,    a  a  j , 

les  signes  des  mconnues  cos-j  sin-  et  tang->  sont  détermi- 
nés, et  les  formules  (17),  (18)  et  (19),  permettent  de  calculer 
ces  quantités  sans  ambiguïté. 

68.  ^^  Étant  donné  sin  a,  trouver  ?\xi-'i  cos-  et  lang-* 

2  2  ^2 

Dans  la  formule  (9), 

sin  2a  =  2  sin  a  cosa, 

du  n°  59,  on  peut  remplacer  l'arc  a,  qui  est  quelconque,  par 

l'arc  -•  11  vient  ainsi 
2 


.    CL        a 
sina=:  2  sm-  cos-* 
2        2 


On  a  d'ailleurs  (34) 


ir=:  sm^-H-  C0-.2-. 
2  2 


En  ajoutant  et  en   retranchant   successivement  ces  deux 
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équalions,  on  trouve 


(  .    a  a\- 

sina  =    sin-  -f-  cos- 
V       2  a/ 

—  sina=  (  sm cos  - 

\      1  1 


Il  en  résulte 


a  a 


sin -H-  cos-=rii:i/i  -f-  sina, 


a  a 


sin cos-  =±  i/i  —  sina, 

2  2  '^ 

c'est-à-dire  (i.  I,  /élg.  élém,,  2),  en  prenant  toutes  les  combi- 
naisons de  signes, 

(20)  sin-=ii=-(v^i  H-  sinaih  v/i  —  sinrt), 

(21)  cos-  =di-  (^/i  -{-  sinazp  y^i  —  sin«). 


Dans  ces  deux  formules,  les  signes  extérieurs  et  les  signes 
intérieurs  doivent  séparément  se  correspondre. 

On  voit  qu'on  obtient,  pour  chaque  inconnue,  quatre  va- 
leurs deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  de  plus,  elles 
sont  les  mêmes,  sauf  Tordre,  pour  les  deux  inconnues.  Nous 
allons  justifier  ces  résultats,  en  laissant  celte  fois  de  côté  le 
cercle  trigonométrique. 

Tous  les  arcs  qui  ont  sina  pour  sinus  sont  renfermés  (12) 
dans  les  formules 

ikii-^a    et     (2/1*4-1)^  — a. 

Il  faut  déterminer  les  sinus  et  les  cosinus  des  moitiés  de 
tous  ces  arcs,  c'est-à-dire  de  tous  les  arcs  renfermés  dans  les 
formules 

kr,-\-~     et    Atth 

2  22 

k  est  un  nombre  entier,  positif,  négatif  ou  nul.  Pour  toute 
valeur /?ai>e  de/r,  on  peut  supprimer  Att,  qui  représente  alors 
un  nombre  exact  de  circonférences,  sans  modifier  les  extré- 
mités des  arcs  que  Ton  doit  considérer.  On  n*a  donc,  dans 
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celte  première  hypothèse,  que  deux  valeurs  distinctes  pour 
chacune  des  deux  inconnues,  savoir  : 


sin 


-  et  sm  I )=cos-> 

2  \2  2/  2 

-  et  cos )  = 

2  \2  2/ 


cos-  et  cos( -  — -  )=  sin-- 


Pour  toute  valeur  impaire  de  /r  ==  2/1  -h  i,  on  peut,  pour  la 
même  raison,  supprimer  le  nombre  exact  de  circonférences 
2/i7r,  et  l'on  n*a  encore,  dans  cette  seconde  hypothèse,  que 
deux  valeurs  distinctes  pour  chaque  inconnue,  savoir  : 

.    /         a\  ,    a 

sml  TT  +  -  1  =:— sin- 

V         2;  2 

ei 

.    /         TT      a\  .    [t:      a\  a 

sjnlTTH )  =  —  sm =—  cos  -  *, 

\        2      2/  \2       2/  2 

(        n\  a 

cos   TT  -1-  -    =  —  cos  - 

\        2/  2 

ei 

(        Tz       a\  fn      a\  .a 

cos  I  TT  -f- \~  —  cos  ( )  =  —  sm  -  • 

\        2       2/  \2       2/  2 


Ce  qui  précède  montre  immédiatement  que  tang-  n'admet 
que  deux  valeurs  inverses  l'unede  l'autre  :  tang  -  et  col-. 


69.  Si  l'arc  a  est  donné  en  même  temps  que  son  sinus,  les 
signes  et  les  relations  de  grandeur  de  sin-  et  de  cos-  sont 
déterminés.  On  peut  donc  calculer  ces  quantités  sans  ambi- 
guïté à  l'aide  des  formules  (20]  et  (21).  La  valeur  de  lang- 
en  résulte  (34>]. 

70.  La  formule  (19)  du  n®  66  permet  d'exprimer  tang-  en 

fonction  de  cosa.  On  peut  aussi  l'exprimer  en  fonction  de 
sinaet  de  cos/i,  comme  il  suit. 
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On  a  (Zk) 


a  a        a  a 

sin  -  2  sin  -  cos  -  2  sin^  - 

a             2  2         2  2 

tang-  = 


2  a  ^a  ,    a        a 

cos-  2C0S2-  2Sin-C0S- 

2  2  22 

c'esl-à-dire,  d'après  ce  qui  précède  (66,  68), 

a  sina  1  —  cosa 

lang-  = = : 

2        i-h  cosa  sin  a 

7i.  3°  Étant  donnée  tang/i,  trouver  lang-- 

Nous  avons (63) 

2  tanga 

tang  2a  — • 

°  I  — langea 

Si  Ton  remplace  dans  celte  formule  J'arc  a,  qui  est  quel 
conque,  par  Tare  -»  elle  devient 

langa= 

i-lang«^  I 

I 
On  en  déduit  immédiatement  l'équation  du  second  degrés 

tanga  lang^  — :-  2  lang tanga  =  o. 

Le  produit  des  racines  de  cette  équation  est  toujours  égal) 
—  I  (t.  I,  Alg.  élém,f  24^2),  ce  qui  permet  de  dire  d'avant 

que,  si  l'une  des  racines  est  lang-?  l'autre  sera  —  col-  [3ij 
Ces  racines  ont  pour  expression  ' 


a        —  I  ±  \/i  -f-  tang'a 

tang-  = ~ ^— . 

2  tanga 

Vérifions  ce  résultat  a  priori. 

Tous  les  arcs  qui  ont  tanga  pour  tangente  sont  reDferfl 

dans  la  formule  (23) 

A-TT  H-a, 

et  il  faut  déterminer  les  tangentes  des  moitiés  de  tous  cesar^ 
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c'est-à-dire  de  tous  les  arcs  compris  dans  la  formule 


5i5 


2 


a 

2, 


k  est  un  nombre  entier,  positif,  négatif  ou  nul.  Pour  toute 
valeur  paire  de  h,  on  peut  supprimer  —  qui  représente  alors 

un  multiple  quelconque  de?:  (23),  et  Ton  n'a  pour  l'inconnue 

que  la  seule  valeur 

a 
lang-. 


Pour  toute  valeur  impaire  de  Ar  =^  an  -h  i,  on  peut  de  même 
supprimer  le  multiple  /itt,  et  Ton  n'a  encore  pour  l'inconnue 
que  la  seule  valeur  (32) 


tang 


i^-t)- 


cot 


Fig.  ai. 


Si  Ton  veut,  pour  la  vérification  précédente ,  avoir  recours  directe- 
ment au  cercle  trigonométrique,  on  prend,  sur  la  tangente  à  Torigine 
(^.  2 1  ) ,  AT  =  tanga.  Les  extrémités  du 
diamètre  MM'  qui  passe  par  le  point  T 
sont  les  extrémités  de  tous  les  arcs  qui 
ont  tanga  pour  tangente,  et  l'on  a  à  con- 
sidérer les  moitiés  de  tous  ces  arcs. 

Prenons  d'abord  la  moitié  AN  de  Tare 
AM  =  â .  En  prenant  la  moitié  de  Tare  AM 
augmenté  d'une  circonférence,  on  obtient 
l'arc  AN  augmenté  d'une  demi-circonfé- 
rence, c'est-à-dire  l'arc  ANi,  dont  l'ex- 
trémité est  diamétralement  opposée  à 
l'extrémité  N.  Tous  les  arcs  terminés 
en  M  ont  ainsi  leurs  moitiés  terminées 
en  N  ou  en  Ni;  car  l'addition  d'un 
nombre  pair  quelconque  de  circonfé- 
rences à  l'arc  AM  ramènera  au  point  N,  et  l'addition  d'un  nombre  impair 
quelconque  de  circonférences  ramènera  au  point  Ni.  Toutes  ces  moitiés 

d'arcs  ont  la  même  tangente  A0  =  tang-« 

Prenons  maintenant  l'arc  AM',  qui  est  égal  à  tt  +  AM;  sa  moitié  sera 

AN,  c'est-à-dire  à  l'arc  AN',  dont  l'extrémité  est  celle 

du  rayon  ON'  perpendiculaire  à  ON.  En  prenant  la  moitié  de  l'arc  AM' 

33. 
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augmenté  d'une  circonférence,  on  obtient  l'arc  AN' augmenté  d'une  den^ 
circonférence,  c'est-à-dire  Tare  AN\ ,  dont  l'extrémité  est  diamélralemeil 
opposée  à  l'extrémité  N'.  Il  en  résulte  évidemment  que  tous  les  arcs  ta 
minés  en  M' ont  leurs  moitiés  terminées  en  N'et  en  N|.  Toutes  Cfô  moiti 

d'arcs  ont  la  môme  tangente  —  A0i  =  —  cot  -  •  On  a,  en  eflTet, 


tangAN'=  lang(-  -+-,-)• 


Le  triangle  rectangle  dOOi  donne  d'ailleurs,  en  valeur  absolue, 

A9.A0i  =  5Â'=i, 

c'est-à-dire 

A9x(— A0i)  =  -i. 

72.  Si  Tare  a  est  donné  en  même  temps  que  sa  tangente, 
signe  de  tang  -  est  déterminé ,  et  Ton  peut  calculer  cel 
quantité  sans  ambiguïté  d'après  l'expression  (71)  : 


a       —  I  ±:  v/ 1  -4-  lang^ a 

lang  -  = ~ 

2  lang  a 

73.  4"  Étant  donné  cosa,  trouver  ces  ^  • 

o 

Prenons  la  formule  (12)  du  n«  61  : 

cos3«  =  4  cos^^a  —  3  cosa. 

L'arc  a  étant  quelconque,  on  peut  le  remplacer  dans  cet! 
formule  par  Tare  •=?  et  l'on  obtient  Téquaiion 

cosa  =  4cos»  ^  —  Scos-r- 

En  posant  cos  a  —  bei  cos  ^  =  a:,  on  voit  que  la  questia 

posée  revient  à  la  résolution  de  Téquation  du  troisième  dea 

,       3  A  i 

(22)  ^3__^__^0.  I 

L'Algèbre  montre  [voir  t.  III,  Jlg.  super.)  que  celte  équatid 
a  ses  trois  racines  réelles.  La  Trigonométrie  va  nous  permettfi 
de  vérifier  ce  résultat  et  de  déterminer  ces  racines. 

Tous  les  arcs  qui  ont  même  cosinus  que  Tare  a  étant  cou» 
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pris  (18)  dans  les  formules 

^kiz-ha    et    afrTT  — a, 

on  doit  chercher  les  cosinus  de  tous  les  tiers  de  ces  arcs,  c'est- 
à-dire  de  tous  les  arcs  renfermés  dans  les  formules 

?./r7r       a  ^kn       a 

-H  ô     et 


3      '    3  3  3 

Comme  Textrcmité  d'un  arc  ne  change  pas  par  l'addition  ou 
la  soustraction  d'un  nombre  quelconque  de  circonférences 
et  comme  les  formules  précédentes  présentent  le  dénomina- 
teur 3,  on  voit  que  les  seules  valeurs  distinctes  de  l'inconnue 
s'obtiendront  en  remplaçant  successivement  A*  (nombre  entier, 
positif,  négatif  ou  nul]  par  un  multiple  quelconque  de  3>  par 
un  pareil  multiple  augmenté  de  i,  par  un  pareil  multiple 
augmenté  de  2. 

n  étant  un  entier  quelconque,  nous  substituerons  donc  à  k 
les  valeurs  3n,  3n  +  i>  3/i  +  2,  et  nous  devrons  chercher  les 
cosinus  des  six  arcs 


a 

2/1 TT — 

a 

3' 

27r       a 

a 

V 

in       a 

^•'^^■^T-^3' 

471 

2/17:+ -3-- 

a 

V 

mant  partout  2/171 

,  des  six  arcs 

a 

■^3' 

a 

-3' 

27r       a 

27r       a 

T^3' 

"3'~3' 

4it       a 
T^3' 

47r       a 
3        3' 

Hais,  comme  on  a  (42) 

cos(+|)  =  cos(-^). 


/27r       a\  f^n       a\ 

*=*'Ht-^3J=*^°Ht-3)' 

/47r       a\  /27r       a\ 

*'°''iV+3)=<^°HT-3)' 
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l'inconnue  cos^  n'admet  en  réalité  que  les  trois  valeurs 
a  (in  .   a\  f^n   .   a\ 

(120»  4- |j,        C0s(24o°-+-  !)• 


COS; 


cos^»     cos| 


Telles  sont  les  trois  racines  réelles  de  l'équation  (22). 


74.  Prenons  dans  le  cercle  trigonométrique  (fig.  22)  ÀM  =  -r>  et 


à  120°+  |,  et  l'arc  AP  à  240*» -h  |.  Les 


construisons  le  triangle  équilatéral  inscrit  MNP.  L'arc  AN  sera  égal 

Fig.  22. 

trois  racines  de  l'équation  (22)  seront  donc 
représentées,  avec  les  signes  convenables, 
par  les  trois  perpendiculaires  M/w,  N/i,  P/>, 
abaissées  des  sommets  du  triangle  MNP  sur 
le  diamètre  BB'. 

On  voit  aisément  que,  d'une  manière  géné- 
rale,  deux  de  ces  perpendiculaires  tomberont 
toujours  d'un  même  côté  du  diamètre  BB'  et 
la  troisième  de  Tautre  côté. 
D'après  l'Algèbre (  t.  ni,  ^Ig,  super.)  j  l'équation  (22)  étant  privée desoo 
second  terme,  la  somme  de  ses  racines  doit  être  nulle.  La  Trigonoméliie 


le  montre  également.  On  a,  en  effet  (53), 

(2.n       a\  277 


cos 


cos  -5-  cos  - 

ô  0 


cos 


.     27r    .    tf 

■  sm  —  sm  77  j 
in  .    a 


/An        a\  An        a 


La  somme  des  trois  valeurs  de  l'inconnue  est  donc  égale  à 

a/  in  inX         .    a  f  .    m         .    An\ 

CO85  (^i  +  cos^  +  C0S-3- j  -  s.n- (^s.n  - -f- sm  y  j, 

c'est-à-dire  nulle,  puisque  l'on  a  (42, 17,  15,  H  ) 


in  An  n  \ 

cos  -^  =  cos  -^  =  —  cos  "5  = ' 

3  3  3  2 

.    2ir         .      n  .An 

sm-^=s.n  3  =-8.11-3-. 

Les  trois  perpendiculaires  Mm,  N/i,  P/?,  prises  avec  leurs  signes,  ont 
donc  toujours  une  somme  égale  à  zéro;  ce  qui  conduit  à  ce  théorème  de 
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Géométrie,  qu'on  peut  évidemment  appliquer  à  un  cercle  quelconque  au 
lieu  du  cercle  trigonométrique  et  qu'il  est  facile  d'ailleurs  de  démontrer 
directement  : 

Si  des  trois  sommets  d'un  triangle  équilatéral  inscrit  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  un  diamètre  quelconque  du  cercle  circonscrit,  la 
somme  des  deux  perpendiculaires  qui  tombent  d'un  même  côté  de  ce 
diamètre  est  égale  à  la  troisième  perpendiculaire  qui  tombe  de  Vautre 
côté. 

75.  Les  valeurs  absolues  des  racines.de  même  signe  sont  représentées, 
dans  le  cas  de  layS^.  2a,  par  les  perpendiculaires  Mm  et  Vp.  Or  ces  per- 
pendiculaires peuvent  être  regardées  comme  les  sinus  des  arcs  BM  et  BT, 

dont  la  somme  est  tt -.  ou  -  >  puisque  MP  est  le  côté  du  triangle 

équilatéral  inscrit.  Les  deux  arcs  BM  etBT  étant  en  général  inégaux,  l'un 

est  supérieur  et  l'autre  inférieur  à  ^  >  arc  dont  le  sinus  est  -  •  Par  suite, 

l'une  des  deux  racines  Mm  et  P/?  est,  en  valeur  absolue,  plus  grande 

que  -9  tandis  que  l'autre  est  moindre.  Quant  à  la  troisième  racine  N/z,  de 

signe  contraire  aux  deux  autres,  mais  égale  à  leur  somme  en  valeur 

absolue,  elle  est  supérieure  à  ~  • 

On  voit  par  là  que,  si  l'on  donne  l'arc  a  en  même  temps  que  cos  a,  on 

peut  distinguer  sans  ambiguïté  la  racine  qui  représente  cos  -  9  puisqu'on 

sait  alors  d'avance  si  sa  valeur  absolue  est  plus  grande  ou  plus  petite 

que  -  et  quel  est  son  signe. 

76.  Le  cas  de  deux  racines  égales  se  déduit  immédiatement  des  con- 
sidérations précédentes. 

Si  ces  racines  sont  positives,  on  doit  avoir  (fig.  22) 

Mm  =  P/?=i; 

MP  est  perpendiculaire  sur  AA'  et  le  sommet  N  vient  en  A'.  On  a,  par 
suite,  ^  =  AM  = =  -,  c'est-à-dire  a  =  180°,  et  la  troisième 

J  2  0  0 

racine  N/i  est  égale  à  ~  i . 
Si  les  deux  racines  égales  étaient  négatives,  la^.  22  serait  retournée; 

on  aurait  évidemment  -5  =  o  ou  a  =  o,  et  les  trois  racines  seraient » 

o  2 

I     , 

et  -♦-  I . 

2 
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77.  5®  Étant  donné  sina,  trouver  sin  ^• 
Prenons  la  formule  (ii)  du  n**  61  : 

sin3a=:  3sina—  ^s\n^a. 

Si  l'on  remplace  l'arc  a  par  l'arc  ^i  il  viem 
sma  =  3  sin  ^  —  4  sm'  ^  • 


En  posant  sina  ~  6  et  sin  ^  —  or,  on  obtient  donc  l'équa- 
tion du  troisième  degré 

(23)  a:' — j  X  -\-  y  ^^Oy 

qui  ne  diffère  de  l'équation  (?.2}  que  par  le  changement  de  6 
en  —6. 

Nous  allons  déterminer  trigonométriquement  les  racines  de 
l'équation  (23). 

Tous  les  arcs  qui  ont  même  sinus  que  l'arc  a  étant  compris 
(  12)  dans  les  formules 

7,kr.-\-a    et    (2A' -h  i)7r  —  a, 

on  doit  chercher  les  sinus  de  tous  les  tiers  de  ces  arcs,  c'est- 
à-dire  de  tous  les  arcs  renfermés  dans  les  formules 

2/r7r       a       ^     ikn       tt       a 

D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n^  73,  on  aura  toutes  les  valeors 

distinctes  de  l'inconnue  sin  ^9  en  remplaçant  successivemeoi 

k  par  les  valeurs  3n,  3/i  -m,  3/n-  2,  où  n  représente  un  en- 
tier quelconque. 
Nous  devons  donc  chercher  les  sinus  des  six  arcs 


a 

n      a 

,    271    ,    a 

'^^  3  -^3' 

.     27r          TT 

a 

-3' 

47r       a 

='"'^-^3  +3- 

a 

"3' 
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OU,  en  supprimant  partoul  ^aitt,  des  six  arcs 

a  n       a 

iTz       a  ,  a 

4?:       a       5?:       a 
T"^3'     T""3' 

Mais,  comme  on  a  (11,  M) 

.a         .    (         a\ 
sin5:-sin(^7r~3J, 

.    fii:       a\         .    (n       a\ 
'""iT  +  3)  =  ''"U~3J' 

.    /47r       a\         .    /57r       a\ 

Irinconnue  sin  -z  n'admet  en  réalité  que  les  trois  valeurs 

\  .    a        .    /27r       a\         .    ( ^r.       a\ 

sin  3,     sm^-  +  -3),     sin^-3--f-3J 

ou 

sin^»     sin  (120*»+ ^1?     sin  (240*^- ^|« 

Telles  sont  les  trois  racines  réelles  de  l'équation  (23). 

On  peut  appliquer  à  la  question  que  nous  venons  de  ré- 
soudre les  remarques  développées  aux  n®*  74,  75,  76;  nous 
ne  nous  y  arrêterons  pas. 

78.  6*»  Étant  donnée  tang^t,  trouver  Vàn^Tr» 
Prenons  la  formule  (i5)  du  n*»  63. 

^         3  lanpa—  tanff'a 

tang3a  = ^ r-^^ — 

^  1  —  3  tangua 

L'arc  a  étant  quelconque,  on  peut  le  remplacer  dans  cette 
a 

V 

3  tang  3  —  tang»  ^ 


formule  par  l'arc  ^9  et  l'on  obtient  l'équation 


iang«  r= 


I  —  3  tang»  3 
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Si  Ton  pose  tanga  =  b  et  lang  ^  =  a:,  il  vient 

et  l'on  en  déduit  l'équation  du  troisième  degré 
(24)  jjr3  —  Zbx^—^x  -\-b=o. 

Nous  allons  déterminer  trigonométriquement  les  racines  de 
cette  équation. 

Tous  les  arcs  qui  ont  même  tangente  que  l'arc  a  étant  com- 
pris (23)  dans  la  formule 

on  doit  chercher  les  tangentes  de  tous  les  tiers  de  ces  arcs, 
c'est-à-dire  de  tous  les  arcs  renfermés  dans  la  formule 

kr.       a 

—  -I — . 

3         3 

En  raisonnant  comme  au  n*"  73  et  en  observant  que  Taddi- 
tion  ou  la  soustraction  d'un  nombre  quelconque  de  deIni'Ci^ 
conférences  ne  modifie  pas  la  tangente  d'un  arc,  on  voit  que 
les  seules  valeurs  distinctes  de  l'inconnue  s'obtiendront  en 
remplaçant  successivement  k  par  les  valeurs  3n»  3?i+i, 
3  a  +  2,  où  n  représente  un  entier  quelconque.  Nous  devons 
donc  chercher  les  tangentes  des  trois  arcs 

a  Ti       a  un       a 

ou,  en  supprimant  partout  nn,  des  trois  arcs 

a       TT       a       271        a 
y     3  "^3'     T  "^3* 

Les  trois  racines  réelles  de  Téqualion  (24)  sont  donc 

OU 

iang|î     tangf6o»4- II'     tangf  i2o*»-4- ^ ]• 
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On  voit  que  le  cas  de  deux  racines  égales  ne  peut  pas  se 
présenter. 

79.  Si  l'on  suppose,  comme  cas  particulier,  a=^  90*',  on  a 
b  =  tang/i  =  00  . 

Si  Ton  introduit  cette  hypothèse  dans  Téquation  (24),  mise  sous  la 
forme 

T  ^  —  3ar*  —  y  x  -r  I  =  o, 
0  o 

elle  s'abaisse  au  second  degré  en  prenant  une  racine  infinie  (  1. 1^  Jlg. 
élém.y  241  )  et  devient 

—  Sx^H-  1=0. 

Les  trois  racines  sont  donc  alors 

I  I 

V^3  v/3 

Les  formules  précédentes  (78)  conduisent  aux  mêmes  résultats.  Elles 
donnent,  en  efifet,  pour  les  trois  racines  (27,  22), 

tang-  =  tang3o°=  -h  —, 
^  y3 


tang  f  60*»  -»-  I)  =  tanggo*  =  00  , 
tang (  120** H-  "  )  =  tang  i5o**  =  —  tang  3o**  = 


I 

7ï' 


80.  Les  exemples  que  nous  venons  de  traiter  suffisent  pour 
indiquer  la  marche  à  suivre  dans  les  problèmes  particuliers 
relatifs  à  la  division  des  arcs. 

D'une  manière  générale,  m  étant  un  entier  quelconque,  si 

Ion  veut  trouver  cos  — 5  sin—  ou  tang  — >  connaissant  cos a, 
mm  m 

sina  ou  tanga,  il  faut  commencer  par  former  le  développe- 
ment correspondant  de  cos  ma,  de  sin  ma  ou  de  tang  ma,  en 
fonction  des  mêmes  données;  puis,  remplacer  l'arc  quel- 
conque a  par  Tare  —  •  On  obtient  ainsi  Téquation  dont  les  ra- 
cines répondent  à  la  question.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur 
ce  sujet  (t.  III,  Jlg.  supérieure). 
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CHAPITRE  III. 


FORMULES  RENDUES  CALCULABLES  PAR  LOGARITHlifES 
ET  APPLICATIONS  DIVERSES. 


Formules  rendues  calculables  par  logarithmes. 

81.  Cherchons  à  rendre  calculable  par  logarithmes  la  somme 
ou  la  différence  de  deux  rapports  trigonométriques. 
Des  formules 

sin(a  -h  6)  =  sina  cosft-h  cosdrsin^» 
sin(a--  b)  =  sinacos6  —  cosasin6, 
cos(a  -f-  b)  =cosacos6  —  sina  sine, 
cos{a—  6)  =  cosacos6  4-  sina  sinA, 

on  déduit  d'abord,  par  addition  et  soustraction, 

sin(a-h  b)  -h  sin(a—  b)  =  2,  sinacosi, 
sin(a-f-  ^)  —  sin(a  —  ft)  =  icosa  sinft, 
cos(a-l-  b)  -4-  cos(a—  b)  =  i  cosacosb, 
cos(a—  b)  —  cos(a  •A-b)=:2  sina  sine. 

Posons 

a-\'bz=p^     a  —  b  =  qy 

c'est-à-dire 

a  =  ^ et     b  =  '- -' 

2  2 
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Il  en  résulte 

smp  -h  sinq  =  1  sin ~  cos '- — ^ , 

smp  —  sin  ^  =  2  cos  ^ sin  ^ — -  ? 

»  -4-  (7       p  —  g 
cosp-h  cosq  =  2Cos^- cos^- — ^, 

cosa  —  cosp  =  2  sin  ^ ^  sin '-  • 

\  ^  '^  2  2 

Ces  formules,  d'un  usage  continuel,  permettent  de  rem- 
placer la  somme  ou  la  différence  de  deux  sinus  ou  de  deux 
cosinus  par  un  produit  de  sinus  et  cosinus. 

82.  On  peut  exprimer  d'une  manière  analogue  la  somme  ou 
la  différence  d'un  sinus  et  d'un  cosinus.  On  peut  écrire,  en 
effet, 

cosp  =b sin ^  =  sin  I p)  nr sm q, 

ou,  d'après  les  formules  qu'on  vient  de  démontrer, 

cos;?  -T-  sm </  rrr  2  sin  (^^  -  ^^-^j  cos  ^^ ^  j , 

cos;?-sing  =  2cos(^j ^j  sin|^j-^l— :-j. 

83.  En  divisant  deux  à  deux  les  formules  (25)  du  n""  81,  on 
obtient  encore  les  formules  suivantes  : 

p  -r-  q 

tang^- ' 

smp  -4-  sm^ °     2 

sinp  — sin^               p  —  q 
^  ^       tang^- i 

— ■■ — ; =  lang^- — ^, 

cosp -f- cos  ^  "      2 

=  coi^- ^9 

,  cosg  — -  cosp  2 

sin  j[?  — sin  (7        ,        P—  g 

=  tang  ' ^ , 

cos;?  4-  cos^  °      2 
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*- i  =  COt  ^ 3 


cosg  —  c.osp 

cosp-4-cosfl  ,P-^Q      .P 


cos^  —  cosq 

La  première  de  ces  formules,  et  la  plus  importante, s'énonce 
en  disant  que  la  somme  des  sinus  de  deux  arcs  est  à  la  dif- 
férence des  mêmes  sinus  comme  la  tangente  de  la  demi- 
somme  de  ces  arcs  est  à  la  tangente  de  leur  demi-différence. 

En  divisant  Tune  par  l'autre  les  formules  (26)  du  n"*  82,  on 
a  encore 


rosip  -4-  s'inq  _        ^  V  4 
cosp~smq-~ 


lit      p-hq\ 

U     2  ; 


8k.  Passons  maintenant  aux  sommes  ou  différences  de  tan- 
gentes et  cotangentes. 
On  a 

,       sin/z    ,    sin^       sînacosftrh  cosa  sinft 

tanga  ±  tang^  == ± y  = j- » 

®  °         cosa       coso  cosacos6 


c'est-à- 

•dire 

(^7) 

tangâ 

±lang6  = 

sînfadiô] 
'  cosacos6 

On  a 

de  même 

(28) 

COtû 

zhcotft 

cos«  _^ 
~~  sin« 

rose 
sin6 

s\n(b±a) 
"~  sinasin^ 

(^^9) 

cota 

ditangfc 

COSfl  _^ 

sin^ 
cos6 

_  cos(aq=6) 

sina 

sinacos6 

Dans  les  formules  qu'on  vient  d'écrire,  on  doit  prendre  pa- 
rallèlement les  signes  indiqués  dans  les  deux  membres. 

85.  La  différence  des  carrés  de  deux  sinus  ou  de  deux 
cosinus  peut  être  rendue  calculable  par  logarithmes  comme 
il  suit. 

£n  multipliant  entre  elles  les  valeurs  de  sin(a  +6)  eide 
sin(rt  —  6),  on  trouve  (t.  1,  Jlg.  élém.y  30) 

sin(a~f-  b)  sin(a  —  fr)  =  sin^a  cos^^  —  cos^a  sin^ft 

—  (i  —  sin^é)  sin-a  — (i— sîn^ûjsin'J 
=  (  I  —  cos^  a]  cos^  b — (  I  —  cos*  b)  cos^a. 
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En  simplifiant,  on  trouve  finalement 
(3o)     sin^a  — sin^ft  =cos^fr  — cos2a=:sin(a-f-6)sin(a— 6). 

86.  Proposons-nous  maintenant  de  rendre  calculable  par 
logarithmes  une  expression  binôme  de  la  forme 

où  a  et  6  sont  des  nombres  positifs  quelconques. 
On  peut  écrire 

et  poser,  puisqu'il  y  a  des  tangentes  de  toutes  les  grandeurs 

(25), 

b  sincp 

-  =  iango  =  — -i-î 
a  ^^      coscp 

c'est-à-dire 

\  coscp/        C0S9  ^         ^  ^' 

Hais,  d'après  les  formules  (^26)  du  n*"  82,  on  a,  en  y  faisant 
cos?  H-  sin(p  =  asln-^  cos  ( -^  —  9J  r=  2  sin45**cos(45'»—  9), 

TT  (t  \ 

cos<p  —  sin9=::2C0S7  sîn  (  ^  —  9|  =  2COs45**  sin(45"— 9). 

Or(ll,  17,  8) 

sin45*  =  cos45'*  =  ^^    et    sin(45*»—  9)  — cos(45*»h-  9). 
Il  vient  donc 

cos9±  sin9  =  v'^cos(45'*zp9) 
ei,  par  suite, 

(30  a:  =  a±:6=-^cos{45«=F9)- 

^    '  COS9        ^^     ^^' 

Dans  ces  formules,  on  doit  prendre  parallèlement  les  signes 
I  indiqués  dans  les  deux  membres. 
i     On  peut  opérer  autrement,  en  séparant  les  signes. 
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Prenons  d'abord 

et  posons 

-  =  mng*-^©. 

Il  vient  immédiatement  (36,  7) 

x  =  a-hb  =  a(i-htang2<p)  —aséc^<f  = 


cos'ç 
Soit  maintenant 


X  : 


a-b  =  a{i~^y 


et  supposons  a >  6.  Puisque  -  est  moindre  que  i'unilé,(U), 
nous  pourrons  poser  , 

-  =:Sin^O, 

a 

d'où  ; 

x  =  a— b^=a(i  —  sîn^cp)  —  a  cos^cp. 

Si,  dans  ce  dernier  cas,  «était  moindre  que  6,  on  calcule* 

rait  directement 

Xt=:  —  X  =  b  —  a, 

87.  Les  procédés  qu'on  vient  d'indiquer  permettent  de  ré- 
duire à  un  monôme  toute  expression  polynôme  de  la  forme 

x=:a±b±:icdzd±.,,. 

A  l'aide  d'un  premier  arc  auxiliaire,  on  remplace  les  deux 
premiers  termes  du  polynôme  par  un  seul;  un  deuxième  arc 
auxiliaire  permet  de  diminuer  encore  d'une  unité  le  nombre 
des  termes  restants,  et  l'on  continue  ainsi,  jusqu'à  ce  que  ii 
valeur  de  :r  se  trouve  exprimée  par  un  monôme. 


Résolution  trigonométrique  de  Téquatioii  du  second  degré. 

88.  Nous  voulons  résoudre  trigonométriquement  Téquation  du  secoiMi 
degré 
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dont  les  racines  sont  données  par  la  formule  (t.  I,  Jlg.élém.,  232) 


—  bàis/b^  —  iac 

x= • 

Supposons  d'abord  les  racines  réelles,  c'est-à-dire  b^  —  iac  >  o;  nous 
laurons  trois  cas  à  distinguer,  suivant  que  c  sera  positif,  négatif  ou  nul. 
\a  est  supposé  positif. 

i**  c  >  o. 

Nous  pouvons  écrire  la  valeur  de  a?  de  la  manière  suivante  : 


— é(-V-^> 


En  vertu  de  la  condition  b^  —  iac  >  o,  la  quantité  -7^  j  qui  est  posi- 
tiye,  est  aussi  moindre  que  Tunité.  On  peut  donc  poser 

-^=sm«y, 

et  il  en  résulte 

^=-^(i-TCos?), 

i^est-à-dire,  en  séparant  les  deux  racines  ar^et  x^ei  en  appliquant  les 

formules  du  n""  66, 

b  .  ,9 

xi= sm*-» 

a        2 

Xt= cos*  -  • 

a        % 

La  condition  de  réalité  des  racines  est  alors  remplie  d'elle-môme,  et 
e'est  la  quantité  —  ^  qui  est  positive.  Nous  poserons  donc 

Il  en  résulte 

x  = (iqp8éca>)= (l=F Jj 

aa^   ^       ^'  7La\  ^  cos«p/ 

c'est-à-dire,  en  séparant  les  deux  racines  xi  et  Xt  et  en  appliquant  les 
mâmes  formules  que  dans  le  cas  précédent, 

sin'  X 
b   cosy  —  i       b         a 

jf  1  = = ) 

aa     cosf  a  cosf 


b   cosf  ■+■  I           b 
xt= = 


cos*^ 


aa     cosf  a  cos? 
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3«  C  =  O. 

On  a  immédiatement 

b 

Xi  =  0,     X,  =  — -. 


89.  Si  les  racines  de  Téquation  proposée  sont  imaginaires^  on  a 
b^  —  iac <  G,  d'où  l'on  déduit  ^  >  i.  On  peut  donc  poser 

^ac  I 


b^  C08*<p 

D'ailleurs,  on  peut  mettre  la  valeur  de  x  sous  la  forme 


-à[-V-(¥-)} 


La  quantité  ^ i  revient,  d'après  ce  qui  précède,  à 


Par  suite, 


I  — cos*(P       sm*<p      ^      , 
I  =  -— ^  =  — ^  =  tang«©. 


'^=---i~('=^v/-tang«(p), 


ou  encore  (t.  I,  Alg,  élém,,  223,  237), 


x=^  —  (iqi«tang(p). 


Sommation  des  sinns  ou  des  cosinus  d'une  série  d'arcs 
en  progression  arithmétiç[ue. 

90.  Soient  m  arcs  en  progression  arithmétique 

a,     <i-+-/i,     fl-ha/i,  ...,    a-\-[m  —  \)h. 

Cherchons  d'abord  la  somme  de  leurs  sinus. 
On  a  (81)  la  formule  (aS) 

cos  a  H —  cos   fl  H- —    =  2  sm  -  sin  (fl  4-  kh]\ 

si  Ton  y  remplace  successivement  l'entier  k  par  les  valeurs  o,  i,  2, 3,  ■ . 
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m  —  i,on  obtient  les  égalités 

/  /i\  /  h\         .  h  . 

cos(«—    -|  — cosffl-h    -  j  =  2  8in-sinâr, 

/          h\           l        3/i\  .  /<  .   ,        ., 

cos  (  «  -H    -  j  —  cos  f  û  H j  =  2  sin-  sm  [a  -+-  ^), 

/         3/A            /        5/i\  ,   h  ,    .  ., 

co8(/n j  —  co8(flH j  =  2Sin-8in(/n-aA), 

cosi  a  H |  — cosi  fl-H  ~\  —  i  sin-sin(a  -t-  3/i), 

î 

r      (2///~3)/n        r      (aw— i)A1        ,  h  ,  .     ,       ^._ 

En  ajoutant  toutes  ces  égalités  membre  à  membre  et  en  désignant  la 
somme  cherchée  par  2  sin,  on  déduit  évidemment  de  l'égalité  r^ul tante 


cos  (a )  —  cos    a  - 

28m=_J^ -il ' 


(2Â7I  —  l)h'\ 


2  sin  - 

2 


on,  en  rendant  le  numérateur  de  Texpression  calculable  par  logarithmes 

(81), 


(32)  2sin  = 


mh   .     r  (/«  —  iVi"i 

sin  —  sm  I  /7  H 


2 


sm- 

2 


Cherchons  maintenant  la  somme  des  cosinus  des  mômes  arcs. 

Pour  avoir  cette  somme,  que  nous  désignerons  par  2  cos,  il  suffit  de 

remplacer  dans  la  formule  (  32  )  a  par a  et  A  par  —  /i. 

Ed  effet,  le  premier  membre  de  cette  formule  devient  ainsi 

sin  (  -  —  a  )  -f-  sin  ( a  —  /i  j  -h  sin  (  ^ —  «  —  2/i  )  -^ . . . 

-+-sin a  — (/7î  —  i)^  h 

c'est-à-dire  (8) 

C0Sfl-4-C0S(a-t- A)-+-C0S(û+2A)   f-. . .   4-  cos[a-f  [m  —  i)h\ 

On  a  donc 

2cos=•,nIT_H^!ZZ3Zll 
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OU,  en  changeant  les  signes  (13)  des  deux  termes  de  Texpression  trouTée, 

.    mh        V         (m  —  i)h~ 
(33)  2cos  = 


.    mh        V         (m  — i)Al 

sin  —  cos    û  -h  ^ '—  I 

a  2        J 


.    h 
sin- 

2 


91.  En  divisant  membre  à  membre  les  égalités  (32)  et  (33),  ona 
(m-i)^" 


Sin 


sin    a  - 


2 


\\a- 


Le  rapport  des  deux  sommes  est  donc  représenté  par  la  tangente  de  la 
moyenne  des  deux  arcs  extrêmes  de  la  série  donnée. 

92.  La  somme  des  m  arcs  considérés  ( 1. 1,  Alg,  élém,,  329)  est  égalée 

[ia  -f-  [m  —  i)h']m 

2 

Si  cette  somme  est  égale  à  27r, 

/  M  4^  j,^v  (m—l\h  27T 

2«-h(w— 1)/2=  — )     doù    a  H = 

^  '  m  7.  m 

On  a  donc,  dans  cette  hypothèse  (90), 

.    mh   .    2îr  .    mh        277 

sm  —  sin —  sm  —  cos  — 

^   .  2  m  -  %  m 

2  sm  = ,  2  cos  =  -, 

sin  -  sin  - 

2  2 

Le  rapport  des  deux  sommes  est  alors  égal  à  tang  —  • 

93.  Pour  que  les  extrémités  des  m  arcs  qui  composent  la  progressioa 

arithmétique  donnée  déterminent  un  polygone  régulier  de  m  côtés,  il  faut 

que  le  plus  grand  de  tous,  augmenté  de  A,  soit  égal  au  plus  petit,  augmenté 

de  27r.  En  effet,  les  arcs  successifs  diffèrent  tous  de  h.  On  a  donc  l'éqi»*' 

tion  de  condition 

a  -H  mA  =  fl  -t-  arr, 

d*où 

mh 

=  TT. 

2 

On  a  alors,  d*après  les  formules  générales  du  n""  90, 
2  sin  =  2  cos  =  o. 
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Mais  la  somme  des  sinus  ou  des  cosinus  des  arcs  considérés  repré- 
sente alors,  en  tenant  compte  des  signes,  la  somme  des  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  du  polygone  régulier  déterminé,  sur  le  diamètre 
qui  passe  par  l'origine  ou  sur  le  diamètre  perpendiculaire.  L'origine  étant 
d'ailleurs  arbitraire,  on  peut  énoncer  ce  théorème,  qui  généralise  la  pro- 
priété démontrée  précédemment  à  l'égard  du  triangle  équilatéral  inscrit 
(74)  : 

La  somme  des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  cPun  polygone 
régulier  inscrit  sur  un  diamètre  quelconque  du  cercle  circonscrit  est 
tou/ours  nulle,  lorsqu'on  affecte  de  signes  contraires  les  perpendiculaires 
qui  tombent  de  côtés  différents  de  ce  diamètre. 


formules  relatives  aux  rapports  trigonométriques  de  trois  arcs  dont 
la  somme  est  égale  à  180<». 

94.  Lorsque  la  somme  de  trois  arcs  est  égale  à  iSo"",  leurs  rapports 
trigonométriques  sont  liés  par  un  grand  nombre  de  formules  remar- 
quables. Nous  allons,  comme  utile  exercice,  en  démontrer  quelques-unes. 

Nous  désignerons  les  trois  arcs  considérés,  supposés  exprimés  en  de- 
I  grés,  par  a,  ^,  c,  et  nous  admettrons  la  relation 

I 

95.  I®  La  somme  des  tangentes  des  arcs  a,  ^,  c,  est  égale  au  produit 
de  ces  mêmes  tangentes. 

I     Nous  avons  en  effet,  d'une  manière  générale  (57), 

i      ^       ,         ,        .       tanga -f- tang^-h  tan?c  — tangrtt  tan^^tangc 

tangfflH- OH- c)= ■ ^ ^. 

°'  I  — tangfltang^— langflrtangc— tango  tangc 

Si  fl  -t-  ^  -h  c  =  180",  on  doit  avoir  tang(â  -f-  ^  -+-  c)  =  o,  c'est-à-dire 
I  précisément 

tanga  -+-  tang^  -1-  tangc  =  tanga  tang^  tangc. 

96.  a*  La  somme  des  produits  deux  à  deux  des  cotangentes  des  arcs 
fl,  6,  c,  est  égale  à  Vunité, 

Nous  avons  en  effet,  d'une  manière  générale  (57), 

cotfltcotô  cote  —  cot«  —  cot6—  cote 


cot(ûf-i-^-i-  c) 


cota  cot^  -+-  cota  cote  -+-  cot6  cote  —  j 


Si  a  -t-  ^  H-  e  =  180°,  on  doit  avoir  cot(  a  -h  ô  -4-  e)  =  00  ,  c'est-à-dire 
précisément 

cota  cot^  -t-  cota  cote  h-  cot6  cote  =  ï  . 


1 
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97.  V  La  somme  des  sinus  des  arcs  a,  h^c^  est  égale  au  quadruple 

produit  des  cosinus  des  arcs  -?  -,  -• 

'  a    a    2 

La  somme  des  arcs  a,  b^  c,  étant  égale  à  i8o**,  Tare  a  et  Tare  (b-^c)\ 
sont  supplémentaires.  On  a  donc  (  11  )  | 

I 
sinû=  sin(^-h  c),  ! 

et,  par  suite, 

sina-H  sin^  -4-sinc=  sin(^-Hc)  -+-  sinb  -+■  sine. 

Mais  (59,81), 

...         X  .    b-hc        b-¥-c        ...  .    b-^c       b—c 

sin(£n-c)  =  asm cos ?    sm6-*-smc  =  asm cos • 

^  '  a  a  a  î 

On  peut  donc  écrire 

.,        .  .    b-hc  /       b^-c  b  —  c\ 

sma  -+-  sm^-+-  smc  =  asm (  cos h  cos )• 

a     V  •-*  a    ; 

D'ailleurs,  les  arcs  a  et  (6  +  c)  étant  supplémentaires,  leurs  moitié:! 
sont  complémentaires,  et  Ton  a  (8) 

.    6 -f-c  a 

sm =  cos  -  • 

a  a 

Déplus  (81), 

b  -\-c  b  —  c  b        c 

cos h  cos =  a  cos  -  cos  -• 

a  a  a        a 

n  vient  donc  finalement 

.    ,        .  ^       a       b        c 

sma  -h  sm6  -f-  smc  =  4  cos  -  cos  -  cos  -  • 
a        a        a 

98.  4°  ^  somme  des  carrés  des  cosinus  des  arcs  a^b^  t\  plus  le  double 
produit  de  ces  mêmes  cosinus,  est  égaie  à  l'' unité. 

En  vertu  des  propriétés  des  arcs  supplémentaires,  on  a  (17) 

cos^  =  — cos(6-f-c)     ou     COS'tf  =  C0S*(3-T-C), 

c'est-à-dire  (53) 

cos'fl  =  cos'^  cos^c  —  a  cos^  cosc  sinô  sine  -h  sin'^ sin'c. 

Remplaçons  sin'^  et  sin'c  par  i  — cos'^  et  i  —  cos'c;  il  viendra,  en 
effectuant  et  en  simplifiant, 

cos*«  =  acos'6cos'c  — acos^coscsin^sinc—  cos*6  —  cos^^-i-i, 

ou 

cos*/7  -h  cos^b  -4-  cos'c  —  a  cos^cosc  (cos^cosc  —  sin^  sine)  =  i. 
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Mais  (20) 

cos^cosc  —  smbsinc  =  cos{b  h-c)  =  — cosa. 

)ii  a  donc  finalement 

cos'a  -+-  cos*^  -+-  cos'c  -h  2.  co&a  cosb  cobc  =  i . 

99.  5^  La  somme  des  sinus  des  arcs  a^r,  26,  2c,  est  égale  au  qua^ 
impie  produit  des  sinus  des  arcs  a^  b,c. 

On  a  d'abord  (81) 

sin2a  +  sin26  =  2  8in{«  -hb)cos{a  —  b). 

te  plus, 

2û-+-2^-f-  ac  =  36o**, 

Btilen  résulte  (13,59), 

8in2r  =  — 8in(2fl-i-2^)  =  —  2  8in(/i-i-^)co8(«  h-  b). 

Par  suite, 

sin2û-H  sin2^-t-sin2c  =  2  8in(a-H^)  [cos(a  — ^)  —  cos(fl -h  ô)]. 

Mais  on  a  à  la  fois  (11, 81) 

sin(fl-+- ^)  =  sinc    et    cos(a  — 6)  — cos(a-H^)=  2sinflsin^  . 

U  vient  donc  finalement 

8in2a  +  sin26  +  sin2c  =  4sina  sin^  sine. 

400.  6*  La  somme  des  carrés  des  sinus  des  arcs  -  >  -  >  -  >  plus  le 

222 

double  produit  de  ces  mêmes  sinus,  est  égale  à  l^unité. 

Les  arcs  a  et  (6  +  c)  étant  supplémentaires,  leurs  moitiés  sont  com- 
plémentaires, et  l'on  a  (53), 

a        .    b-^c        .    b        c  b    .    c 

C03  -  =  sm =  sm  -  cos  -  -+-  cos  -  sm  -  ? 

2  2  2222 

c'est-à-dire,  en  élevant  au  carré  et  en  remplaçant  cos'  -  par  i — sin*  -  ? 

.      .j«       .j^      ^c  .   b   ,   c        b       c  ^b   .  ,c 

i  —  sm'  -  =  sm'  -  cos*  -  -f-  2  sm  -  sm  -  cos  -  cos  — h  cos*  -  sm*  -  • 
2  22  2222  22 

cos'  -  et  cos'  -  par  I  —  sin'  -  et  i  --  sin'  -  ;  nous  aurons, 
2  2'^  2  2'  ' 


1 


,  ^a        .  ^b        .,c            .    b    ,    c  /       b        c         .    b    .   ,  . 
sin'  -  -h  sm*  -  -4-  sm'  -  -+-  a  sm  -  sin  -  |  cos  -  cos an  -  sm  -    =  i. 

2  2  2  2  --f 
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en  effectuant,  en  simplifiant  et  en  renversant  l'ordre  des  deux  membreij 

c  /      b       c        .    b   .  c\ 
1-1  ces-  CCS sin-sm-    = 

2  \         2  2  2  2/ 

Mais  (53) 

b        c         .    b    .    c  b  -\-  c         ,    a 

C08  -  CCS sin  -  sin  -  =  ces =  sm  -  5 

2222  2  2 

et  Ton  trouve  finalement  ^ 

.  ,a        .  ,^        .  -C  .    a    .    b    .    c 

sur  -  -+-  sm  -  -h  sm'  -  -+-  2  sm  -  sm  -  sm  -  =  i . 
2  2  2  222 
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CHAPITRE  IV. 

œNSTRUCTION  ET  USAGE  DES  TABLES  TRIGONOBIÉTRIQUES. 


Notions  et  théorèmes  préliminaires. 

101.  Pour  que  les  rapports  irîgonomélriques  puissent  être 
uliliséSy  il  faut  nécessairement  avoir  à  sa  disposition  une  Table 
dans  laquelle  on  trouve,  en  face  du  nombre  de  degrés  d'un 
angle  ou  d*un  arc,  les  valeurs  des  rapports  trigonométriques 
de  cet  angle  ou  de  cet  arc,  ou  mieux  les  valeurs  des  loga- 
rithmes de  ces  mêmes  rapports. 

Les  angles  ou  les  arcs  considérés  peuvent  atteindre  un 
nombre  quelconque  de  degrés  (h);  mais  il  suffit  que  la  Table 
s'étende  de  o"  à  90". 

En  efiFet,  comme  nous  l'avons  vu  en  traitant  de  la  réduction 
d'un  arc  au  premier  quadrant  (33),  on  peut  toujours  déter- 
miner un  arc  plus  petit  que  90°  et  ayant,  sauf  les  signes,  les 
mêmes  rapports  trigonométriques  que  l'arc  donné,  supposé 
plus  grand  que  90®. 

La  Table  doit  aller  jusqu'à  90";  mais  elle  n'a  besoin  d'être 
calculée  que  jusqu'à  4^",  car  on  a,  en  vertu  des  propriétés  des 
arcs  complémentaires  (8), 

sin  (45° -4-  a)  =i  cos(45°  —  a), 

cos(45°-hr7)  =2  sin  (45**—  a)j 

tang(45*»-+-a)  =  cot(45'*— a). 

En  faisant  varier  dans  ces  formules  a  de  o"  à  45**,  les  résul- 
tats obtenus  de  0°  à  45**  se  trouveront  immédiatement  appli- 
cables de  45**  à  90*». 

Une  fois  qu'on  aura  calculé  les  logarithmes  des  sinus  et  des 
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cosinus  des  angles  ou  des  arcs  compris  dans  la  Table,  la  re- 
lation 

sina 

°  cosa 

permettra  d'écrire 

log  tanga  ==  log  sina  —  log  cosa. 

De  même,  de  la  formule 

cosa 

coia= , 

sina 

on  déduira 

log  cola  =  —  log  tanga. 

On  n'écrit  pas  en  général,  dans  la  Table,  les  logarithmes 
des  sécantes  et  des  cosécanies.  On  a  d'ailleurs 

séca  — ou    log  séca  ~  —  log  cosa 

cosa  ^  ° 


et 


coséca  =  -: —    ou    log  coséc  a  =  —  log  sïna. 
sma.  °  ° 


102.  Nous  allons  montrer,  non  pas  comment  on  calculerait 
aujourd'hui  en  réalité  une  Table  renfermant  les  logarithme 
des  rapports  trigonométriques,  mais  commenton  a  calculé  celle 
Table  dans  le  principe  à  l'aide  d'une  méthode  élémenuire. 

L'exposition  de  cette  méthode  repose  sur  quelques  propo* 
sillons  préliminaires,  d'ailleurs  indispensables  a  connaîu^ 
Nous  allons  les  établir. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  supposons  expressément  que  les  arcs 
considérés  font  partie  du  cercle  trigonométrique  et  qu'ils  sont 
compris  entre  o»  et  90®. 

103.  I.  Un  arc,  plus  petit  que  go*»,  est  toujours  compris 
entre  son  sinus  et  sa  tangente. 

Soit  l'arc  AM  =  a  [fig.  23  ),  dont  le  sinus  est  représenté  par 
la  perpendiculaire  MP  (8).  Si  l'on  prolonge  cette  perpendicu- 
laire jusqu'en  M',  l'arc  MM'  est  égal  à  a  a.  Si  l'on  mène,  en  M 
et  en  M',  les  tangentes  au  cercle  trigonométrique,  ces  tan- 
gentes se  croiseront  au  point  S,  et  Ton  aura 

MS  =  M'S=:langa. 
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On  peut  alors  écrire  immédiatement  [Géom,,  224,  225] 
MM'<arcMAM'<MS-+-M'S 

FIg.  23. 


éu,  en  divisant  par  2  tous  les  termes  considérés, 
sina<;a<<tangdt. 


TT 


104.  II.  Quand  un  arc  décrott  de  -  A  o,  le  rapport  de  cet 

grcàson  sinus  va  constamment  en  décroissant  et  a  pour  limite 
Vunité  quand  l'arc  devient  nul. 

Comparons  Tare  (a  4-  6)  à  Tare  a.  11  s'agit  d'abord  de  vérifier 
fînégalité 


sinflf   ""sin(a-f-6) 

c'est-à-dire  en  chassant  les  dénominateurs  positifs  et  en  trans- 
posant (t.  I,  Jlg.  élém.y  215), 

asinfa  H-  6)  —  (a  -f-  6)  sina-<o. 

En  remplaçant  sin  (a  +  b)  par  sa  valeur  (53),  cette  dernière 
inégalité  revient  à 


asînacos6-h  acosasinfc  —  asina—  ésina<o 


ou  a 


asina(cos6  —  i)  4-acosasin6  --  6sina<;o. 

Orcosft  étant  moindre  que  i,  le  premier  terme  du  premier 
membre  est  nécessairement  négatif,  et  il  suffit  de  prouver 
qu'on  a  toujours 

acosasin6  —  6sina<ro, 
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ou,  en  divisant  par  le  facteur  positif  cosa, 
a  sin  b  —  b  tang/x  <;  o  ; 
ce  qui  est  évident,  puisqu'on  a  à  la  fois 

a<Ctanga    et    sin6<é. 

Reprenons  maintenant  la  relation  qui  exprime  le  théorèmel 

(103)  : 

sina<l^<  tanga. 

En  remplaçant  tang a  par et  en  divisant  tout  par  sîd^ 

il  vient 


sinn       cosa 

Or,  si  a  tend  vers  o,  cosa  tend  vers  i  en  restant  inférieur  à  i. 

Le  rapport  —. —  est  donc  toujours  compris  entre  l'unité  elui 

rapport  supérieure  i,  mais  tendant  indéfiniment  vers  i  lorsqoj 
a  diminue,  et  atteignant  celte  valeur  pour  a=  o.  On  adoo^ 
rigoureusement  à  la  limite 

lim-; —  (pour  a=i^=  o)  =  1; 

il  en  résulte  évidemment 

«.     sina ,  . 

lim (pour  a  =  oJ  =1. 

Comme  on  peut  écrire 

tanga sina     a 

a     ~     a     cosa 

et  que  la  limite  d'un  produit  est  égale  au  produit  des  limites 
des  facteurs  (Géom,,  217),  on  a  de  même 

,.     tanga ,  .  1 

lim — ^-  [pour  a=:o)  =  I, 
a 

lim (pour  a  =  o)  =  I. 

tanga  ^'^  ' 

105.  III.  La  différence  entre  un  arc  et  son  sinus  est  moindre 
que  le  quart  du  cube  de  l'arc. 
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Le  théorème  I  (103)  donne 


sm- 
a  ^  I  a  2 

-<     tang-  =  — ^ 

cos- 


Mulliplions  les  deux  membres  de  rinégalité  par  la  quantité 


positive  acos^-.  Nous  aurons 


a  cos^  -  <    2  sin  -  cos  -  =  sina  • 

2  \  2  2  / 

En  substituant  alors  i  —  sin^  -  à  la  place  de  cos^  -  et  en  efifec- 
tuant,  il  vient 

a  —  asin2-<;  sina. 

2 

Mais  rinégalité  subsistera  a  fortiori  dans  le  même  sens>  si  l'on 
remplace  sîn-  par  la  quantité  plus  grande  -•  On  a  ainsi 

a 7-  <  sm« 

4 

ou,  en  transposant, 

a—  sma<C  -r* 
4 

Ce  théorème,  combiné  avec  le  théorème  1  (103),  donne 
pour  sina  deux  limites,  Tune  supérieure,  l'autre  inférieure. 
On  déduit,  en  effet,  de  ce  qui  précède, 

.      ^  «^ 

a^sma^a —  -y-' 

4 

106.  IV,  Le  cosinus  d'un  arc  est  compris  entre  l'excès  de 
l'unité  sur  la  moitié  du  carré  de  l'arc  et  cet  excès  augmenté 
du  seizième  de  la  quatrième  puissance  de  Varc. 

On  a  la  formule  (59), 

cosa  =  1  —  2sin'  -• 

2 

Si  Ton  y  remplace  sin  -  par  sa  limite  supérieure  -  (105),  il 

2  2 


54  2  TRlGOIfOMÉTRIE. 

vient  évidemment 

cosûr>i  — 2(-j       ou    cosa>i 

Si  l'on  remplace,  dans  la  même  formule,  sin  -  par  sa  limit 
inférieure  (105) 

(-V 

a       \2/                a       a^ 
-j—     ou ^» 

il  vient  évidemment 

C0S«<f-2^--3-j     • 

ou,  en  effectuant, 

cosa<Ci ^-h  —  -E — 

.        2  16        5l2 

Cette  dernière  inégalité  subsiste  a /or^iori  si  l'on  négligel 
dernier  terme  du  second  membre,  qui  est  négatif.  En  réunis 
sant  les  résultats  obtenus,  l'on  peut  donc  écrire 

I <cosa<i ^-  -^• 

2  2        16 

107.  Gommé  nous  le  verrons  plus  tard  [Algèbre  supéneun 
t.  III],  on  peut  indiquer,  pour  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  ai 
compris  entre  0°  et  90",  des  limites  plus  resserrées  que  W 
précédentes  (105,106);  mais  celles-ci  suffisent  pour  l'objc 
que  nous  avons  en  vue. 

Calcul  du  sinns  et  dn  cosinos  de  l'arc  de  10  secondes. 

108.  Nous  avons  trouvé  (105) 

rt>  sina>«  — ,  • 
4 

La  demi-circonférence  tt  renferme  648000".  On  a  donc 

arcio"n=  -— ^ —  =::  G , ooooi 848 1 3 68 1  lO  .  . .. 
64000 

Celte  valeur  représente  une  limite  supérieure  de  sinio*. 
On  peut  écrire  d'ailleurs 

arc  10"  <;o,oooo5 
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et,  par  suite, 

■^ 7 <  O  yOOOOO  ooooo  ooo3 1  .  .  .  . 


I    11  en  résulie 

^      (arcio")' 

4      ^ 

0 ,00000  ooooo  ooo3 1  , 


arcio^-i~^-^i-!->o,oooo4848i368Tio 


c'esl-à-dire 

arc  lo"  — -j >  o,oooo4  84818 68079  ...» 

Mais  le  premier  membre  de  celle  dernière  inégaliié  repré- 
sente une  limite  inférieure  de  sinio'';  sinio"  tombe  donc 
entre  deuic  expressions  qui  ne  diffèrent  qu'à  partir  de  la  trei- 
zième décimale,  et  l'on  peut  poser  évidemment,  à  moins  d'une 
iiemi-unité  du  treizième  ordre  décimal, 

si  n  I  o*'  =  o ,  00004  84^  1 3  68 1 . 

109.  Nous  avons  trouvé  (107) 

I  «2  «2       Qk 

cosa>i et     cos«<;i 1 — n' 

2  2        16 

iS  a  désigne  Tare  de  lo",  c'est-à-dire  si  Ton  suppose  a  infé- 
|rieur  ào,oooo5,  on  a 

16^16.1020     ^"      16"^  162.10*8* 
Inégalité  qu'on  peut  encore  écrire  a  fortiori 

16       a. 10'* 

Par  conséquent,  les  deux  limites  de  cosa  diffèrent  de  moins 
d'une  demi-unité  du  dix-huitième  ordre  décimai  :  il  suffit  donc 
de  calculer  la  première  de  ces  deux  limites.  Si  l'on  s'arrête  à 
la  treizième  décimale,  on  obtient 

cos  1  o"  irz  o  ,99999  99988  248. 
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Formules  de  Th«  Simpson- 

110.  Il  est  facile  maintenant  de  calculer,  de  lo''  en  lo'',  les 
sinus  et  les  cosinus  de  tous  les  arcs  compris  entre  o®et4âs 
Prenons  les  formules 

sin(a-f-é)  -i- sin(a  —  6)  —  2  s]nizcos6y 

cos(a-t-é)  -T-cos(a  —  b]  =-.  2Cosacos6. 

Posons 

a—-mb; 

il  viendra,  en  isolant  sin  ( m  h-  i ) 6  et  cos (m  -^i)b, 

sin(m-t- 1)6  —  2  sinm6.cos6  —  sin(m  —  1)6,  i 

cos  (m  4-  i)bz=z  2cosm6.cos6~  cos(/n  —  1)6.  ! 

Telles  sont  les  formules  de  Thomas  Simpson. 

Pour  résoudre  le  problème  indiqué,  on  n'a  qu'à  faire  dans 
ces  formules  6  =  io"  et  à  donner  successivement  à  mlouieî 
les  valeurs  entières  depuis  i  jusqu'à  16200,  nombre  defoisqoe 
l'arc  de  45**  contient  l'arc  de  10".  Si  l'on  fait  m  =  1,  2,  3,  ...,IÉ 
vient 

sin  20"  =  2  sin  i  o''  cos  1  o", 

cos  20"  =  2  cos^  f  o"  —  I , 

sin3o"=  2  sin  20"  cos  10"  —  sin  10'', 

cos3o"  =  2  cos  20'' cos  lo"  —  cos  10'', 


Ces  calculs,  qui  se  poursuivent  ainsi  de  proche  en  proche, 
sont  très  simples,  mais  très  laborieux.  On  peut  les  abrégera 
l'aide  de  la  remarque  suivante. 

Le  multiplicateur  constant  2  cos  10'',  qui  entre  dans  toutes 
les  égalités  qu'on  doit  traiter,  est  très  peu  différent  de  a  et 
contient  beaucoup  de  chiffres  significatifs.  Si  l'on  représente' 
par  k  la  différence  2  — 2COS10'',  Ar  comprend,  au  contraire, 
très  peu  de  chiffres  significatifs.  On  a,  en  effet  (109), 

A-  =  2  —  2  COS  io"=  2  —  1 ,99999  99976496 
ou 

k  ==  0,00000  00023  5o4. 
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k  étant  calculé,  on  peut  remplacer,  dans  les  formules  de 
Simpson,  acosio''  par  2  — -  /r,  et  les  écrire  comme  il  suit,  en 
mettant  en  évidence  les  différences  des  sinus  ou  des  cosinus 
successifs  : 

[sin(m  -H  1)6  —  sinm6]  =  [sinm6  —  sin(m  —  1)6]  —  ksïnmb, 
[cos(/n  H-  i)  6  —  cosmi]  =  [cosmft  —  cos(/n  —  1)6]—  kcosmb. 

Si  Ton  a  soin  de  dresser  préalablement  le  Tableau  des  neuf 
premiers  multiples  du  nombre  auxiliaire  A*,  on  voit  que  les 
formules  ainsi  préparées  réduiront  l'ensemble  des  calculs  à  de 
simples  additions  et  soustractions. 

111.  Quand  on  est  parvenu  au  sinus  et  au  cosinus  de  Tare 
de  3o*»  à  Taide  des  formules  de  Th. Simpson,  on  peut  se  servir 
de  formules  moins  compliquées  pour  continuer  les  calculs 
depuis  l'arc  de  3o"  jusqu'à  celui  de  45". 

On  a,  en  effet  (81), 

sin(3o*»-!-a7)  -i-  sin(3o**—  x)  =  2sin3o'*cos:r  =  cosjt, 
cos(3o**—^)  —  cos(3o**-;-a7)  =z:2sin3o**  sina:=z  sin^, 

en  se  rappelant  que  sin3o«  =  -•  Il  vient  donc 

sin(3o**-4-:r)  =:  cosor  —  sin(3o<»--a7), 
cos(3o»4-^)  =  cos(3o°  — ^)  —  sina?. 

En  faisant  varier  x  de  10^  en  10'',  de  o»  à  iS®,  les  formules 
qu'on  vient  d'écrire  donneront  de  même  les  sinus  et  les  co- 
sinus des  arcs  compris  entre  3o^  et  ^5"*,  par  de  simples  sous- 
tractions. 

112.  Les  développements  qui  précèdent  montrent  comment 
on  a  pu  effectivement  construire  une  Table  des  sinus  et  des 
cosinus  de  tous  les  arcs  variant  de  10"  en  lo'^  depuis  o*>  jusqu'à 
^5"^,  et  en  déduire  les  logarithmes  de  ces  rapports  trigonomé- 
triques.  Mais,  dans  de  pareils  calculs,  on  doit  craindre  Taccu- 
mulation  prolongée  des  erreurs.  La  question  a  été  étudiée 
d'abord  par  A.-J. -H.  Vincent.  M.  J.-A.  Serret  a  prouvé  depuis 
qu'en  partant  desvaleursde  sinio'' et  cos  10" calculées, comme 
nous  l'avons  fait,  à  une  demi-unité  près  du  treizième  ordre 
décimal,  il  suffisait  de  conserver  dix-sept  décimales  dans  les 
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valeurs  de  tous  les  autres  sinus  et  cosinus  pour  être  assuré  de 
pouvoir  compter  sur  huit  décimales  exactes  dans  tous  les  ré- 
sultats obtenus,  jusqu'à  l'achèvement  de  la  Table. 

Sans  insister  sur  ce  point,  nous  nous  contenterons  de  re- 
marquer qu'on  a  un  moyen  bien  simple  de  soumettre  les  cal- 
culs effectués  aux  vérifications  nécessaires. 

On  peut,  en  effet,  déterminer  par  de  simples  extractions  de 
racines  carrées  et,  par  conséquent,  avec  une  approximation 
quelconque,  les  rapports  trigonométriques  d'autant  d'arcs 
qu'on  veut,  compris  entre  o®  et  90®. 

En  comparant  les  résultats  ainsi  trouvés  directement,  et  qui 
constituent  ce  qu'on  peut  appeler  des  points  de  repère,  avec 
ceux  qui  résultent  de  l'emploi  des  formules  générales,  on  est 
à  même  de  vérifier  à  chaque  instant  les  nombres  inscrits  dans 
la  Table  et  leur  degré  d'approximation. 

Avant  de  décrire  les  Tables  trigonométriques  et  d'en  indi- 
quer le  maniement,  nous  allons  nous  arrêter  sur  la  détermi- 
nation de  ces  points  de  repère,  en  nombre  aussi  grand  qu'on 
le  jugera  utile. 

Points  de  repère. 

113.  Nous  avons  donné  en  Géométrie  l'inscription  des  po- 
lygones réguliers  de  4 >  3,  5  et  1 5  côtés,  et  nous  avons  vu  com- 
ment on  en  déduisait  les  séries  de  polygones  réguliers  dont 
les  nombres  de  côtés  sont  représentés  par  les  formules 
2», 3 X  2«,  5  X  ^",  3  x5  X  2",  n  étant  un  entier  positif  quel- 
conque [Géom.,  2o4,  2o5,  206,  208).  Or  le  sinus  d'un  arc, 
dans  le  cercle  trigonométrique,  est  la  moitié  de  la  corde  qui 
sous-tend  l'arc  double;  si  cette  corde  est  le  côté  connu  d'un 
certain  polygone  régulier,  on  a  donc  immédiatement  le  sinus 
et,  par  suite,  le  cosinus  de  l'arc  moitié  de  celui  qui  corres- 
pond à  ce  côté.  Les  formules  relatives  à  la  blssection  des  arcs 
et  à  leur  multiplication  permettent  de  tirer  de  ces  premiers 
résultats  une  série  indéfinie  d'autres  points  de  repère. 


IH.  Carré  inscrit.  —  Partons  du  carré  inscrit  dont  le  côté, 
égal  à  v/â,  répond  à  l'arc  -^  ou  -•  On  a  d'abord  (113) 
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Les  formules  17  et  18  du  n^  66, 


.    a       ^  /i  — cosa  a       ^     \  -hcosa 

sin  -  =  1/  — 5  cos  -  =  V/ > 

2       V         2  2       V         2 

lermeUent  ensuite  d'écrire 


.     TT  V2  ~  i/2  TT         Va  -4-\/2 

02  02 


.      TT  V  2  —  V2  4-  \/2  TT  V  2  -h  V^2  +  i/a 

sin --T  =  ^^^ ^,     COS  -^  =  -^^^ ^^ ^, 

ib  2  iD  2 


I  Od  peut  donc  calculer  directement,  par  de  simples  extrac- 
ions  de  racines  carrées,  les  sinus  et  cosinus  de  tous  les  arcs 

rompris  dans  la  formule  -^  et,  en  employant  ensuite  les  for- 
mules relatives  à  la  multiplication  des  arcs  (59  et  suiv.)>  les 
^Dus  et  cosinus  de  tous  les  arcs  compris  dans  la  formule  plus 

||énérale— ^9  oii  m  est  aussi  un  entier  positif  quelconque. 

115,  Triangle  équilatéral  inscrit,  —  Partons  du  triangle 

—  27r 

pquilatéral  inscrit,  dont  le  côté,  égal  à  v/3,  répond  à  Tare  -^• 

Dn  a  d'abord 

sin^=:^    et     cos|=y/|^sin>J  =  iî 

^uis,  par  les  formules  de  bissection, 

[       •    ^       '  ^^o^       v/3 

l     sm2  =  -î  cosg  =  — > 

162  02 

.      TT  y/a  —  s/i  TT  \/2  +  v/3 

sin— =  -^ 9  cos  —  = ^? 

12  2  12  2 


sin  -T  =  ^ ^  j     cos  -7  =  ^ ' ^^j 

24  2  24  2 


On  peut  calculer  ainsi ,  par  de  simples  extractions  de  ra- 

35. 
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cines  carrées,  les  sinus  et  cosinus  des  arcs  compris  dans  la 


formule 


3.2« 


116.  Décagone  régulier  inscrit.  —  Parions  du  décagone  ré- 
gulier  inscrit  convexe,  dont  le  côté,  égal  à —'>  répond 

à  Tare  —  ou  p«  On  a  d*abord 
lo        5 


sin 


TT  —  I-f-\/5  TT  ^    /  .     ^    TT  VIO -4-2^ 

—  = 7—^'    cos —  =  1/  I— sin^  —  =  ~ , — —' 

lo  4  lo        y  10  4 


On  peut  ensuite,  en  partant  de  ces  deux  valeurs,  calculer, 
par  desimpies  extractions  de  racines  carrées,  les  sinus  et  co- 
sinus de  tous  les  arcs  compris  dans  la  formule -p 

117.  Pentédécagone  régulier  inscrit.  —  Partons  du  penlé- 
décagone  régulier  inscrit  convexe,  dont  le  côté,  égal  à 

j  (v/io  +  2  v'S  -4-  v^  —  v^Ts), 

27r 


répond  à  Tare  -=■  •  On  a  d'abord 


sin-^  =  |(v^io-i-2v/5-f- v^  — V^iS). 


On  pourrait  calculer  cos  —=  par  la  formule 


cos^=y/.-s.n»^; 


mais  il  est  plus  simple  de  se  rappeler  (Géom.,  208]  que 

i5       6       lo 
Il  en  résulte 

TT  TT  TT  .     TT     .      TT 

COS  -=  =  cos  ^  cos h  sm  jr  sm  —  î 

10  o         10  6        lo 


i 
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c*esl-à-dire,  d'après  les  résultais  précédenis, 

cos^  =  g  (VSo  +  6  v^ -h  v/5  — i). 

En  partant  des  valeurs  de  sin-p  et  cos-^i  on  peut  calculer, 
par  de  simples  extractions  de  racines  carrées,  les  sinus  et  co- 
sinus de  tous  les  arcs  compris  dans  la  formulera — ^— • 


118.  Pour  terminer,  nous  allons  calculer  les  sinus  et  co- 
sinus de  tous  les  arcs  multiples  de  g^  ou  de  — 9  compris  entre 
o*>  et  90*». 

Nous  avons  déjà  trouvé  (114,  116) 

sin45*'  =:  COS45''  =  -  \J\ 
sini8o=i(_i-f-^),    cosi8o=:lv^io-H2v^5. 

Nous  savons,  de  plus,  qu'on  a  (8) 

si  n  72°  =  cos  1 8«,    cos  7  2*»  =z  sin  1 8*>, 
sin36*»  et  cos36«»  seront  donnés  par  les  formules  (Sg) 


C0s36«»=:2C0S^l8°—  1  = 


i  +  v/5 


4     ' 

sin  36°  =  v^i  — cosî»36"  =  j  \/io  — 2v^5  ; 

et  Ton  a,  en  outre, 

sin  54«  m  cos  36o,     cos  540  ==  sin  36». 

Les  formules  du  n«  68  et  la  remarque  du  n«  69  permettent, 
d'ailleurs,  d'écrire 

sing»  =  cos8i«  :==  -  v^i  -f  sin  18°  —  1  i/i  —  sin  18» 
2  2  ^ 

cosg^»  =  sin8i«=iv^ï  -+- sini8«-t- ii/i  —  sini8» 
2  2  ' 
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sin 27*»  =  cos63«  =  - \/i  H-sin54°  —  -  v^i--sin54» 

COS27»  =  sin63«  =  i  \/ï  H-  sin54<»  -h  -  v^i  — sin54« 

En  résumé,  on  obtiendra  donc  le  Tableau  suivant  : 
sîDo»  =  00590"=:  o, 

sing»  =  cos8i«  =  i  ^/S-Hy/S  -  ^  >/5  -  v^5, 

sin i8»=  cos72»=  ~'      ^  ? 

4 

sin  27»  =  cos63»  =  1  y/5  +  ^  -  ^  yjz-^, 

sin 36»  =  cosSi-rr:  \Jo--^\/5 
4 

sin45<'  =  COS45*  =  —  y 

Sin  54*  =  cosSo*  =  — y-^—  > 

sin63«>  =  cos27«  =  i  ^5  +  ^g  -f-  j  y/s^y/S, 


sin  720  =  cos  180  =  V^^Q+^V^^ , 
4 

sin8io  =  cos9<»  =  J\/3-f->/5  + j\/5-V5, 

sin9o*>=coso®  =  i. 
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Disposition  des  Tables  trigonométricnies. 

119.  Parmi  les  meilleures  Tables  trigonométriques,  on  peut 
ieiter  celles  de  Schrôn  (édition  française),  très  bien  conçues 
lettres  bien  exécutées.  Nous  allons  en  indiquer  la  disposition 
jeiTusage,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment  (t.  I,  Jlg. 
élém.,  363  et  suiv.)  pour  la  Table  des  logarithmes  des  nom- 
i)res,  qu'elles  complètent. 

120.  Les  Tables,  que  nous  allons  décrire,  vont  de  la  page 
3o4  à  la  page  475  du  Recueil  de  Schrôn.  Elles  donnent,  de  dix 
$ecoQdes  en  dix  secondes  et  avec  sept  décimales,  les  loga- 
rithmes des  sinus,  cosinus,  tangentes  et  cotangentes  des  arcs 
leompris  entre  ©<>  et  go*. 

D'après  les  propriétés  des  arcs  complémentaires  (8),  leslo- 
Iprithmes  des  sinus,  cosinus,  tangentes  et  cotangentes  des 
brcs  qui  vont  de  o<»à  45**,  sont  en  même  temps  les  logarithmes 
■es  cosinus,  sinus,  cotangentes  et  tangentes  des  arcs  qui  vont 
ide  90®  à  45*.  Aux  titres  sinus,  cosinus,  tangentes  et  cotan^ 
fentes, p\2icés  en  haut  des  différentes  colonnes,  correspondent 
idonc  les  titres  cosinus,  sinus,  cotangentes  et  tangentes,  placés 
en  bas  de  ces  mêmes  colonnes. 

De  o<>  à  44%  Je  nombre  de  degrés  de  l'arc  est  indiqué  en 
àaut  des  pages,  hors  du  cadre;  de  45°  à  89%  il  est  indiqué  en 
hs  des  pages,  hors  du  cadre. 

De  0''  à  44"^'  l^s  minutes  de  l'arc  sont  marquées,  pour  chaque 
page,  dans  la  première  colonne  à  gauche  et,  d'une  minute  à 
fautre,  les  dizaines  de  secondes  de  Tare  sont  marquées  dans 
h  colonne  contigûe.  On  suit  alors  ces  colonnes  en  descendant. 
De  45®  à  89®,  les  minutes  de  l'arc  sont  marquées,  pour  chaque 
page,  dans  la  dernière  colonne  à  droite  et,  d'une  minute  à 
l'autre,  les  dizaines  de  secondes  de  l'arc  sont  marquées  dans 
h  colonne  précédente.  On  suit  alors  ces  colonnes  en  remon- 
tant. 

Six  pages  répondent  à  l'intervalle  de  i'»,  avec  répétition  du 
dernier  nombre  de  minutes  ou  de  la  dernière  ligne,  d'une 
page  à  l'autre. 

Si  l'on  s'arrête  à  un  logarithme  quelconque,  il  convient  à  la 
fois,  sous  l'appellation  convenable,  aux  deux  arcs  com/^/éme/i- 
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taires  qui  aboutissent  à  la  ligne  correspondante.  La  somme 
de  leurs  degrés,  lus  en  haut  et  en  bas  de  la  page  considérée, 
est  égale  à  89®;  et  la  somme  de  leurs  minutes  et  secondes, 
comptées  à  gauche  en  descendant  et  à  droite  en  remontant,  est 
égale  au  degré  qui  manque.  Cest  ainsi  qu'on  trouve,  par 
exemple,  comme  cela  doit  être, 

Iogsini6'>53'3o"=logcos73«6'3o". 

Nous  devons  immédiatement  faire  une  remarque  très  im- 
portante. Les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs  compris  entre  o"*  et 
900  sont  plus  petits  que  i;  il  en  est  de  même  des  tangentes 
des  arcs  compris  entre  o»  et  4^®  et  des  cotangenies  des  arcs 
compris  entre  45"  et  90°  :  les  logarithmes  de  ces  différents  rap- 
ports auront  dès  lors  des  caractéristiques  négatives  (t.  I,  Jlg. 
élém.,  361).  En  se  plaçant  au  point  de  vue  typographique,  on 
a  voulu  éviter  dans  les  Tables  ces  caractéristiques  négatives; 
et,  pour  y  arriver,  on  a  augmenté  de  10  les  logarithmes  cor- 
respondants. Il  faut  donc,  si  Ton  veut  se  conformer  au  mode 
de  calcul  recommandé  précédemment  (t.  1,  Jlg.  élém.,  371), 
retrancher  10  aux  caractéristiques  de  ces  mêmes  logarithmes. 
On  a  ainsi,  par  exemple, 

logsino»47'3o"  =  iogcos89®i2'3o^=  2, 1404059. 

A  partir  de  3<»  jusqu'à  la  fin  de  la  Table,  c'est-à-dire  entre  3* 
et  87®,  après  la  colonne  marquée  sinus,  vient  une  colonne 
marquée  différences;  de  même,  après  la  colonne  marquée  co- 
sinus. Ces  différences  sont  celles  qui  existent  entre  deux  loga- 
rithmes consécutifs  de  la  Table,  sinus  ou  cosinus;  elles  sont 
exprimées  en  unités  du  septième  ordre  décimal  et  écrites 
entre  les  logarithmes  qu'il  faut  retrancher  l'un  de  l'autre  pour 
les  obtenir.  Entre  la  colonne  des  tangentes  et  celle  des  cotan- 
gentes,  est  une  colonne  intitulée  différences  communes  :  ces 
différences  sont  celles  qui  existent  entre  deux  logarithmes 
consécutifs  de  la  Table,  tangentes  ou  cotangentes.  Et  elles  sont 
communes,  sauf  le  signe,  aux  logarithmes  de  ces  rapports, 
parce  que  le  produit  de  la  tangente  d'un  arc  par  sa  cotangenie 
est  égal  à  1. 11  en  résulte  qu'on  a,  pour  deux  arcs  quelconques 
a  et  6, 

langa  cota  =  tangi  coté, , 
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d'où 

tanga  _  col6 

lang6  ""  cota 
et 

log  langa  —  log  langé  =  log  col6  —  log  cola. 

Les  différences  dont  nous  venons  de  parler  sont  appelées, 
d'une  manière  générale,  différences  tabulaires.  Elles  sont  re- 
produites dans  la  portion  à  droite  de  chaque  page,  qui  est 
intitulée  P.P.  (parties  proportionnelles],  et  qui  est  séparée 
par  un  double  trait  de  Tensemble  des  colonnes  dont  nous  nous 
sommes  occupé  jusqu'ici.  Au-dessous  de  chacune  des  diffé- 
rences ainsi  répétées,  on  a  inscrit  leurs  produits  par  jj^^  ^s, 
T^,  . . .,  jusqu'à  ^;  ce  qui  constitue  autant  de  petites  TaWes 
distinctes  (dites  de  parties  proportionnelles)  qu'il  y  a  de  dif- 
férences. Ces  petites  Tables,  comme  nous  le  verrons,  per- 
mettent les  mêmes  simpliflcatlons  que  leurs  analogues  dans 
la  Table  des  logarithmes  des  nombres  (t.  I,  Jlg.  élém.,  363 
et  suiv.). 

Les  différences  dont  on  doit  former  les  parties  proportion- 
nelles étant  irop  nombreuses  au  début,  on  a  été  obligé  de  repor- 
ter un  grand  nombre  des  petites  Tables  correspondantes  dans  les 
espaces  vides  offerts  par  les  pages  qui  précèdent  la  page  222.  En 
effet,  de  o'»  à  S''  et,  par  conséquent,  de  90»  à  87»,  les  différences 
relatives  aux  sinus,  tangentes  et  cotangentes,  varient  trop 
rapidement  pour  que  leur  emploi  puisse  conduire  à  une  ap- 
proximation sufOsante,  et  on  a  dû  les  supprimer.  On  a  eu  soin 
d'ailleurs  d'indiquer,  après  le  titre  P.  P.,  les  pages  auxquelles 
se  rapportent  réellement  les  petites  Tables  ainsi  données  en 
avance,  de  la  page  204  à  la  page,222,  où  commencent  les  co- 
lonnes des  différences. 

Nous  terminerons  ces  explications  en  rappelant  (t.  I,  /élg. 
élém. y  363),  qu'un  trait  marqué  au-dessous  du  dernier  chiffre 
décimal  d'un  logarithme  indique  que  ce  logarithme  a  été  ob- 
tenu par  excès,  à  moins  d'une  demi-unité  du  dernier  ordre 
conservé,  c'est-à-dire  qu'on  a  forcé  ce  logarithme  (t.  I, 
Arithm.,  257). 

121.  Nous  croyons  devoir  mentionner  ici  les  grandes  Tables  de  Cal- 
ht  (1795),  revues  par  Saigey  (1861),  et  qui  sont  les  plus  complètes 
qu'on  ait  publiées. 

Au  point  de  vue  trigonométrique,  le  Recueil  de  Callet  renferme)  avant 
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la  Table  principale  où  les  arcs  varient  de  dix  secondes  en  dix  secondes, 
une  Table  des  logarithmes  des  sinus  et  tangentes,  donnés  de  seconde 
en  seconde  pour  les  cinq  premiers  degrés.  Mais  la  Table  principale  ne 
contient  pas  les  petites  Tables  de  parties  proportionnelles  ajoutées  par 
Schron,  aussi  bien  dans  la  Table  des  logarithmes  des  nombres,  que  dans 
celle  des  logarithmes  des  rapports  trigonométriques. 

122.  Remarquons  avec  soin  que,  dans  la  pratique  couranie 
et  quand  on  n'a  pas  à  rechercher  une  précision  scientifique, 
qu'il  serait  souvent  illusoire  de  vouloir  atteindre,  on  peut  et 
l'on  doit  se  contenter  d'une  moindre  approximation  que  celle 
fournie  par  les  Tables  à  sept  décimales.  On  a  alors  intérêt  à 
se  servir  de  Tables  plus  simples,  ne  donnant  les  logarithmes 
des  nombres  ou  des  rapports  trigonométriques  qu'avec  quatre 
ou  cinq  décimales. 

Les  meilleures  que  nous  connaissions  aujourd'hui  sont  les 
Tables  de  Lalande,  à  cinq  décimales,  refondues  par  M.  Houel» 
qui  en  a  beaucoup  augmenté  la  valeur  par  les  additions  et  les 
changements  qu'il  y  a  introduits. 

Dans  ce  Recueil,  la  Table  des  logarithmes  des  nombres  est 
à  simple  entrée,  comme  celle  des  logarithmes  des  rapports 
trigonométriques,  c'est-à-dire  qu'on  trouve  immédiatement, 
et  sans  aucune  préparation  spéciale,  le  logarithme  cherché 
écrit  en  face  même  du  nombre  ou  de  i'arc  proposé. 

Dans  la  Table  trlgonométrique,  où  les  arcs  varient  seule- 
ment de  minute  en  minute,  de  sorte  que  la  colonne  des  se- 
condes est  supprimée,  M.  Hoûel  a  intercalé  utilement  les  sé- 
cantes et  les  cosécantes. 

123.  Les  Tables  trigonométriques  servent  à  résoudre  les 
deux  questions  suivantes  : 

1^  Étant  donné  un  angle  ou  un  arc,  trouver  les  logarithmes 
de  ses  rapports  trigonométriques; 

2?  Étant  donné  le  logarithme  d*un  rapport  trlgonométrique, 
trouver  Vangle  ou  l'arc  plus  petit  que  90"  auquel  il  appar- 
tient. 

Nous  allons  montrer  comment  il  faut  opérer  pour  résoudre 
ces  deux  problèmes,  en  admettant  que  le  lecteur  a  entre  les 
mains  les  Tables  de  Schron;  mais  les  détails  dans  lesquels 
nous  allons  entrer  s'appliquent  d'une  manière  analogue,  quelles 
que  soient  les  Tables  qu'on  emploie. 
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Usage  des  Tables  trigonométriques,  lorsque  l'arc  doimé  ou  cherché 
est  compris  entre  3»  et  87o. 

124.  PREMifcRB  QUESTION.  —  Un  angle  ou  un  arc  quelconque 
étant  donné  (dans  les  limites  indiquées],  trouver  les  loga-- 
rit  limes  de  ses  rapports  t  ri gonomé  triques. 

Nous  admelirons,  comnne  pour  les  nombres  (l.  I,  Alg. 
élém,,  364),  qu^ily  a  proportionnalité  entre  les  petits  accrois-- 
sements  donnés  à  un  arc  et  les  accroissements  correspondants 
des  logarithmes  de  ses  rapports  trigonométriques ,  le  mol  ac- 
croissement signifiant  toujours  en  Mathématiques  une  varia- 
lion  positive  ou  négative. 

Ce  principe  ou  cette  règle  des  parties  proportionnelles  n'est 
pas  rigoureusement  exacte;  mais,  dans  les  limites  de  Tap- 
proximalion  adoptée,  c'est-à-dire  en  s'arrêlani  au  septième 
chiffre  décimal,  on  peut  la  vérifier  à  la  simple  inspection  des 
Tables,  en  remarquant  la  valeur  constante  conservée  par  la 
différence  tabulaire  correspondante  (120),  lorsqu'on  consi- 
dère des  séries  d'arcs  consécutifs  plus  ou  moins  prolongées, 
surtout  au  delà  de  5^. 

Cela  posé,  il  y  a  une  distinction  à  faire  lorsqu'on  demande, 
soit  le  logarithme  d'un  sinus  ou  d'une  tangente,  soit  celui 
d'un  cosinus  ou  d'une  cotangente.  En  effet,  lorsque  l'arc  aug- 
mente, les  deux  premiers  rapports  augmentent  tandis  que  les 
deux  autres  diminuent,  et  inversement. 

Soit  demandé,  en  premier  lieu,  le  logarithme  du  sinus  de 
rare  de  39»27'43",6. 

Les  Tables  de  Schrôn  donnent  immédiatement,  en  corri- 
geant la  caractéristique  du  logarithme  (120),  et  en  prenant 
l'arc  de  la  Table  qui  est  le  plus  approché  par  défaut  de  l'arc 

proposé, 

logsin39**?.7'4o"  — î,8o3i527. 

La  différence  entre  les  logsin  de  deux  arcs  consécutifs  de 
la  Table,  c'est-à-dire  de  deux  arcs  qui  diffèrent  de  dix  secondes, 
ou  la  différence  tabulaire  pour  les  sinus,  est,  à  l'endroit  où 
nous  opérons,  de  256  unités  du  septième  ordre  décimal.  Si 
nous  désignons  par  à  l'accroissement  positif  à  faire  subir  au 
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'  log  sin  pour  un  accroissement /^o^iVr/  de  i*arc  égal  à  y,&i  U 
proporiionnaliié  admise  nous  permet  de  poser 


ô         3",  6 

d'où 

d.--256^'^ 

3.56        lo" 

lO 

Le  calcul  peui  s'achever  très  simplement,  en  ayant  recours 
à  la  Table  des  parties  proporiionnelles  qui  répond  à  la  diffé- 
rence tabulaire  256.  Celte  Table  montre  immédiatement  que, 
pour  3  secondes,  l'accroissement  du  logarithme  est  de  76,8 
unités  du  septième  ordre  décimal  et  que»  pour  o'^yG»  cet  ac- 
croissement est,  en  divisant  par  10  le  nombre  correspondant 
à  6  secondes,  de  i5,36  unités  du  même  ordre. 

L'algorithme  qu'il  convient  d'adopter  est  alors  celui^i  : 

log  sin 89*» 27 '4^'     ~î,8o3i527 

pour -h  3" -f-76,   8 

pour -h  o",6 -i-i5,36 

logsin39®27'43",6  =  î,8o3i6i9. . . 

La  marche  que  nous  venons  d'indiquer  s'applique  identi- 
quement à  la  recherche  d'un  logarithme  tangente. 

Soit  demandé,  en  second  lieu,  le  logarithme  de  la  cotan- 
gente  de  l'arc  de  72*»25'i7",3. 

Les  Tables  donnent  immédiatement,  en  prenant  l'arc  de  la 
Table  qui  approche  le  plus  par  excès  de  l'arc  proposé, 

log  cot72°25'  20"  =  î,  5007740. 

La  différence  tabulaire  est,  en  cet  endroit,  égale  à  731,  c'est- 
à-dire  que,  si  l'arc  diminue  de  10  secondes,  son  logcot  doit 
augmenter  de  781  unités  du  septième  ordre  décimal.  Or,  pour 
passer  de  l'arc  de  la  Table  à  l'arc  proposé,  il  faut  diminuer 
l'arc  de  la  Table  de  l'écart  entre  20"  et  17^,3  ou  de  2",  7.  Le 
logarithme  de  la  Table  devra  donc  subir  en  même  temps  l'ac- 
croissement y^o^i/i/  d,  déterminé  par  la  proportion 

d         2", 7        .,   ,      .         o    2'7 
-;.-  =^  —  ,;  t    d  ou    à  -^  731  — -' 
731        10'  '       10 

En  ayant  recours  comme  précédemment  à  la  Table  des  pa^ 
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lies  proportionnelles  de  731,  on  écrira  immédiatement 

log  cot72*'25'!io"     =  î  ,6007740 

pour —  1" -h    146,2 

pour —  o",7....   -f-     51,17 

logcoi72*»25'  17", 3  =1,5007937. . . 

La  marche  que  nous  venons  d'indiquer  s'applique  identi- 
quement à  la  recherche  d'un  logarithme  cosinus. 

125.  En  résumé  : 

S'il  s'agit  de  trouver  ie  logarithme  d'un  sinus  ou  d'une  tan- 
gentey  on  prend  le  logsin  ou  le  logtang  de  l'arc  de  la  Table 
qui  approche  le  plus  par  défaut  de  l'arc  proposé  ; 

S'il  s'agit  de  trouver  le  logarithme  d'un  cosinus  ou  d'une 
cotangente,  on  prend  le  logcos  ou  le  logcot  de  l'arc  de  la 
Table  qui  approche  le  plus  par  excès  de  l'arc  proposé  : 

Dans  les  deux  cas,  on  augmente  le  logarithme  pris  dans  la 
Table  de  la  quantité 

Dans  cette  expression,  A  est  la  différence  tabulaire  présentée 
par  les  deux  logarithmes  de  la  Table  qui  comprennent  le  loga- 
rithme cherché  j  d  est  la  différence  qui  existe  entre  l'arc  donné 
et  celui  considéré  dans  la  Table;  enfin,  D  est  la  différence 
constante  entre  deux  arcs  consécutifs  de  la  Table.  On  a  donc 

toujours  Tw  <C  I  • 

On  voit  par  là  que  l'approximation  atteinte  pour  S  est  au 
moins  de  même  ordre  que  celle  de  A.  Par  conséquent,  le 
logarithme  d'un  rapport  trigonométrique  est  toujours  obtenu 
à  moins  d'une  unité  du  dernier  ordre  décimal  inscrit  dans  la 
la  Table. 

126.  Seconde  question.  —  Étant  donné  le  logarithme  d'un 
rapport  trigonométrique^  trouver  l'angle  ou  l'arc  plus  petit 
que  90"  auquel  il  appartient. 

Nous  devrons  encore  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le 
logarithme  donné  sera  celui  d'un  sinus  ou  d'une  tangente,  ou 
bien  celui  d'un  cosinus  ou  d'une  cotangente. 
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Soil  demandé,  en  premier  lieu,  de  calculer  l'arc  x  d'après  la 
condition 

log  tango:  t=z  ï  ,8750812. 

Il  faut,  par  la  pensée,  augmenter  de  10  la  caractéristique  î 
(120),  et  chercher  dans  la  Table  le  logtang  qui  approche  le 
plus  par  défaut  du  logarithme  proposé  ainsi  modlGé.  Ce  loga- 
rithme est  celui  de  tang 36^52'  10",  et  l'on  a 

log  tang  36**52'  10"  =:  î  ,8750541 . 

La  différence  entre  les  deux  logarithmes  comparés  est  de 
271  unités  du  septième  ordre  décimal  et,  en  cet  endroit  de  li 
Table,  la  différence  tabulaire  relative  aux  logtang  est  de 
439  unités  du  même  ordre.  £n  désignant  par  d  l'accroissemenl 
positif  k  faire  subir  à  l'arc  de  la  Table  pour  qu'il  devienne  égal 
à  l'arc  cherché  x,  la  règle  des  parties  proportionnelles  permet 
de  poser 

d  271 

7o""439' 


on  en  déduit 


,      27Ï  271 

439  439 

10 


On  peut  alorsy  pour  achever  rapidement  le  calcul,  se  servir 
des  Tables  des  parties  proportionnelles,  comme  nous  ravons 
indiqué  en  traitant  de  la  détermination  d'un  nombre  d'après 
son  logarithme  (t.  I,  Jlg.  élém.y  366). 

En  effet,  si  l'on  prend  la  petite  Table  qui  se  rapporte  à  la 
différence  tabulaire  ^3g,  on  voit  que  d  est  égal  au  quotient  de 
271  par  43>9>  qui  ^st  le  premier  produit  de  la  Table.  Or,  le 
multiple  de  celle  Table  qui  approche  le  plus  du  dividende  271 
est  263, 4f  qui  correspond  à  6  secondes  d'augmentation  de 
l'arc.  C'est  donc  là  le  premier  chiffre  du  quotient.  Il  reste 
à  tenir  compte  de  271  —  263,4  =  7,6.  Comme  une  seconde 
répond  à  43>9»  un  dixième  de  seconde  répondra  à  4i^9-  ^^  ^^ 
restera  plus  à  tenir  compte  que  de  7,6— 4»39  =  3,21;  ce  qui 
conduira,  toujours  d'après  la  Table  et  en  opérant  par  défaut, 
à  sept  centièmes  de  seconde  représentant  3,073. 
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Nous  écrirons  donc  finalement 

loglang36«52'io"        =  1,875©  54i 

pour....     -f-   6" -f- 263,4 

pour -f-    o",  I -+-     4,39 

pour.    ..     -h    o'',o7 4-      3,073 

Iogtang36<»52'i6^  17  ^^-1,8750 812. .. . 
a:  .^36052' 16'',  17. 

Nous  avons  forcé  dans  le  logarithme  définitif  le  dernier 
chiffre  conservé,  parce  que  le  chiffre  suivant  est  égal  à  8. 

Pour  calculer  un  angle  ou  un  arc  a;,  étant  donnée  log  sina;,on 
suivra  identiquement  la  marche  que  nous  venons  d'exposer. 

Soit  demandé,  en  second  lieu,  de  calculer  Tare  x  d'après  la 
condition 

log  cosa:  =r  î, 7 280956. 

Il  faut,  par  la  pensée,  augmenter  la  caractéristique  de  10  et 
chercher  dans  la  Table  le  logcos  qui  approche  le  plus />ar 
excès  du  logarithme  donné  ainsi  modifié.  On  trouve  que  ce 
logcos  est  celui  de  l'arc  de  57*40' 3o'',  et  l'on  a 

logcos  57*40' 3o"  =^  1,7281  273. 

La  différence  entre  les  deux  logarithmes  comparés  est  de 
817  unités  du  dernier  ordre  et,  en  cet  endroit  de  la  Table,  la 
différence  tabulaire  pour  les  cosinus  est  de  332  unités  du  même 
ordre.  Par  conséquent,  l'arc  delà  Table  augmentant  de  10  se- 
condes, son  log  cos  diminuera  de  332  unités  du  dernier  ordre. 
Si  l'on  désigne  par  d  l'accroissement />05i/i/ à  faire  subira  l'arc 
de  la  Table  pour  qu'il  devienne  égal  à  l'arc  cherché  Xy  c'est-à- 
dire  pour  que  son  logcos  diminue  de  317  unités  du  dernier 
ordre,  la  règle  des  parties  proportionnelles  conduit  à  la  rela- 
tion 

d  _  317^ 

10       332' 

eil'on  en  déduit 

,      317  317 

10 

En  ayant  recours  comme  précédemment  à  la  Table  des  par- 
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lies  proportionnelles  de  332,  on  peut  écrire  immédiatement 

logcos57**4o'3o"        —1,7281 273 

pour ...     ^-    9" —  298,8 

pour.    .     -4-    o",5 —    16,6 

pour...     +    o",o5 —      1,66 

—  3 I 7 , 06 


Iogcos57<>4o'39",55  =  1,7280956. .. 
0?  — 57^40' 39",  55. 

Nous  avons  forcé  le  dernier  chiffre  conservé  dans  le  loga- 
rithme définitif,  parce  que  le  chiffre  suivant  est  égal  à  9. 

Pour  calculer  un  angle  ou  un  arc  j:,  étant  donné  logcotjr, 
on  suivra  identiquement  la  marche  que  nous  venons  d'ex- 
poser. 

127.  En  résumé: 

Si  l'on  part  de  logsinxoii  logtangx,  on  prend  le  logarilhme 
de  la  Table  qui  approche  le  plus  par  défaut  du  logarithme 
proposé  ; 

Si  Ton  part  de  logeas x  ou  logcotx,  on  prend  le  logarilhme  1 
de  la  Table  qui  approche  le  plus  par  excès  du  logarithme  pro- 
posé : 

Dans  les  deux  cas,  on  augmente  Tare  trouvé  dans  la  Table 
de  la  quantité 

A 

Dans  cette  expression,  D  est  toujours  la  différence  constaoïe 

entre  deux  arcs  consécutifs  delà  Table;  à  est  la  différence 

qui  existe  enire  le  logarilhme  donné  et  celui  considéré  dans 

la  Table;  enfln,  A  est  la  différence  tabulaire  des  logarithmes 

des  deux  arcs  de  la  Table  qui  comprennent  Tare  cherché.  Oo 

d 
a  toujours  -r  ^  '• 

128.  Cherchons  à  déterminer  l'approximation  qu'on  obtient 
ainsi  pour  d  et,  par  suite,  pour  x.  D  étant  une  quantité  con- 

stanle,  c'est  le  quotient  -^  qu'il  faut  considérer. 
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Od  peut  admettre  que  d  et  A  sont  exacts  à  une  demi-unité 
près  de  leur  dernier  ordre  (qui  est  le  même  pour  ces  deux 
quantités),  soit  par  excès^  soit  par  défaut. 

Or,  il  est  facile  de  démontrer  {*)  que  l'erreur  absolue  prë- 

sentée  alors  par  la  fraction  -r  esl,  dans  tous  les  cas,  moindre 
)ue  -.s  elle  est  donc  moindre  pour  d  et,  par  suite,  pour  x^ 

|ue  D  -r^  ou  que  le  quotient  -r  • 

On  a  donc  intérêt,  pour  la  seconde  question  qu'on  vient  de 
résoudre,  à  faire  correspondre  une  plus  petite  valeur  de  D  à 


(*)  En  effet,  si  à  est  pris/^ar  défaut  et  A  par  excès,  l'erreur  absolue  de  leur 
laotient  est  moindre  que 

$  2        I        J  -+-  A 


A  ^        I         2 

A-h- 

2 


M,  a  fortiori^  moindre  que 


'{-0 


j[  3  A  __    I 
2  "Â*"  "~   Â' 


Si  i  est  pris  par  excès  et  A  par  défaut,  l'erreur  absolue  de  leur  quotient  est 
«oindre  que 

2        S       I       «?  -f-  A 


I  A  2 

A 

2 


•(-0 


bis,  o  est  au  plus  égal  à  A  —  i  ;  donc  le  résultat  obtenu  est  au  plus  égal  à 


2  A  —  I  I 

Â' 


■•('-0 


[Tert  encore  la  même  limite  supérieure. 

Si  ^  et  A  sont  approchés  tous  deux  dans  le  même  sens,  par  défaut  ou  par 
ixcèt,  l'erreur  de  leur  quotient  est  évidemment  moindre  que  dans  Tun  ou 
^tntre  des  deux  cas  précédents;  car  on  a  {Arithm,,  t.  I,  182,  196} 


-^  >  ^  >  ^ 

A AH-- 

2  2 


2  2 
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une  plus  grande  valeur  de  A,  c'esl-à-dire  à  se  servir  de  Tables 
où  les  arcs  varient  par  degrés  plus  rapprochés  et  où  les  loga- 
rithmes soient  exprimés  avec  un  plus  grand  nombre  de  dé- 
cimales. Les  grandes  Tables  oifrenl  donc  ici  un  avantage  sérieux 
buT  les  petites  Tables, 

129.  Ajoutons  que  c'est  en  employant  les  logtang  qu'on  in- 
troduit les  différences  tabulaires  les  plus  considérables  et  qu'on 
obtient,  par  conséquent,  pour  les  arcs  à  calculer,  rapproxima- 
tion  la  plus  satisfaisante. 

On  s'en  rend  compte  immédiatement  en  remarquant  que, 

de  o°  à  90**,  la  tangente  croît  de  o  à  -h  00  ,  tandis  que  le  sinus 

et  le  cosinus  restent  compris  entre  o  et  -i-i.  Les  différences 

tabulaires  relatives  aux  tangentes  doivent  donc,  a  priori^  êire 

les  plus  grandes.  On  peut  vérifier  d'ailleurs  que  ces  différences 

sont  précisément  les  sommes  des  différences  tabulaires  qui 

correspondent  aux  sinus  et  aux  cosinus  des  mêmes  arcs.  Car, 

si  l'on  représente  par  A  et  A  -f-  D  deux  arcs  consécutifs  de  la 

Table,  on  a 

.       sinA       ^        ,.        ^.       sînfA-f-D) 

tangA= -t     l:uig  A  m-  D)  = ,-  —  -    -. 

^         cosA  ^^  ^       cos{A-hD) 

On  en  déduit,  en  prenant  les  logarithmes  et  en  retranchant 
la  première  égalité  obtenue  de  la  seconde, 

loglang(A  -f-  D)  -—  log  tang  A 

=  [log  sin  (A  +  D)  —  log  sîn  A]  +  [log  cos  A  —  log  cos  (x\  -h  D)], 

c'est-à-dire,  en  appelant  A,  A',  A"  les  différences  tabulaires 
qui  répondent  aux  tangentes,  aux  sinus  et  aux  cosinus  des 
mêmes  arcs, 

Az=A'-4-A^ 

En  résumé,  un  arc  est  toujours  mieux  déterminé  par  sa 
tangente  que  par  ses  autres  rapports  trigonométriques. 

130.  En  examinant  les  Tables,  on  s'assure  que,  pour  les 
sinus,  la  différence  tabulaire  va  en  diminuant,  depuis  o®  jus- 
qu'à 90®.  Les  arcs  peu  éloignés  de  go""  sont  donc  très  mal  déter- 
minés par  leurs  sinus  et,  par  conséquent,  d'après  les  pro- 
priétés des  arcs  complémentaires,  les  arcs  peu  éloignés  de  o' 
le  sont  très  mal  par  leurs  cosinus. 
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Pour  ces  derniers  arcs,  les  différences  tabulaires  relatives 
aux  cosinus  sont  très  faibles.  Il  en  résulte  (129)  qu'un  petit 
arc  est  à  peu  près  aussi  bien  déterminé  par  son  sinus  que  par 
sa  tangente. 

Enfin,  pour  les  tangentes  et  colangentes,  la  différence  tabu- 
laire va  en  diminuant  depuis  o®  jusqu'à  ^5^,  pour  croître  en- 
suite depuis  45*  jusqu'à  go^».  Le  maximum  de  l'erreur  possible 
sur  l'arc  cherché  correspond  donc  à  l'angle  de  45**  (128),  pour 
lequel  on  a,  avec  les  Tables  de  Schrôn, 

D        10  ^ 

-7-  =  -> =::  0  ,  07,6  .  . . 

A       4^1 

Ainsi,  lorsqu'on  calcule  un  arc  d'après  sa  tangente  ou  sa 
colangente,  l'erreur  commise  est  toujours  moindre  que  o'^oS, 
et  elle  peut  être  beaucoup  plus  faible. 


Calculs  relatifs  anx  petits  arcs. 

131.  Nous  avons  laissé  de  côté  (124,  126)  les  arcs  compris 
entre  o**  et  S**  et,  par  suite,  entre  90°  et  87^.  Pour  ces  arcs,  les  dif- 
férences tabulaires  varient  trop  rapidement,  et  l'on  ne  peut  plus 
admettre  qu'il  y  ait  proportionnalité  entre  les  petits  accrois- 
sements des  arcs  et  ceux  des  logarithmes  de  leurs  rapports 
trigonométrlques.  Voici  alors  comment  on  doit  opérer. 

132.  Premiëre  question.  —  Étant  donné  un  arc  compris  entre 
o»  et  3**,  trouver  les  logarithmes  de  ses  rapports  trigonomé-- 
triques. 

Considérons  un  arc  compris  entre  0°  et  3%  et  réduisons  cet 
arc  en  secondes  :  soient  a  la  partie  entière  du  résultat  obtenu 
et  h  sa  partie  décimale.  Comme  il  s'agit  d'un  arc  peu  éloigné 
de  0%  on  peut,  eu  égard  au  degré  d'approximation  auquel  on 
s'arrête,  admettre  les  égalités 

sînfa-f-A)       sina  a -\- h  a 
— i  ^ et                          — 


tang(a-i-A)       langa 

En  effet,  chacun  des  rapports  proposés  est  très  peu  distant 
de  la  limite  i,  vers  laquelle  il  converge,  quand  on  fait  tendre 
simultanément  a  et  A  vers  zéro  (104-).  On  déduit  des  deux  éga- 

36. 
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lités  posées,  en  prenant  les  logarithmes. 


s\na 


(P) 


i  logsin(a-f- A)     =  log(a-+- /i) -h  log -, 

f  loglang(a-+- A)  =  log(a -+- A)  M-log"^— ^• 


Pour  avoir  les  deux  inconnues,  il  faut  donc  calculer  d'uDC 

part  le  logarithme  de  {a  +  h)  et,  d'autre  part,  les  logarithmes 

,                     slna       tanga 
des  rapports et  — ^^• 

Pour  effectuer  commodément  ces  calculs,  il  faut  nous  re< 
porter,  dans  le  Recueil  deSchrôn,  à  la  Table  des  logarithmet 
des  nombres. 

On  peut  diviser  les  arcs  compris  entre  o»  et  3<»  en  trois  se' 
ries  :  ceux  qui  vont  de  o®  à  gg'^  =  l'Sg'^;  ceux  qui  coniinuenc 
de  100"=  r4o"  à  999''=  lô'Sg'";  ceux  qui  s'étendent  de 
1000"  =  i6'4o"  à  10799''  =  '^"^g'Sg". 

La  réduclion  des  arcs  de  la  première  série  en  secondes  esi 
obtenue,  de  la  page  1  à  la  page  5  de  la  Table  des  logarithmes  des 
nombres,  à  Taide  d'une  colonne  établie  à  gauche  de  la  colonne 
Num.  Les  arcs  variant  de  seconde  en  seconde  sont  indiqués 
dans  la  colonne  additionnelle  de  dix  lignes  en  dix  lignes;  el 
Ton  trouve,  en  face  de  chacun  d'eux,  leur  nombre  de  se- 
condes inscrit  dans  la  colonne  Num.,  à  la  condition  de  sup- 
primer par  la  pensée  le  zéro  terminal  du  nombre  qu'on  liidam 
cette  colonne.  Le  logarithme  de  a,  dont  la  caractéristique  el 
alors  o  Tou  i,  peut  donc  s'écrire  immédiatement,  et  on  lnle^ 
pôle  ensuite,  comme  à  l'ordinaire,  pour  avoir  celui  de  [a+h 

De  la  page  6  à  la  page  i85  de  la  Table  des  logarithmes  dé 
nombres,  on  trouve  deux  colonnes  additionnelles  élablies 
gauche  de  la  colonne  Num. 

La  première  répond,  dans  des  conditions  identiques  à  celle 
qu'on  vient  d'expliquer,  aux  arcs  de  la  deuxième  série,  b 
nombre  des  minuies  de  l'arc  est  ici  indiqué  en  haut  de  laça 
lonne,  et  son  nombre  de  secondes  dans  la  colonne  elle-mêma 
La  caractéristique  du  logarithme,  qui  est  2,  est  rappelée  pari 
signe  k.2  placé  au  bas  de  la  colonne. 

Enfin,  de  la  page  6  à  la  page  i85,  la  seconde  colonne  addi^ 
tionnelle,  qui  continue  ensuite  seule  de  la  page  186  jusqo' 
la  fin  de  la  Table,  répond,  dans  toute  son  étendue,  aux  arcj 
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de  la  troisième  série  variant  toujours  de  seconde  en  seconde. 
Le  nombre  de  degrés  et  minutes  auquel  on  est  parvenu,  est 
inscrit  en  haut  de  la  colonne;  puis,  les  nombres  consécutifs 
de  secondes,  avec  intercalation  des  nombres  de  minutes  at- 
teints successivement,  sont  écrits  dans  la  colonne  elle-même  ; 
mais  sans  espacement  aucun.  Les  nombres  qu'on  lit  dans  la 
colonne  Num.,  en  face  des  nombres  de  secondes  considérés, 
eiqui  représentent  les  valeurs  consécutives  de  a,  doivent  être 
pris  tels  qu'ils  sont,  sans  suppression  dudernier  chiffre,  La  con- 
naissance de  logû,  dont  la  caractéristique  3  ou  4  est  rappelée 
par  le  signe  A* .  3  ou  A* .  4  placé  au  bas  de  la  colonne  des  secondes, 
s'ensuit  donc  immédiatement,  ainsi  que  celle  de  log(a  +  A]. 
Voyons  maintenant  comment  on  peut  obtenir  les  valeurs  de 

S  =  log et  de  ï  =  log  -^—  - 

a  a 

Au  bas  de  chaque  page  de  la  Table  des  logarithmes  des  nom- 
bres, on  a  introduit  une  petite  Table  auxiliaire  qui  permet  de 
I  trouver,  précisément  pour  les  arcs  variant  de  dix  secondes 
dont  les  nombres  de  secondes  tombent  dans  cette  page  ou  dans 
la  page  suivante,  les  valeurs  de  S  et  de  T.  Ces  logarithmes-rap- 
ports  sont  donnés  avec  huit  décimales;  leur  caraciéristique 
[augmentée  de  lo)  et  leurs  trois  premières  décimales  sont 
écrites  à  côté  des  litres  S  et  T. 

L'interpolation  a  lieu  à  l'aide  d'une  colonne  différence  (D), 
comme  pour  les  logarithmes  ordinaires.  Il  faut  seulement  re- 
marquer avec  soin  (ce  que  rappelle  d'ailleurs  le  signe  placé  en 
haut  de  chaque  colonne  D)  que  les  différences  sont  négatives 
pour  S  et  positives  pour  T.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  le 

rapport décroît  à  mesure  que  l'arc  augmente  [\(ik]i  et  il 

est  facile  de  prouver,  par  un  raisonnement  analogue,  que  le 

.    .          ,.                1                   langa 
contraire  a  heu  pour  le  rapport 

133.  Pour  montrer  la  suite  des  calculs,  proposons-nous, 
par  exemple,  de  chercher,  d'après  ces  indications,  le  loga- 
rithme de  sini»2'i7",94. 

On  trouve  d'abord,  à  la  page  6o  de  la  Table  des  logarithmes 
des  nombres,  que  l'arc  i<»2'i7'^  équivaut  à  3737".  On  a  donc 
ici 

«  =  3737    et    fl -4- A  =  3737,94. 
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La  Table  permet  d'écrire  immédiatement 

log37379     =4,5726277 

pour -i- 0,4 -H  45,4 

log3737,94  =  3,5726323 

La  Table  auxiliaire  placée  au  bas  de  la  page  60  montre  en- 
suite que,  pour  Tare  de  1^2' 10"  et  en  retranchant  10  à  la  ca- 
ractéristique, on  a 

S  =  5, 68555 120. 

Il  faut  interpoler  pour  trouver  la  valeur  de  S  qui  convient  à 
Tare  donné.  Nous  aurons  donc  à  multiplier  la  dififérence  tabu- 
laire, qui  est  ici  —  i3  et  qui  exprime  des  unités  du  huitième 
ordre,  par  le  rapport  à  10  de  Texcès  de  l'arc  donné  sur  l'arc  pris 

dans  la  Table  auxiliaire,  c'est-à-dire  par  *  *;,    ou  par  0,794. 

La  valeur  de  S  qui  convient  à  Tare  donné  est  donc 

6, 68555 120  —  0,00000010  =  6,68555  m. 

Nous  aurons  doncfmalement,  en  appliquant  la  première  des 
deux  formules  (  P)  du  n°  132, 

logsini°2' 17^,94  =  3, 5726323  4- 6,68555i  1=1  2, 258i834. 

On  opère  absolument  de  même,  si  Ton  demande  de  calculer 
le  logtang  d'un  petit  arc,  en  remplaçant  S  par  T  et  en  don- 
nant, pour  l'interpolation,  le  signe  +  à  la  différence  tabu- 
laire. 

Si  Ton  veut  obtenir  le  log  cot  d'un  petit  arc,  on  cherche  le 
logtang  du  même  arc,  et  l'on  prend  ce  logarithme  en  signe 
contraire. 

Enfin,  on  ne  peut  pas  calculer  exactement,  à  l'aide  des 
Tables,  le  log  cos  d'un  petit  arc  (130).  On  peut  le  voir  encore 
comme  il  suit.  Si  cet  arc  est  (a  +  A),  on  a 

/         L\       sin(a-*-/j) 
tang(a4-A)=  — ,--, 

et  l'on  en  déduit 

logcos(a-t- A)  =  logsin(a-t-/«)  —  logtang  (a -h  A), 


j 
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OU,  d'après  les  formules  ((3)  du  n""  132, 

logcos(a  -h  /i)  =  logsina—  logtanga=  logcosa. 

Les  Tables  doivent  donc  donner  sensiblement,  pour  les 
arcs  [a -h  h)  et  a,  le  même  log  cos,  et  la  partie  décimale  h  de- 
vient inutile  à  considérer  :  c'est  ce  que  vérifie  d'autant  mieux 
leur  examen  direct  entre  o*>  et  3°,  que  l'arc  a  est  plus  rap- 
proché de  0°. 

134.  Seconde  question.  —  Étant  donné  le  logarithme  d*un 
des  rapports  trigonométriques  d'un  arc  compris  entre  o^  et  S®, 
déterminer  cet  arc. 

Les  formules  (P)  du  n**  132  peuvent  s'écrire 


sina 


l  log(a-l- A)  =  logsin(a-f- A)    —log 

m    j  J_ 

f  log(rt4- A)  =  logtang(rt -4- A)  —  log — --• 

Ce  qui  est  donné,  c'est  logsin(âE-i-  h)  ou  log  tang(a  -♦-  A),  et 
il  faut  trouver  l'arc  (a  -f-  A). 

Pour  cela,  on  commence  par  obtenir  l'arc  inconnu  à  lo'^ 
prèsy  en  consultant,  dans  les  petites  Tables  auxiliaires  placées 
au  bas  des  pages  de  la  Table  des  logarithmes  des  nombres, 
les  colonnes  intitulées  LogSin  etLogTang.  On  n'a  qu'à  cher- 
cher entre  quels  nombres  consécutifs  de  la  colonne  consi- 
dérée tombe  le  logarithme  donné  :  les  deux  arcs  différant  de 
ïo',  qui  comprennent  entre  eux  l'arc  inconnu,  sont  alors  in- 
scrits en  face  de  ces  nombres,  dans  la  première  colonne  de  la 
Table  auxiliaire.  L'un  d'eux  étant  pris  pour  a,  on  a  sur  la 

même  ligne  une  valeur  très  approchée  de  S  =  log ou  de 

T  =  log  —  -  ^  et  le  calcul  s'achève  sans  peine,  d'après  les  for- 
mules (P')  indiquées  ci-dessus. 

La  limite  supérieure  de  l'erreur  qu'on  peut  ainsi  commettre 
relativement  à  («  +  A)  est  fournie  par  les  nombres  Aa" écrits 
au  bas  de  la  Table  auxiliaire  employée. 

Si  l'on  désire  une  approximation  plus  grande,  on  peut  se 
servir  de  la  valeur  de  l'arc  [a  -f-  A)  trouvée  comme  nous  ve- 
nons de  le  dire,  pour  corriger  la  valeur  de  S  ou  de  T,  dont  on 
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a  d'abord  fait  usage;  et  cette  correction  s'applique easuiie à 
la  nouvelle  recherche  de  l'arc  [a -h  h). 

135.  Pour  montrer  la  suite  des  calculs,  proposons-nous,  par 
exemple,  de  trouver  l'arc  x  d'après  la  condition 

log  tangar  =  2,4578106  =  log  lang  [a  -¥-  A). 

En  ajoutant  par  la  pensée  10  à  la  caractéristique,  la  Table 
trigonomé trique  montre  immédiatement  que  l'arc  x  est  com- 
pris entre  i*>38'3o"  et  i*'38'4o".  Nous  sommes  donc  dans  les 
conditions  voulues  pour  appliquer  les  considérations  qui  pré- 
cèdent. 

En  cherchant,  dans  la  Table  des  logarithmes  des  nombres  eli 
dans  la  seconde  colonne  additionnelle  à  gauche,  le  titre  i''38', 
nous  parvenons  à  la  page  104.  La  petite  Table  auxiliaire,  placée' 
au  bas  de  cette  page,  nous  indique  alors,  d'après  les  nombres 
de  la  colonne  Log  Tang  entre  lesquels  tombe  logtang(aH-A), 
augmenté  de  10,  que  l'arc  (a -h h)  tombe  lui-même,  coramej 
nous  le  savions  déjà,  entre  les  arcs  i"38'3o''  et  i**3o'4o'',  mais; 
plus  près  du  dernier.  Si  nous  adoptons  la  valeur  de  T  placée  sur  | 
la  même  ligne  que  l'arc  i''38'4o^,  nous  aurons,  en  diminuant 
de  10  la  caractéristique  et  en  supprimant  ici  le  dernier  chiffre 
décimal, 

log  î^?"  =  6.6856941. 

et,  par  suite,  d'après  la  seconde  formule  ((3')  du  n*»  iZk, 

[og[a-h  h)=  2,4578106  —  6,6856941  =  3,77!in65. 

Nous  trouverons,  dans  la  même  page  io4,  en  prenant  le 
logarithme  de  la  Table  dont  la  partie  décimale  approche  le  plus 
par  défaut  de  celle  du  logarithme  ci-dessus, 

log59i72  =  4,7721162; 

ce  qui  nous  permettra  d'écrire,  d'après  la  différence  tabu- 
laire 73,  qui  répond  au  logarithme  du  nombre  69172, 

log(a  -f-  A)  =  3,7721165 

log59i72  =::  4?77^ii6a 
3 

pour -i-o,o4 H- 3 

a  -h  A  =  591  f,  204  :=  r«38'  37",  204 
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La  conversion  de  5917''  en  degrés,  minutes  et  secondes, 
^'effectue  immédiatemeni  à  l'aide  de  la  seconde  colonne  addi- 
Jonnelle. 

Comme  on  a  opéré  par  défaut  en  prenant  pour  T  une  valeur 
rop  grande,  on  peut  s'arrêter,  pour  l'arc  x,  à  la  valeur 

a:  =  I«38'37^2I. 

Si  Ton  doit  cherchera  connaissant  logsinor,  on  opère  d'une 
manière  identique,  en  remplaçant  LogTang  parLogSin  etT 
par  S. 

Pour  calculer  a:  connaissant  logcot^,  on  pose 

log  tang^r  =  —  log  cotar, 

Bl  Ton  rentre  dans  ce  qui  précède. 

£nQn,  d'après  ce  qui  a  été  dit  déjà  (130,  133),  il  est  impos- 
able de  déterminer  exactement  x  par  son  log  cos. 

136.  S^il  s'agit  de  déterminer  un  arc  compris  entre  87**  et 
5D^  on  a  recours  aux  propriétés  des  arcs  complémentaires 
pour  remplacer  les  arcs  donnés  par  des  arcs  compris  entre  o» 
et  3*,  de  manière  à  pouvoir  appliquer  les  procédés  que  nous 
venons  de  développer  (132,  133, 134,  135). 


Applications  diverses. 

137.  I.  Résoudre  l'équation 
|i)  flsinj:-h  ôcosar=  c, 

ok  a,  6,  c,  sont  des  nombres  donnés,  positifs  ou  négatifs. 


On  pourrait,  en  remplaçant  cos  j?  par  v^  i  —  sin^o:,  ramener  le  problème  à 
la  résolution  d'une  équation  du  second  degré  où  Finconnue  serait  sinjr; 
mais  il  est  bien  plus  simple  d'introduire  dans  la  question  un  angle  auxi- 
liaire (f,  compris  entre  o**  et  iSo"",  et  déterminé  par  la  condition 


b 
tang^  =  -• 


L'équation  (i),  pouvant  s'écrire 


b  c 

smx  -+-  -  cosx  =  -  > 
a  a 
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deviendra  alors 

sinj:  -h  tang(p  cosx  =  - 

ou,  en  remplaçant  tang<j>  par  — -  et  en  chassant  le  dénominateur  coso, 

CC0S9 

smx  cos^  -+-  sin<p  cosx  =  —    -- 1 
c'est-à-dire 
(2)  s}n{j:-hff)  =  ^-^' 

Il  faut  que  8in(ar-4-<p)  soit  compris  entre  H-iet  — i,  ou  bien  que 
sin2(x  +  (p)  soit  inférieur  à  l'unité.  La  condition  de  possibilité  du  pro- 
blème est  donc 

c-  cos*  q? 


n'^ 


<i 


Mais,  de  tang^  =  -j  on  déduit  immédiatement  (38) 

a  .  <3* 

cosf  = ou    COS*«p  =  -r —  ? 

et  l'inégalité  précédente  devient 

ci 
~i Ln  <  I     OU     c«  <  /ï«  -h  b^. 

a^  -f-  b^ 

Si  cette  condition  est  remplie ,  il  reste  à  calculer  toutes  les  valeurs  de 
(x  +  <p  )  qui  satisfont  à  l'équation  (2)^  et  tes  valeurs  correspondantes  dex 
seront  les  solutions  ou  les  racines  de  l'équation  (i). 

Si  le  second  membre  de  l'équation  (2)  est  positif ,  il  est  évident  q«, 
quels  que  soient  les  signes  des  quantités  qui  le  constituent,  on  pourra  les 
rendre  positives  toutes  les  trois  sans  rien  changer  au  résultat;  ce  qui  per- 
mettra le  calcul  par  logarithmes  (t.  I,  Alg.  élém.y  350). 

Par  exemple,  si  a  est  positif  tandis  que  c  et  cos?  sont  négatifs,  on  doit 
remplacer  c  par  —  c  et  cosf  par  cos(i8o°— -  <p). 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  a,  c,  cos<p,  soient  positifs.  Noos 
aurons,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  réquation  (s) 
(t.  I,  Alg.élém.,  371), 

log  sin{x  -h  f  )  =  loge  -h  logcos<p  -+-  La. 

Les  Tables  feront  alors  connaître  un  arc  a,  compris  entre  o''  et  90',  eJ 

satisfaisant  à  Téquation  (2).  Tous  les  arcs  compris  dans  les  deux  for* 

mules  (12) 

2/-7r-+-a     et     (2Â" -+•  i)7r  —  a, 

où  k  est  un  entier  quelconque,  y  satisferont  donc  également.  Par  sdle, 
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on  pourra  écrire 

j: -+.  ^  =  aX'TT -4- a    et    {x -h  o)  =  {iÂ- -h  i)n  —  et, 

de  sorte  que  toutes  les  racines  de  l'équation  (i)  seront  comprises  elles- 
mêmes  dans  les  deux  expressions 

a:  =  aX'T: -h  a  —  ^     et     j:  =  (2/- -f- i)ir  —  (a -f- y). 

Si  le  second  membre  de  Téquation  (2)  est  négatif,  on  changera  son 
rigDe,  on  calculera  ensuite  l'angle  a,  comme  nous  venons  de  le  voir,  et  on 
Tintroduira  dans  les  expressions  précédentes  en  changeant  son  signe  (13). 

138.  II.  Za  somme  de  deux  arcs  variables  %  ei  p  étant  constante  y 
chercher  la  condition  pour  que  le  produit  sina  sin^  soit  un  maximum  ou 
un  minimum. 

On  a  (81) 

cos(a  ~  P)  —  cos(a-h  p)  --=  2sinasinp. 

On  en  déduit,  en  représentant  par  A  la  somme  constante  a  +  p, 

sinasinp  =  -[cos(a  —  p)  —  cosA]. 

On  voit  alors  immédiatement  que  le  maximum  du  produit  sinasin^  cor- 
respond à  celui  de  cos(a  —  p),  qui  est  i  pour  a  —  p  =  2/î7r,  n  étant  un 
entier  quelconque. 
Des  deux  égalités 

a -H  p  =  A,     a  — p:=2/î7r, 
on  lire 

A  r      A 

a  =  — h /ITT,     S  = ni:. 

2  ^       1 

On  doit  donner  à  /i  la  même  valeur  dans  les  deux  formules. 
Le  maximum  du  produit  sina  sin^  est  ainsi  (59) 

-(i  — cosA)  =  sin*-« 
2^  '  2 

Si  les  arcs  a  et  p  doivent  demeurer  positifs,  il  faut  qu'on  ait 

A  A 

/ITT  >  O       OU       /J  < • 

2  27r 

Si  la  sonome  conslante  A  est  alors  inférieure  à  une  circonférence,  n  ne 
peut  admettre  que  la  valeur  zéro,  et  l'on  a,  pour  le  maximum, 

^  2 

Le  minimum  du  produit  sinasinp  correspond  de  même  à  celui  de 
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C08(a  —  p),  qui  est  —  i  pour  a  —  p  =  (2/1  -+-  i)7r,  n  étant  un  entier  qui- 
conque. 
Des  deux  égalités 


on  tire 


a-i-p=A,     a  —  p  =  (2«-h  IJTT, 


A-+-7r                    .        A — TT 
a  = h  fin.     p  = TîTT. 


On  doit  encore  donner  à  /t  la  même  valeur  dans  les  deux  formules. 
Le  minimum  du  produit  sina  sin^  est  ainsi  (59) 


--(1-+-COSA) 
2 


A  A 

■  cos*  -  —  sin* I . 

2  2 


Si  les  arcs  a  et  p  doivent  demeurer  positifs,  il  faut  qu'on  ait 


A—  TT  _  ^  A TT 

«TT  >  0    OU    n  <C • 

2  27r 


Si  la  somme  constante  A,  nécessairement  plus  grande  que  tt,  est  alors  in- 
férieure à  une  circonférence,  n  ne  peut  encore  admettre  que  la  valeur 
zéro,  et  Ton  a,  pour  le  minimum. 


2  '  2 


139.  III.  Chercher  quel  doit  être  le  rayon  (Vun  cercle  pour  que  la  dif- 
férence entre  un  arc  de  ce  cercle  de  longueur  déterminée  et  sa  cordt 
soit  inférieure  à  une  limite  donnée. 

Soient  {fig,  24  )  0  le  cercle  inconnu,  dont  nous  désignerons  le  rayon  OM 


Fig.  24. 


par  r,  MM'  Tare  de  ce  cercle  dont  la  longueurs 
est  imposée,  et  c  le  nombre  qui  mesure  la  corde 
correspondante.  Les  quantités  â,c,  r,  sont  sup- 
posées exprimées  en  mètres.  On  doit  avoir,  par 
exemple, 

u  —  c  <— -• 
10» 


Si  nous  menons  le  rayon  OA  perpendiculaire 
en  P  à  la  corde  MM'  et  si  nous  désignons  par  9 
la  mesure  de  Tangle  AOM,  nous  aurons  à  la  fois  (2,  7) 


a  c 

t  =  —    et   sm  0  =  — 
/•  r 


Il  en  résulte 


a  =  arÔ,    c  =  2r sinô,    a  —  c^  2r(ô  —  sinô). 
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lis  l'on  a  (103) 

Ô3 

ô  — sinO<  — , 
4 

par  suite, 

573 


Si  Ton  remplace  0  par  sa  valeur  -- 1  il  vient  donc 

;  Par  conséquent,  pour  que  la  condition  imposée  soit  remplie,  il  suffit  a 
lortioii  qu'on  ait 


«3^1 


16  r»"^ 


Ï0«' 

^où  l'on  déduit,  comme  limite  de  r>, 
ioD,  comme  limite  de  r, 


a 


I  r>7V^«.io'*. 

i  4 

Nous  verrons  (t.  III,  Alg.  super.)  que,  de  o**  à  90**,  la  différence  entre 
«n  arc  et  son  sinus  est  moindre  en  réalité  que  le  sixième  du  cube  de  Tare. 
On  peut  donc  obtenir  une  limite  plus  resserrée  que  la  précédente,  en 
partant  de  la  condition 

9-sin9<-. 

On  voit  que,  dans  le  dénominateur  6  qu'on  a  ainsi  à  considérer  au  lieu  du 
dénominateur  4,  un  facteur  a  est  simplement  remplacé  par  un  facteur  3. 
On  arrivera  donc  sans  calcul  à  la  nouvelle  limite 


.^  «'.iC*  a,  /5rt.io'*"^ 

r*  > -—     ou    r  > 

24 


v- 


Si  l'on  a,  par  exemple,  a  =  100"  et  /?  =  2,  c'est-à-dire  si  Ton  cherche 
quel  doit  être  le  rayon  d'un  cercle  pour  que  la  différence  entre  un  arc  de 
100'°  mesuré  sur  ce  cercle  et  sa  corde  soit  moindre  que  o™,oi,  on  trouve 
immédiatement  que  ce  rayon  doit  être  au  moins  égal  à 


.  /5ooo 


Sot/-"- =  2041". 


LIVRE  DEUXIEME. 

TRIGONOMÉTRIE    RECTILTGNE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

FORMULES  FONDAMENTALES  RELATIVES  A  LA  RÉSOLUTION 
DES  TRIANGLES  REGTIUGNES. 


140.  Un  triangle  recliligne  renferme  trois  côtés  et  trois 
angles.  Résoudre  un  triangle,  c'est  déterminer  numérique- 
ment  trois  de  ses  six  éléments  en  fonction  des  trois  autres. 
Il  faut  nécessairement  que,  parmi  les  éléments  donnés,  il  y 
ait  au  moins  un  côté. 

Nous  conviendrons  de  désigner  les  angles  du  triangle  con- 
sidéré exprimés  en  degrés  par  les  lettres  A,  B,  C,  et  les  côtés 
opposés  exprimés  en  mètres  par  les  lettres  correspondantes 
fl,  ft,  c. 

Si  le  triangle  est  rectangle,  A  désignera  toujours  l'angle 
droit  et,  par  suite,  a  l'hypoténuse. 

La  résolution  des  triangles  repose  sur  certaines  formules 
fondamentales  que  nous  allons  d'abord  démontrer. 


Formules  relatives  aux  triangles  rectangles. 

141.  I.  Dans  un  triangle  rectangle,  chaque  côté  de  l'angle 
droit  est  égala  l'hypoténuse  multipliée  par  le  sinus  de  l'angle 
opposé  ou  le  cosinus  de  l'angle  adjacent  [Jig,  25). 

En  regardant  le  sommet  B  comme  le  centre  d'un  cercle  de 
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rayon  a,  les  définitions  du  sinus  et  du  cosinus  (7)  donnent  im- 
médiatement 


d'où 


sinB  =  -5     cosB  =  -j 
a  a 


fc=:asinB,     r  ~  acosB. 

Fig.   25. 


1^2.  II.  Dans  un  triangle  rectangle,  chaque  côté  de 
l'angle  droit  est  égal  à  l'autre  côté  multiplié  par  la  tangente 
de  l'angle  opposé  ou  la  cotangente  de  V angle  cuijaeent 
[fig-  »5). 

Les  définitions  de  la  tangente  et  delà  cotangente  (7)  donnent 
immédiatement 

tangB  =  -»     colB=Y» 
c  0 

d'où 

fc  =  ctangB,    6*  =  6coiB. 

143.  11  faut  ajouter  aux  relations  qu'on  vient  d'écrire  celles 
qui  résultent  des  propriétés  géométriques  du  triangle  rec- 
tangle [Géom.y  60,  168)  : 

B-i-C=9o«,     a^z=b^-hc^. 

144.  Les  six  relations  que  nous  venons  d'indiquer  ne  soni 
pas  distinctes  (35). 

La  première  divisée  par  la  deuxième  et  la  deuxième  divisée 
par  la  première  (141)  reproduisent  la  troisième  et  la  quatrième 
(  142).  La  première  et  la  deuxième  élevées  au  carré  et  ajoutées 
membre  à  membre  reproduisent  la  dernière  (143).  Les  six 
relations  ci-dessus  se  réduisent  donc,  en  réalité,  aux  trois 
suivantes  : 

B-hC  =  9o%     b  =  as\nB,     c  =  acosB, 

Il  ne  peut  d'ailleurs  exister,  entre  les  éléments  d'un  triangle 
rectangle,  aucune  relation  distincte  de  ces  trois-là;  car,  s'il  en 
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liait  ainsi,  on  pourrait  remplacer  dans  cette  relation  6  et  c  par 
eurs  valeurs  asinB  et  a  cosB,  de  sorte  qu'elle  ne  contiendrait 
)lus  que  a  et  les  angles  du  triangle. 

Il  en  résulterait  que  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
erait  déterminée  par  la  seule  connaissance  de  ses  angles;  ce 
|Qi  est  absurde  [Géom.,  147). 

U5.  L'aire  S  d'un  triangle  rectangle  est  donnée  immédia- 
tement par  la  formule 

S  =  -  bc. 

2. 


Formules  relatives  anz  triangles  qaelconqves. 

146.  I.  Dans  tout  triangle  rectiligne,  les  côtés  sont  propor-- 
tionnels  aux  sinus  des  angles  opposés. 

Soit  le  triangle  quelconque  ABC  (Jig.  26);  en  menant  la  hau- 
^ur  CD  relative  au  sommet  C,  nous  le  par-  p.    ^^ 

bgerons  en  deux  triangles  rectangles  qui 
nous  donneront  immédiatement  (141) 

CD  =  6sinA  =  asinBy 

et  il  en  résultera 


a 
sinA 


sinB 


De  même,  en  menant  la  hauteur  du  triangle  ABC  qui  est 
rehiive  au  sommet  B,  nous  trouverons  pour  cette  hauteur  la 
double  expression 

csinA  =  asinC> 

d'où 

a     c 

sinA       sinc' 

I  On  a  donc  cette  suite  de  rapporta  égaux 

a    *     _     ^ 

sinA  ~  sinB  ""  sinC' 

U7.  La  démonstration  précédente  ne  fait  pas  connaître  U 
Dj  c.  -  Cours,  lu  37 


578 
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valeur  du  rapport  constant 


sinA 


Voici  une  seconde  démon- 


stration qui,  à  ce  point  de  vue,  est  préférable. 
Considérons  [fig.  27  )  le  cercle  0  circonscrit  au  triangle  ABC, 
et  abaissons  du  centre  O,  sur  le  côté  BC, 
la  perpendiculaire  OPD.  Si  Ton  joint  OC, 
on  voit  que  l'angle  au  centre  COD  est 
égal  à  l'angle  inscrit  CAB  (Géom.,  108); 
les  sinus  de  ces  deux  angles  sont  donc 
égaux,  et  Ton  a 


sinA: 


:slnCOD  =  ^. 


Mais  OC  est  le  rayon  Rdu  cercle  circonscrit,  et  CP  =  -î 


par  suite, 


sinA  =  —jr 

2il 


ou 


SinA 


Ainsi,  le  rapport  d'un  côté  quelconque  du  triangle  au  sima 
de  l'angle  opposé  est  égal  au  diamètre  du  cercle  circonscrit  ai 
triangle,  et  l'on  a 

a 


SinA 


^  ^  p 

smB       sinL 


148.  II.  Dans  tout  triangle  rectiligne,  le  carré  d'un  côté  ai 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés,  moins  le 
double  produit  de  ces  mêmes  côtés  parle  cosinus  de  Vanglequih 
comprennent. 

Fig.  a8. 


Soit  le  triangle  ABC  [Jig.  28).  Abaissons  sur  AB  la  perpen- 
diculaire CD.  Si  l'angle  A  est  aigu^  on  a  [Géom.^  170) 

«2  =  62  ^_  ^2  _  ac. AD. 
Le  triangle  rectangle  ACD  donne,  dans  ce  cas  (141  ), 
AD  =  6cosA. 
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Il  vient,  par  suite, 

«2  :=  ta  4.  c2  —  2  bc  ces  A. 

Si  Tangle  A  est  obtus,  on  a  [Géom.y  171) 

a^  =  b^'^c^'^^c,k\^. 

Hais  le  triangle  rectangle  ACD  donne  alors 

AD  =  6cosCAD. 

L'angle  A  du  triangle  ABC  et  Tangle  CAD  étant  supplémen- 
taires, on  a  (17) 

cosCAD  =  — cosA 

et,  par  suite, 

AD  =  — écosA. 

£o  substituant,  il  vient  encore 

a'^^zb^-^c^—nbc  cos  A. 

En  appliquant  cette  formule  à  chaque  côté,  on  obtient  donc 
les  trois  relations 

«2  =  fc2-+-  c^—  ^iccosA, 
fca  r=  «2  4_  ^.2  _  2 ac cosB, 
(?2  =  a2  ^_  ô2  _  ^ab  cosC. 

IW.  III.  Dans  tout  triangle  rectiligne,  un  côté  quelconque 
est  égal  à  la  somme  des  produits  qu' on  obtient  en  multipliant 
respectivement  chacun  des  deux  autres  côtés  par  le  cosinus  de 
Tangle  qu'il  forme  avec  le  côté  considéré. 

Soient  ABC  le  triangle  donné  [fig.  28)  et  CD  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  sommet  C  sur  le  côté  AB. 

Si  les  angles  A  et  B  sont  aigus,  le  point  D  tombe  entre  A 
et  B,  et  Ton  a 

c  =  BD  -i-AD^^^acosBH-fccosA. 

Si  Tun  des  angles  A  ou  B  est  obtus,  le  point  D  tombe  exté- 
rieurement au  triangle,  du  côté  de  l'angle  obtus,  et  Ton  a 

c  =  BD  —  AD  =  a  cosB  —  6  cosCAD  ; 

mais,  comme  au  numéro  précédent,  cosCAD  =  — cosA,  ei 
Ton  retrouve  encore 

c=za  cosB  -4-  b  cos A. 

37- 
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En  appliquant  cette  formule  à  chaque  côté,  on  obtient  donc 
les  trois  relations 

a  =  b  cosC  4-  c  cosB, 
b  —  a  cosC  -+■  c  cos A, 
c:i^acosB-h  6  cos  A. 

150.  Il  faut  ajouter»  aux  relations  qu'on  vient  d'éiablirja 
relation  fondamentale  entre  les  angles  d'un  triangle  [G^om.,59) 

A-HB-f-C=ii8o\ 

151.  Puisqu'on  peut  toujours  construire  un  triangle  con- 
naissant trois  de  ses  éléments,  parmi  lesquels  il  doilentrena 
moins  un  côté,  les  dix  relations  que  nous  venons  d'indiquer 
(1^6,  ikS,  149, 150]  ne  sont  pas  distinctes,  et  elles  doivcDise 
réduire  à  trois  seulement. 

La  démonstration  a  posteriori  de  ce  fait  va  nous  fouroir 
d'utiles  exercices  de  calcul. 
Les  relations  trouvées  peuvent  se  partager  en  trois  groupes  : 

IA4-B-f-C=:  i8o% 
a     _     b     _  _c^ 
sinA       sinB       sinC* 

Ia^  =  b^  ~h  c^—ibc  cos  A, 
b^^a^  -^c^  —  2ac  cosB, 
c^zzza^^b^—^ab  cosG. 

a=i  ftcosC  4-ccosB, 

(3)  j  6  =  acosC-4- ccosA, 

c  =  û  cosB  -h  b  cosA. 


riques 


Nous  allons  montrer,  par  des  transformations  algébriqui 
qu'un  des  trois  groupes  étant  pris  pour  point  de  départ,  le 
deux  autres  s'ensuivent  nécessairement. 

!•  Du  groupe  (i),  déduire  les  groupes  (2)  c/  (3). 

On  a  d'abord  évidemment,  d'après  les  formulesdu  groupe[iJ| 

a^  6*  c^  bc  ibczQsk 


sin^A       siU'^B       sin^C       sinBsinC       2  sinBsinCcosA 
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Par  suite  (i.  I,  Jllg.élém.,  63) 

sin-^A  ""  sin^B  -hsin*C  —  asinBsinCcosA* 

Le  groupe  (i)  sera  une  conséquence  du  groupe  (i),  si  Ton 
peut  prouver  que  les  dénominateurs  de  ces  deux  fractions 
égales  sont  égaux. 

Or,  la  condition  A  -h  B  -♦-  C  =  180"  donne  à  la  fois 

sinA  =  sin(B-hC)    et    cos(B4- C)  =— cosA. 

On  a  alors,  par  des  transformations  connues, 

sin»A  ~  sin^^B cos^C  -+-  2 sinB sinC  cosB  cosC  4-  cos^B sin^C 
=  sin^B  -4-  sin^C  +  asinB  sin  C  (cosB  cosC  —  sinB  sinC) 
=  sin^B  -hsln^C  — asinBsînCcosA, 

et  il  en  résulte 

a^=zb^  -}-  c^  —  aJccosA, 

Iqui  est  la  première  formule  du  groupe  (2). 

D  autre  part,  si,  d'après  la  condition  A  4-  B  4-  C  =  i8o<>,  l'on 
pose 

sin A  =  sin  (B  4-  C)  =  sinB  cosC  4-  sinC  cosB, 

OD  peut  remplacer  dans  cette  égalité  les  quantités  sin  A,  sinB, 
sinC,  par  les  quantités  a,  b,  c,  qui  leur  sont  respectivement 
proportionnelles,  et  il  vient  alors 

a  =  6  cosC  4- c  cosB, 

qui  est  la  première  formule  du  groupe  (3). 

On  trouvera  d'une  manière  analogue,  sans  qu'il  soit  besoin 
d'insister,  les  autres  formules  des  groupes  (2)  et  (3). 

2»  Du  groupe  (2),  déduire  les  groupes  (i)  et  [3). 

Prenons  la  première  formule  du  groupe  (2);  nous  en  dédui- 
rons 

fca  ^.  e2  -.  a^ 


cosA  = 


ibc 
Ci,  par  suite, 

01              .     oA                       (62-f.C»  —  «2)2 
1  —  C0S2  A  =  Sm2  A  =  1  —  i Tyr-r 3 
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c'esl-à-dire,  en  simplifiant  et  en  divisant  par  a^^ 

Si  Ton  permute  simultanément  les  quantités  sinA,  sinB^sinC, 
et  les  quantités  a^  by  c,  il  est  clair  que  le  second  membre  de 
l'égalité  précédente,  qui  est  symétrique  en  a,  b,  c,  ne  change 
pas.  On  obtient,  par  conséquent,  des  valeurs  identiques  pour 

,  .    sin^A     sin^B    sin^C         .,  ,,,  . 

les  rapports  — j— »  >  — —j  et  Ion  en  déduit,  en  ad- 

mettant que  À,  B,  C,  soient  moindres  que  i8o^ 

a     b     c 

sin A       sinB  ""  sinC' 

Si  l'on  remplace  maintenant,  dans  la  première  formule  da 
groupe  (2),  les  quantités  a,  b,  c,  par  les  quantités  sinA,sinB» 
sinC,  qui  leur  sont  respectivement  proportionnelles,  il  vient 

sin^A  =  sin^B  +  sin^C  —  2  sinB  sinCcosA, 

ou,  en  remplaçant  sin^A  par  1  —  cos^  A  et  en  transposant  les 
termes, 

i  —  sin^B  —  sin^C^cos^A  —  2sinBsinCcosA. 

En  complétant  dans  le  second  membre  de  cette  égalité  le  carré 
de  (cosA  — sinBsinC}  par  l'addition  aux  deux  membres  da 
terme  sin^B  sin*^C  et  en  écrivant  le  second  membre  le  premier, 
on  a 

(cosA  —  sinB  sinC)^  =  i  —  sin^B  —  sin^C  H-  sin^Bsio^C 
=  (1  — sin2B)(i  — sin^C) 

=:C0S2BC0SÎ»C. 

En  extrayant  alors  la  racine  carrée  des  deux  membres,  on 

trouve 

cosA  —  sinB  sin C  =  ±:cosBcosC, 

d'où 

(i)  cosA  =  cos(B  —  C), 

{2)  cosA  =—  cos(B  +  C)  =  cos[7r  —  (B  +  C)]. 

En  se  reportante  la  condition  pour  que  deux  arcs admetieni 
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le  même  cosinus  [k^],  Téquation  (i)  exige  qu'on  ait 

A+B  — C    ou    A  +  C— B  =  an7r. 

Mais,  si  la  somme  A  -+-  B  -h  C  est  supposée  inférieure  à  i8o%  il 
en  est  de  même  a  fortiori  de  la  différence  A  h-  B  —  C  ou 
A  -f-  C  —  B.  On  ne  peut  donc  donner  à  n  que  la  valeur  o;  ce 
qui  entraîne 

A-f-B:=C    ou    A-f-C  =  B. 

Or,  ce  résultat  est  inadmissible,  puisqu'un  angle  quelconque 
d'un  triangle  ne  peut  pas  être  égal  à  la  somme  des  deux  autres. 
L* équation  (2),  à  son  tour,  exige  qu'on  ait 

A -^- 71  ~  B  — C  =  2/i7r    ou    A -4-B -+-C  —  7r  =  2n7r; 

comme  on  ne  peut  encore  donner  à  n  que  la  valeur  o,  on  ob- 
tient 

B-+-C  —  A=:7r    ou    A-f-B-f-C  =  7r, 

et  la  dernière  relation  est  évidemment  la  seule  qu'on  puisse 
conserver. 

Ainsi,  le  groupe  (2]  entratne  le  groupe  (i). 

Pour  passer  à  présent  du  groupe  (2]  au  groupe  (3),  nous 
n'avons  qu'à  ajouter,  par  exemple,  les  deux  premières  rela- 
tions du  groupe  (2].  Il  vient,  en  effet,  en  simplifiant, 

o  =  2c2  —  2c(6cosA4-acosB) 

ou 

c  =  a  cosB  4-  b  cos  A, 

qui  est  la  première  relation  du  groupe  (3). 

3*  Du  groupe  (3),  déduire  les  groupes  (i)  e/  (2). 

Multiplions  respectivement  les  deux  premières  relations  du 

groupe  (3)  par  a  et  b,  et  retranchons-les  membre  à  membre. 

Il  vient 

a^  —  fta  _  c(acosB  —  b  cosA). 

Mais,  d'après  la  troisième  relation  du  même  groupe, 

c  =  a  cosB  +  b  cos  A. 
Il  en  résulte 

a»  —  62  =  a^  cos»  B  —  62  coga  a 

==  ^2  _  fc2  _  ^2  sin^B  ■+-  b^  sin» A, 
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c'est-à-dire 

a 


a^sin^B^ift^sin^A     ou 


sinA       sinB 


En  combinant  de  la  même  manière  la  première  et  la  iroi* 
sième  relation  du  groupe  (3),  on  trouvera 


c 


sinA       sinC 

On  a  donc  le  droit  de  remplacer,  dans  la  première  relation  du 
groupe  (3),  les  quantités  a,  6,  Cy  par  les  quantités  sinA,  sinB, 
sinC,  qui  leur  sont  respectivement  proportionnelles,  et  Von 
trouve  ainsi,  en  appliquant  les  considérations  précédentes  (2®), 

sinA=:sin(B-hC),     d'où    A-hB  h-C  =  i8o«. 

EnQn,  pour  remonter  du  groupe  (3)  au  groupe  (a),  nous 
multiplierons  respectivement  para,  6,  c,  les  (rois  relations  do 
groupe  (3),  et  nous  retrancherons  la  première  de  la  somme  des 
deux  autres.  Nous  aurons  comme  résultat 

6^-4-  c*—  à^  =  aéccosA 
ou 

a»  =  6^  -h  c^  —  ^bc  cos  A, 

qui  est  la  première  relation  du  groupe  (2).  Les  deux  autres 
s'obtiendront  d'une  manière  analogue. 

152.  D'après  ce  que  nous  venons  de  vérifier,  on  peut 
prendre  pour  les  trois  relations  distincttfs  auxquelles  se  ré- 
duisent les  dix  relations  considérées,  celles  qui  forment  l'un 
quelconque  des  trois  groupes,  par  exemple,  celles  du  pre- 
mier groupe 

A-*-B-f.C  =  i8o», 

a     _     b     __     c 
sinA  ""  SinB  """  sinC' 

Il  est  facile  de  voir  qu'il  ne  peut  exister,  entre  les  élémeols 
d'un  triangle  rectiligne  quelconque,  aucune  relation  qui  soit 
distincte  de  ces  trois-là;  car,  s'il  en  était  ainsi,  on  poumit 
toujours  remplacer,  dans  cette  relation,  fr  et  c  par  leurs  va- 
leurs 

a  sinB  asinC 

-^—r-     et        .    .   J 
SinA  sinA 
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léduites  des  relations  primitives.  La  nouvelle  relation  sup- 
)0sée  ne  contiendrait  plus  alors  que  le  côté  a  et  les  angles  A, 
lyCy  du  triangle;  et  il  en  résulterait  qu'un  côté  d'un  triangle 
■ectiligne  quelconque  serait  déterminé  par  la  seule  connais- 
ance  de  ses  angles,  conclusion  absurde  [Géom.,  147). 

153.  L'aire  S  d'un  triangle  rectiligne  quelconque  [^g.  28] 
isi  [Géom.,  2kS) 

S=-AB.CD=-c.CD. 
1  2. 

Le  triangle  rectangle  ACD  donne  (  lil) 

CD  =  *sinA. 
Dn  B,  par  suite, 

S=  -fccsinA. 
2 

L'aire  d'un  triangle  rectiligne  quelconque  est  donc  égale  à 
fa  moitié  du  produit  de  deux  de  ses  côtés  par  le  sinus  de 
Vangle  qu'ils  comprennent.  Cette  formule  est  d*un  usage  con- 
tinuel» 

154.  Il  est  clair  que,  pour  A  ==  90*»,  les  formules  relatives 
aux  triangles  rectilignes  quelconques  reproduisent  celles  qui 
se  rapportent  aux  triangles  rectilignes  rectangles. 
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CHAPITRE  IL 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  RECTANGLES. 


155.  La  résolution  des  triangles  rectangles  présente  quatn 


cas. 


On  peut  donner  Thypoténuse  en  même  temps  qu'un  angle 
aigu  ou  un  côté  de  Tangle  droit;  ou  bien^  un  côté  de  l'angle 
droit  avec  un  angle  aigu  ou  le  second  côté. 


Premier  cas. 


156.  On  donne  l'hypoténuse  a  et  l'angle  aigu  B  :  on  de- 
mande les  deux  côtés  b  et  c  et  l'angle  C  (Jig.  ag). 


Fig.  ag. 


On  a  immédiatement 

C  =  90»— B. 

La  formule  (l&l) 

b  =  as\nB 
B     donne 

Iog6=:loga  +  logsinB. 


On  a  ensuite  (141) 
d'où 


c  =  acosB, 
loge  =  loga  -h  log  cosB. 


Quant  à  l'aire  S  du  triangle  considéré,  qu'il  faut  avoir  soi» 
d'exprimer  en  fonction  des  données,  on  a  (145) 

S=  -6c=  -a^sinBcosB, 
2  a 
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-d'où  (i.l,Jlg.élém.,^7i) 

logS  =  2  loga  +  log  sinB  -f-  log  cosB  +  L  .a. 

Denzièine  cas. 

157.  On  donne  l'hypoténuse  a  et  le  côté  b  :  on  demande 
Vautre  côté  c  et  les  deux  angles  B  e/  C  [fig*  29). 

On  a 

6  =  acosC,    d'où    cosC  =  -> 

a 

et 

.    log  cosC  =  Iog6  —  loga. 

C  étant  connu,  on  en  déduit 

B^igo»— C. 
Enfîn,  la  relation 

c»  =  û»  —  62  =  (a -4- 6)(a  -  6) 
donne 

log{?=  -[log(a-f-6)  H- log  (a  — i)]. 

L'hypoténuse  a  et  le  côté  b  différent  souvent  très  peu. 
L'angle  C  est  alors  très  petit  et,  en  le  déterminant  par  son  co- 
sinus, on  ne  peut  plus  compter  sur  l'exactitude  du  résultat 
(130).  La  formule  (19)  du  n""  66  lève  cette  difficulté.  On  a,  en 
effet,  d'après  cette  formule, 


\-^T 


.  j  —  cosC 


En  substituant  à  cosC  sa  valeur  ->  il  vient 

a 


.       C 
tang- 


Ai  a /a  —  b 


d'où 

log  tang  -  =  ^  [log(a  —  6)  —  log(a  -i-  b)]. 
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Q 

L*angle  -9  étant  déterminé  par  sa  tangente.  Test  aussi  exacte- 
ment que  possible  (129),  et  il  en  est  de  même,  par  consé* 
quent,  de  l'angle  C* 

On  voit  que  les  logarithmes  qui  servent  au  calcul  de  tang- 

sont  précisément  ceux  qui  servent  au  calcul  du  côté  c.  Oq 
doit  donc  suivre  de  préférence  la  marche  indiquée  en  dernier 
lieu»  lors  même  que  b  n'approche  pa$  de  a. 
Quant  à  l'aire  S  du  triangle,  on  a 


d'où 

logS  =  logé  4-  -  [Iog(a  4-  6)  -h log(a  —  6)]  h-  L.2. 


2  ' 


Troisième  cas. 

158.  On  donne  le  côté  b  et  l'angle  B  :  on  demande  l'kjrpo- 
ténuse  a,  le  côté  c  et  l'angle  C  {/ig.  29). 

On  a 

C  =  9o«>— B. 

De  la  formule  b  —  a  sinB,  on  déduit 


a  = 


sinB 

d'où 

loga  :=  logfc  —  log  sin  B. 

La  formule  (U2) 

c  =  6cotB 

donne  ensuite 

loge  =  logfc  -4-  log  cotB. 

Quant  à  l'aire  S  du  triangle,  on  a 

S=^bc=-b^coiB, 
2  2 

d'où  _ 

logS  — 2log&  -f-  logcotB  +  L,2. 
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Qaatiième  cas. 

159.  On  donne  les  deux  côtés  b  et  c  :  on  demande  Vhypo- 
ténuse  a  et  les  deux  angles  B  ^/  C  [Jig*  29). 

La  formule  (142) 

6  =  ctangB 

donne 

iangB=:  -, 

d'où 

log  langB  =  logé  —  loge. 

On  a  ensuite 

C  =  9o*>--B. 

Connaissant  B,  on  peut,  de  la  relation  b  =  a  sinB,  déduire 

b 


a  = 


et    loga  =  logfr  —  log  sinB. 


siiiB 
L'aire  S  du  triangle  est  immédiatement 

S=-bc, 

d'où  _ 

logS  =  logé  H-  loge  +  L.2. 

On  pourrait  vouloir  déterminer  d'abord  l'hypoténuse  a,  en 

partant  de  la  formule 

a^  =  b^'h  eS 

qu'il  faudrait  alors  rendre  calculable  par  logarithmes  (t.  I, 
Jlg.  élém.,  372), 
On  écrirait  donc  (86) 

«'=**(' -^  S)' 

et  Ton  poserait,  par  exemple,  en  désignant  par  9  un  angle 
auxiliaire, 

|^  =  cot^9-- 

Il  en  résulterait  (36,  7) 

b^ 

a^=:b'-[i  +  cot^cp)  ==  62cosec2<p  =r  -— , 
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c*esl-à-dire 


SlIKp 


Mais  nous  avons  aussi  a  ==  -r—rr  •  L'angle  auxiliaire  ç  n'esi 

sino  ^ 

donc  autre  que  l'angle  B,  que  la  première  marche  suivie  nous 
a  conduit  à- trouver  d'abord,  et  il  est  inutile  de  chercher  à  dé- 
terminer directement  l'hypoténuse  a. 

Formules  de  vérificatioii. 

! 

160.  Il  est  toujours  utile  de  soumettre  les  calculs  à  desvé- 
rificaiionsj  qui  puissent  permettre  de  découvrir  les  erreurs 
commises  et  d'apprécier  le  degré  d'approximation  obtenu. 

Pour  la  résolution  des  triangles,  ces  vériQcations  sont  foar 
nies»  en  général,  par  des  formules  différentes  de  celles  qu'on 
a  employées  et  qui  doivent  contenir  à  la  fois  des  élémenti 
donnés  et  des  éléments  calculés. 

Si  ces  formules  se  trouvent  satisfaites  exactement  ou,  do 
moins,  avec  une  approximation  convenable,  il  y  a  une  très 
grande  probabilité  que  les  calculs  primitifs  ont  été  effectués; 
dans  de  bonnes  conditions. 

161.  Les  calculs  qui  se  rapportent  aux  triangles  rectangles 
sontsi  simples,qu'on  se  dispense  ordinairement  de  lesvérifîer. 

Nous  allons  indiquer  néanmoins  les  formules  dont  on  peut 
faire  usage  à  cet  effet.  1 


Premier  cas.  —  Les  données  sont  a  etB  [156).  | 

On  peut  alors  appliquer  la  formule 


C  /a- 6  B  /a 


—  c 


démontrée  en  traitant  le  deuxième  cas  (157). 
Si  l'on  avait  recours  à  la  relation  plus  simple 

tangB=-, 

les  erreurs  commises  sur  6  et  sur  c  pourraient  se  compenser 
en  partie. 
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Deuxième  cas.  —  Les  données  sont  a  et  b  (157). 
On  peut  alors  employer  Tune  des  deux  formules 


lang 


'i^yV^c      *  =  v^(«-f-^')l«--c). 


Il  en  sera  de  même  pour  le  troisième  cas  (158),  où  les  don- 
nées sont  h  et  B,  et  pour  le  quatrième  cas  (159),  où  les  don- 
nées sont  fr  et  c. 

Applications  numérignes. 

162.  Nous  donnons  ici  les  différents  éléments  d'un  triangle 
rectangle^  ainsi  que  les  logarithmes  correspondants  qui  peu* 
vent  entrer  dans  le  calcul  des  quatre  cas  que  nous  venons 
de  considérer.  Le  lecteur  pourra  les  résoudre  successive- 
ment, en  choisissant  dans  le  Tableau  ci-dessous  les  valeurs 
convenables;  et  il  pourra  ensuite  se  rendre  compte  de  l'exac- 
titude de  ses  propres  résultats,  en  les  comparant  aux  nombres 
du  Tableau. 

a  =  4765™,35,     b  =  2753»,357,     c  =  3889'",42o, 

A  =  9o»,     B=35-i7'4Ai7»     €  =  54042' 17",  83, 

a  -+.  6  =  75i8"*, 707,    a-\-c  —  8654°", 770, 

a — 6  =  2on",-993,    a  —  c=   875°*,  930, 

lOgarn  3,6780948,      1056=3,4398626,      loge  =3,5898848, 

log(a  -i-  b)  =  3,8761432,    log(a  -h  c)  =  3,9372556, 
log(a  —  6)=:  3,3036264,    log(a—  c)  =  2,9424694, 

logsinB  =  1,7617678  =  logcosC, 
logcosB  =  1,9117900  =  logsinC, 
log  tangB  =  ï, 8499779  =  log  cotC, 
logcotB   =o,i5oo22i  =  logtangC, 

B  C 

logtang-  =1,5026071,    logtang-  =1,7137416, 

log2  =  o,3oio3oo,     L.2  =1,6989700, 
logS  =  6,7287174,         8  =  5354481"'!. 
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CHAPITRE  IIL 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  QUELCONQUES- 


163.  La  résolution  des  triangles  rectilignes  quelconques 
présente  aussi  quatre  cas. 

Les  trois  premiers  correspondent  aux  trois  cas  d'égalité  des 
triangles,  c'esl-à-dire  qu'on  peut  donner  :  i®  un  côté  et  deux 
angles;  a*  deux  côtés  et  l'angle  qu'ils  comprennent;  3"  /ei 
trois  côtés. 

Le  quatrième  cas  est  celui  où  Ton  donne  deux  côtés  et 
l'angle  opposé  à  l'un  deux.  Nous  avons  vu  [Géom.y  12DJ, 
qu'il  pouvait  y  avoir  alors  deux  triangles  construits  avec  les 
données.  Ce  quatrième  cas  est  donc  un  cas  douteux,  sujet  a' 
discussion. 

Premier  cas. 

16i>.  On  donne  le  côté  c  et  les  angles  A  et  B  :  on  demande 
les  côtés  a,  b,  et  le  troisième  angle  C  [^g.  3o).  \ 


Fig.  3o. 


On  a  immédiatement  (150) 

C  =  i8o°  — (A-+-B). 
On  a  ensuite  (U6) 

abc 


a  = 


sinA       sinB 
csinA       .       csinB 


sinC 


sinC 


b  = 


sinC  ' 


et 


\oga  =  loge  +  log  sin  A  •+-  L.sinC, 
Iog6  =  loge  4-  log  SinB  ■+-  U.sinC, 


TRIGOirOMÉTEIB.  SqS 

Quant  à  l'aire  S  du  triangle,  qu'il  faut  avoir  soin  d* exprimer 
en  fonction  des  données,  on  a  (153),  en  conservant  sinC  qu'on 
pourrait  remplacer  par  sin  (A  -h  B), 

c       I  ,      .    .        I    _  sin  A  sin  B 

8=  ~6csinA=  ~c2 r—r^ — > 

2  2  sinC 

d'où 

logS  =  2logc-+-logsinA  +  logsinB-h  LslnC-f-L.2. 

Deuxième  cas. 

165.  On  donne  les  deux  côtés  a,by  et  l'angle  compris  C  :  on 
demande  le  troisième  côté  c  et  les  deux  autres  angles  A  etB 
[fig-  3o). 

Comme  on  a  immédiatement 

A-hB  =  i8oo-C    ou     ^i±J?  =  9o'»--, 

2^2 

4    1> 

on  doit  chercher  à  déterminer  la  demi-différence >  de 

2 

manière  à  trouver  à  la  fois  les  deux  angles  A  et  B  (t.  I,  Alg. 
élém.,  2). 
Or,  nous  avons  (146) 

a sin  A 

6""  sinB' 

En  supposant  a^b,  nous  en  déduirons  (t.  I,  Arithm.y  393) 

tan    ^^^ 

g -h  b  __  sinA-<-sinB  _       ^      2 

û'^T^  ""sinA— SinB""  A  — B     ^     ^' 

tang-^ 

A  -X-  Tl 

Mais,  puisque  A  +  B  est  le  supplément  de  C,  est  le 

C  A  -4-  R 

complément  de  ->  et  Ton  peut  remplacer  tang par 

2  2 

cot-*  La  relation  précédente  donne  donc  Gnalement 

A— B      fl— 6        C 

tang =  — — r  cot-> 

°      2  a-hb        2 

De  c.  —  Cours.  II.  38 
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d'où 

loglang ==log(a  —  6)-4-logcoi-  -h  L(a-T-6). 


Si  les  Tables  conduisent  alors  à =  »•,  on  a  à  la  fois 


A       B  ^      C      A       B        „ 

— I —  =  Qo* , =  n», 

2  2*'  2  2  2 

c'esl-à-dire 

C  C 

A  =  QO^-hn^ >     B  =  9o<>— n® • 

En  ajoutant  ces  deux  valeurs,  on  retrouve  l'égalité 

A  +  B  =  i8o<»— C; 

mais  ce  n'est  pas  là  une  vérification,  puisqu'on  a  introdai^ 
cette  même  condition  dans  le  calcul.  On  voit  d'ailleurs  qu'eij 
ajoutant  A  et  B,  l'erreur  qu'on  a  pu  commettre  sur  n  dispa^ 
ratt  nécessairement  avec  n  lui-même. 

Il  reste  à  trouver  le  côté  c.  On  peut  le  tirer  de  la  propifr 
tion 

a  c  .  .  /isînC 

-T— r==-T— r.»     qui  donne    c=—. — —: 
sinA       smC       ^  sinA  ' 

mais  on  a  alors  trois  nouveaux  logarithmes  à  calculer.  Il  e^ 
donc  préférable  d'opérer  comme  il  suit. 
Des  rapports  égaux 

a     b     c 

sin  A       sinB       sînC 

on  déduit  (t.  I,  Jlg.  élém.,  63) 

a-\-b  a  —  b  c 


sinA-f-sinB       sin  A— sin  B       sinC 

Il  en  résulte 

_  (a-4-6)sinC  _  (a— fc)sinC 
""  sinA+sinB       sinA  — sinB* 

Il  faut  rendre  ces  valeurs  calculables  par  logarithmes.  Or,  ot 
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A-f-  B 
a  immédiaiemeni  (59,  81),  en  se  rappelant  que  est  le 

complément  de  -> 

.    C        C  *        .    C 

.   ^  2sin  -  cos-  sin- 

SinC  2  2  2 

sinA-f-sinB  ""       .    A-+-B         A—  B  ^         A— B' 
2  sm cos cos 

2  2.2 

,  c      c  c 

.   ^  2sin-  cos-  cos- 

SinC  2  2  2 


sînA— sinB""       .A— B         A-t-B         .A— B 
2  sin cos sin 


Il  vient  donc 

(a  4- 6)  sin  -       [a  —  b]  cos- 

^"^  r=rB"^       .    A-B     • 

cos sin 


Comme  la  détermination  de  la  demi-différence exige  le 

calcul  de  log(a-+-6)  et  de  log(a  — 6),  on  voit  qu'en  s'arrê- 
tant  à  Tune  des  deux  valeurs  précédentes  de  c  on  n'aura  que 
deux  nouveaux  logarithmes  à  chercher  au  lieu  de  trois. 

Les  deux  formules  qu'on  vient  d'établir  sont  d*ailleurs  très 
importantes,  en  dehors  même  de  la  résolution  spéciale  du 
deuxième  cas.  Elles  donnent 

(]      _  .     ^ B 

Iogc=:  Iog(a4-  b]  -f-  log  sin  -  -f-  L  cos > 

logc  =  log(a  — é)  -4-  log  cos  -  -4- L  sin     ""     . 

Enfin,  on  a  immédiatement,  pour  l'aire  S  du  triangle, 
S=  -aisinC, 

2 

d'où 

logS  =  loga-4-  logé  -f-logsinC  -I-L.2. 

166.  Il  arrive  souvent  dans  la  pratique,  quand  on  a  un  réseau 
de  triangles  à  calculer,  que  les  côtés  a  et  b  se  trouvent  donnés 
par  leurs  logarithmes^  Il  faut  alors  employer  directement  ces 

38. 
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logarithmes  et  éviter  de  remonter  aux  nombres.  Les  indica- 
tions précédentes  doivent  donc  être  modifiées. 
Reprenons  la  formule 

A~B       a-b        C 

tang zrz y  cot  -• 

°      2  rt  -+-6         1 

Posons  -  =  tang9,  c'est-à-dire  déterminons  l'angle  auxi- 
liaire 9  par  la  condition 

log  langç  =  logé  —  log^r. 

Nous  pourrons,  dans  la  fraction v?  remplacer  6  para  tang;;, 

et  diviser  ses  deux  termes  par  a.  Elle  deviendra  ainsi  (53) 

1  —  tan°;9  ,  ,^  , 

—-  =  lang  45^  —  9  , 

I  -I-  lang9  ^^^         ^'' 

A  —  B 

et  Ton  devra  calculer  tang par  la  formule  transformée 

A  —  B  ,  ,f^         .        C 

tang =  tang(45<»— -(pjcol-? 

2  2 

qui  donne 

logtang =  logtang(45°~  9)  4-  log  cot  -• 

Dans  l'hypothèse  que  nous  considérons,  il  faut  avoir  soin 
de  calculer  directement  le  côté  c  par  la  relation  c  =     .   /1 

SIDA 

puisque  loga  est  connu.  On  a  donc 

loge  =  logtf  -I-  log  sin  C  H-  L  sin  A. 

167.  Il  peut  arriver  encore,  comme  cela  a  lieu  en  Astrono- 
mie, que  les  côtés  a  et  b  se  trouvent  donnés,  le  premier  p0 
son  logarithme,  le  second  directement.  Voici  comment  il  con- 
vient alors  d'opérer. 

Des  deux  relations  (146, 149] 

c       sinC       ,  ^  . 

6  =  acosC-+-  ccosA 


a       sin  A 


on  déduit 


c  sinA  =  abinC, 

c  cos  A  =ib  —  a  cosC; 
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en  divisant  ces  deux  égaliiés  membre  à  membre,  il  vient 

a  sin  C 


tangA 


b  —  acosC 


L'angle  A  est  aigu  ou  obtus  suivant  que  tangA  est  positive 
ou  négative,  ou  suivant  que  le  dénominateur  b  —  a  cosC  est 
lui-même  po5i///ou  n^/ofa/i/.  Les  quantités  négatives  n'ayant 
pas  de  logarithmes  (t.  I,  Jlg,  élém.,S&0),  il  faut,  pour  que 
l'expression  obtenue  se  prête  toujours  au  calcul  logarith* 
mique,  la  mettre  sous  la  forme 

±  tangA  =  jTiTÂ rr,  » 

les  signes  -1-  et  —  se  correspondant  dans  les  deux  membres. 
On  a  donc 

logdi  tangA  =  loga  -+-  logsinC  -+-  L  d=  (6  —  a cosC). 

Ainsi,  lorsque  la  quantité  (6  — acosC)  sera  négative,  on 
changera  le  signe  de  cette  quantité  en  même  temps  que  celui 
de  l'inconnue  tangA;  et  les  Tables,  au  lieu  de  l'angle  obtusA, 
feront  connaître  son  supplément  180®  — A,  qu'on  devra  re- 
trancher de  i8o<>  pour  avoir  finalement  A. 

i*our  calculer  d'ailleurs  logzb  (6  —  a  cosC),  il  faut  calculer 
d'abord  le  produit  a  cosC  en  se  servant  des  Tables,  le  retran- 
cher directement  de  b,  puis  revenir  aux  Tables, 

Une  fois  A  connu,  on  a 

B  =  i8oo-(A  +  C)     et    c  =  ^^. 
^  '  smA 

168.  On  pourrait  vouloir  déterminer  d'abord  le  côté  c  en 
partant  de  la  relation  (1&'8) 

c'=a'-i-  62—  2a6cosC, 

qu'il  faudrait  alors  rendre  calculable  par  logarithmes  (t.I, 
J/g.éiém.,d72). 

On  multiplierait  d'abord  [a^-^-b^)  par  l'unité  mise  sous  la 

C  C 

forme  sin^  -  -+-  cos^  -  (3^);  P"îs,  l'on  remplacerait  cosC  par 

C  C 

cos' sin^  -  (59).  On  aurait  ainsi 

c^={a^-hb^]  Uin^  ^  4-  cos2^\  —  aa6  fcos^»  -  -  sin^  ^  K 
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c'esl-à-dire,  en  développant, 

C  C 

c2  =  (a  4-  by  sin^  --+-(«  —  b)^  cos^*  -• 

On  en  déduit  évidemment  (86) 

c^=(a+6)^sin^^ri  +  î^.=^cot^n. 

Si  Ton  pose  alors,  en  désignant  par  9  un  angle  auxiliaire, 

a-b        C 

V  cot  -  =  ungo, 

il  vient 

^  [a-^-bYsm^- 

c2i=(a  +  é)2sin2  -séc29= » 

^  '  2  ^  cos'^q) 

d'où 


c- 

(a  +  fr)sin- 

*        COS9 

nous  avons 

trouvé 

plus  haut  (165) 

Q 

(a-+  6)sin  - 

Cr 

^           A-B 
cos 

2 

L'angle  auxiliaire  9  n*est  donc  autre  que  la  demî-diffé- 
renée  >  que  la  première  marche  indiquée  nous  a  con- 
duit à  calculer  d*abord;  et  il  est,  par  conséquent,  inutile  de 
chercher  à  déterminer  directement  le  côté  c. 


Troisième  cas. 

169.  On  donne  les  trois  côtés  a,  6,  c  :  on  demande  les  trois 
angles  A,  B,  C  (Jig.  Se). 

Nous  résoudrons  la  question  en  calculant  directement  les 
demi-angles  du  triangle. 
La  relation  (ikS) 

a^  =  62  ^  ç2  _  ^ic  cosA 
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<}onne  immédiatement 

cos  A  = y • 

On  a  d'ailleurs  (66] 

.  „A      I— cosA            ^A       i-ï-cosA 
sinî*-  = ,    cos2-  = 

2  2  2  2 

Or,  d'après  la  valeur  de  cosA, 

I  — cosA__  abc         __fl^— (6  — c^) 

2  2  ^bc 

ou,  en  appliquant  un  théorème  connu  (t.  I,  Jlg,  élém.,  30], 

I  —  cos  A {a  +  b  —  c)  [a  -h  c  -^  b) 

2  ^bc 

De  même, 

6^  -4-  c^  —  a^ 

1  •+■  cosA 26c         _(t-f-c)^  — fl^ 

2  2  4*^ 

ou,  en  appliquant  la  même  transformation, 

I  +  cosA  __  {a  -h  b  -^  c)  {b  -^  c  —  a) 
2  ^bc 

Pour  simplifier,  nous  représenterons  alors  par  np  le  péri- 
mètre du  triangle  considéré.  Nous  aurons  ainsi 

a-h  b-h  c==  2p,     b  -h  c  —  a  =  2(p  —  a)^ 
a  -h  c  —  b  =  ^[p  —  b)f    a-l-6  —  c  =  2(/>  — c]. 

En  substituant  ces  valeurs  des  diflérents  facteurs  dans  les 
relations  précédentes,  on  peut  supprimer  le  facteur  commun 
4  aux  deux  termes  de  chaque  fraction,  et  il  vient  finalement 

I  — cosA__  (/?  —  b)  (/?--  c)       I  -4-  cosA_p(p  —  a) 

2  bc  2  bc 

Il  en  résulte 


•    A      ,  /(p^b)ip  —  c)  A      ,  / 


bc 
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On  trouve  de  même,  par  de  simples  permutations  de  lettres. 


ac 


-!=/ 

w^ 


B 

-./PiP- 

à) 

a 

-\        ac 

C 

-./PiP- 

c) 

3 

-\         ab 

-  c     ,  /(p—a)(p  —  f>) 

sm-  =  i/^^- '—^ y     cos 

En  divisant  membre  à  membre  et  deux  par  deux  les  for- 
mules relatives  aux  sinus  et  aux  cosinus  des  demi-angles  du 
triangle,  on  obtient  les  trois  suivantes,  relatives  à  leurs  tan- 
gentes : 


^     V      p[p-o} 


tangg:=i/'^^^--"^^--', 

C^     /{p-a)(P'-0) 
^       V        P(P—C) 


tang 


Dans  les  neuf  relations  qu'on  vient  d'établir,  et  qui  sod( 
très  importantes  en  dehors  même  de  la  résolution  spéciale  do 
troisième  cas,  tous  les  radicaux  indiqués  doivent  être  pris  avec 
le  signe  +,  puisque  les  demi-angles  d'un  triangle  sont  néces- 
sairement aigus. 

Lorsqu'on  veut  déterminer  un  seul  anp^le^  quel  que  soit 
celui  des  trois  groupes  de  formules  qu'on  considère,  on  a 
quatre  logarithmes  à  calculer.  Mais,  lorsqu'on  veut  tous  les 
angles,  les  formules  sinus  exigent  qu'on  calcule  six  loga- 
rithmes, les  formules  cosinus  t\\^QVk\  qu'on  en  calcule  sept^el 
les  formules  tangentes  exigent  qu'on  en  calcule  quatre  seule- 
ment. Ce  sont  donc  ces  dernières  qu'il  faut  préférer  dans  les 
applications^  puisque,  en  outre,  en  les  employant^  on  déter- 
mine les  angles  cherchés  avec  une  plus  grande  exactitude  (129). 

En  prenant  les  logarithmes,  on  a 

Ai  —        — 

log  Ung  -  =  -  [ log  (p  —  ô )  +  log  (/>  —  c)  +  L/>  -+-  L  (/i  -  a]], 

g       j  

log  tang-  =  -  [log  (p  —  a)  +  log(p  —  c)  -+-  L/>  -4-  L  (/^  -*)], 


log  tang-  =-[log(/>  — rt)  +  log(p  — ft)  -hLp-^Llp-c]]. 
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11  convient  de  calculer  d'abord  les  quantités/^,  p  —  a^p  —  b, 
p — c,  et  leurs  logarilhmes  directs  el  préparés  (l.  1,  Jlg. 
élém.y  371)  ;  puis,  on  n'a  plus  qu'à  substituer  convenablement 
les  valeurs  trouvées  dans  les  trois  formules  précédentes. 

170.  Pour  que  le  triangle  so\l  possible,  il  faut  que  chaque 
côté  soit  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres  (Géom.,  35). 

Si  cette  condition  n'était  pas  remplie»  si  Ton  avait,  par 
exemple,  c>a-i-  6,  il  en  résulterait  nécessairement 

a<Cb-h  c,    6  <C  a  -+-  c. 

On  aurait  donc  à  la  fols 

a-h  b  —  c<io,     6-hc— a>>o,     a-hc  — é>>o, 

c'est-à-dire  (169) 

/>— c<o,    p  — a>o,    p  — 6>o. 

La  valeur  de  tang—  se  présenterait,   par  conséquent,  sous 

forme  imaginaire  {i.lyJlg.  ^/^m.,  223),  et  il  en  serait  de 

même  des  valeurs  de  tang—  et  tang  -• 

On  voit  qu* une  valeur  négative  trouvée  pour  l'une  des  trois 
différences  {p  —  a),  (/?  —  6),  {p  —  c),  indique  Y  impossibilité 
du  problème. 

171.  On  a,  pour  l'aire  S  du  triangle  (153), 

S  =  -fccsinA. 

2 

A         A 

D'ailleurs,  comme  sinA  =2  sîn—  cos—  (59),  il  vient,d'après 

les  formules  précédentes  (169), 

et  il  en  résulte  l'expression  déjà  connue  [Géom.,  251  ) 

S>  =  \/p(p-a)(p-b)(p-c). 
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On  a  donc,  en  prenant  les  logarithmes, 

logS  =  i  [log;?  4-  log{p  —  a)  +  \og{p  —  b)  Iog(p  -  c)]. 

Les  quatre  logarithmes  qui  ont  servi  (169)  à  calculer  les 
demi-angles  du  triangle  serviront  donc  également  à  calculer 
son  aire. 

172.  Rayon  du  cercle  circonscrit.  —  On  peut  demander  de 
calculer  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit  au  triangle  donné. 
De  la  relation  (U7) 

sinA 

on  déduit 

a 


R=: 


2SinA 

Si  l'on  se  reporte  à  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  \ 

sinA  (171),  on  a  donc  ! 

^^p[p-a)[p-b)[p-c)        4& 

173.  Rayons  des  cercles  inscrit  et  exinscrits.  —  Cherchons 
d*abord  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  au  triangle  donné  [Géom., 
130,  252).  Pour  cela,  joignons  [Jig.  3i)  le  centre  0  de  ce 


cercle  aux  trois  sommets  du  triangle.  La  somme  des  aires  des 
trois  triangles  partiels  ainsi  formés  équivaut  à  l'aire  totale  du 
triangle,  de  sorte  qu'on  a 

o       ar       hr       cr       a-^h  -\-  c 

2  2  2  2 

Le  périmètre  [a-^b  -\-c)  du  triangle  étant  représenlé  par 


ip  (169),  il  vient 
d'où 
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S=pr, 


6o3 


-à]{p-c) 


^^S  ^\/-p{p-a)(p-b)(p-c)  ^     /(p-a)(p-b) 

p  p  y  p 

Cherchons  maintenant  les  rayons  ra,  ri,,  rc,  des  cercles  ex- 
inserits  au  triangle  donné  [Géont.,  130).  Nous  désignons  par 
ra  le  rayon  0|E|  (Jig.  82)  du  cercle  exinscrit  qui  touche  di- 

Fig.  3î. 
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02 

"^^x^/^^ 

^\ 
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.^ 

\  vy^>^^ 

^ 

^ 

/^V'^ 
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^i(       \ 

/                         /' 

\ 

/w 

1/ 

/ 

V 

■■■■•.\ 

i// 

rectement  le  côté  a  du  iriangle;  de  même,  n  et  Vc  sont  les 
rayons  02Ea  et  OaEs  des  cercles  exinscrits  qui  s'appuient  sur 
les  côtés  h  et  c. 
Le  triangle  rectangle  Oi  £«  A  donne 

A 

ra  =  AEi.tang-* 

On  a  d'ailleurs,  en  se  rappelant  les  propriétés  des  tangentes 
issues  d*un  même  point  (Géom.,  128), 

AE,  =  AD<  =  c  -h  BD,  =  c  +  BF,. 
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En  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

2AEi  =  <n- 6 -h  c  =  2/i    et    AEt=p. 
Par  suite. 


^       ^2      '^  V       pip  —  ^)  V  />  — fl 


On  trouvera  de  même 


Parmi  les  formules  qu'on  peut  déduire  de  celles  qu'on  vient 
d'établir,  nous  nous  contenterons  de  remarquer  la  suivante: 


Ta  ri,  Te  =  S^,       d'où       S  :=  ^TPa  n  ^c. 

Vlh,   Seconde  méthode  pour  la  résolution  du   troisième  j 
cas»  —  La  considération  du   rayon  r  du   cercle  inscrit  au  | 
triangle  permet  de  calculer  le  troisième  cas  avec  plus  de  ra- 
pidité et  moins  de  chances  d'erreur. 

On  commence  par  calculer  ce  rayon  r  par  la  formule  (173) 


■=/ 


{p  —  a)(P'-b){p^c] 
ï 

P 

qui  donne 

Iogr=  ^[log(/>  —  a)  -f-  log(/?  -  6)  +  \og{p  —  c)  4- !./>]. 

On  remarque  ensuite  que,  pour  diviser  la  valeur  de  rpar 
{p  —  a],  il  faut  diviser  par  [p  —  a)^  la  quantité  placée  sous 
le  radical  qui  représente  cette  valeur.  On  trouve  alors,  en 
simplifiant»  

p-a       V        pip-a)  ^2 

On  a  donc  la  formule 

.       A  r 

lang—  == ï 

°  2       p  —  a 

qu'il  serait  facile  d'obtenir  directement  par  la  Géométrie,  en 
se  reportant  à  la  Jig.  3 1  et  en  calculant  r  comme  nous  avons 
calculé  r«. 
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De  même,  en  divisant  successivement  la  valeur  de  r  par 
p —  b)  et  (/>  —  c),  on  a 


B 

long-  irr 


p^b 


.  C 

lang-: 


p-^c 


On  peut  donc,  pour  calculer  les  demi-angles  du  triangle, 
lYoir  recours  aux  relations  suivantes,  qui  sont  d'une  applica- 
ion  plus  commode  que  celles  indiquées  au  n<*  169  : 

logtang--rIogr— log(p  — a), 
log  tang-  —  logr—  log(;>  —  6), 


log  tang  -  =  logr  —  log(/>  —  c). 

Laire  S  du  triangle  se  calcule  enfin  à  l'aide  de  la  formule 
S  =  pr,  qui  donne 

IogS  =  logr-i-  log/>. 

On  doit  bien  entendu,  comme  dans  la  première  méthode, 
déterminer  d'abord  les  quantités  /?,  />  —  a,  p  —  ft,  />  —  c,  ainsi 
que  leurs  logarithmes  directs,  plus  le  logarithme  préparé  de/> 
seulement;  puis,  substituer  convenablement  ces  logarithmes 
dans  les  relations  précédentes. 

Quatrième  cas. 


Fig.  33. 


175.  On  donne  les  deux  côtés  a^byCt  V angle  A  du  triangle , 
on  demande  les  deux  angles  B  et  C, 
et  le  troisième  côté  c  [fig.  33). 

Nous  savons  d'avance  par  la  Géo- 
métrie [Géom,,  120)  qu'il  peut  exister 
deux  solutions  ou  une  seule,  et  que 
le  problème  peut  être  impossible. 


U  suite  (H6) 

^^-^-"" 

'B' 

a 

b 

c 

sinÀ 

sinB 

s:nC 

donne  immédiatement 

sinl 

.^*^ 

InA 
fil 

asinC 

sinA 
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on  a  ensuite 

C  =  i8oo-(A-f-B). 

II  reste  à  discuter  cette  solution. 

Discussion.  —  La  valeur  de  sinB  doit  être  moindre  que 

Tunité.  Il  faut  donc,  pour  que  le  problème  soit  possible, 

qu'on  ait 

fcsinA  <;a. 

Mah»,  si  l'on  abaisse  la  perpendiculaire  CD  sur  la  base  du 
triangle,  elle  a  précisément  pour  valeur  fcsinA,  et  Ton  re- , 
trouve  la  condition  de  possibilité  indiquée  en  Géométrie       ! 

CD  <  a. 

Si  cette  condition  est  remplie ,  les  Tables  font  connattre  { 

un  angle  aigu  B,  dont  le  sinus  est  égal  à  — et  qui  répond 

a   la  question;  mais   l'angle  supplémentaire  B'=:i8o<>  — B,  ! 
ayant  même  sinus  que  B,  peut  y  répondre  également.  Si  cela  \ 
a  lieuy  il  existe  aussi,  pour  l'angle  C  et  pour  le  côté  c,  deux 
valeurs  qui  sont 

C=:i8o»-(A-+-B),     C'  =  i8o«-(A-4-B')  =  B  — A, 

asinC  asin(A-4-B) 

sinA  sinA  ! 

âsinC  rtsîn(B  —  A) 

SinA  sinA 

Or,  pour  que  la  seconde  valeur  C  soit  admissible,  il  faot 
qu'elle  soit  positive  et  qu'on  ait 

B>A,    d'où    ft>a. 

B  étant  aigu,  il  faut  donc  que  A  le  soit. 

On  ne  peut,  par  conséquent ,  avoir  deux  solutions  que 
lorsque  l'angle  A  est  aigu,  et  qu'en  outre  le  côté  a  qui  Im 
est  opposé  est  le  plus  petit  des  deux  côtés  donnés. 

Dans  toute  autre  hypothèse,  le  problème,  quand  il  est  pos- 
sible, n'admet  qu'une  solution,  et  le  triangle  est  complète- 
ment déterminé. 

Nous  retrouvons  ainsi  les  résultats  indiqués  en  Géométrie. 

On  aurait  pu  remarquer  a  priori  que,  lorsque  l'angle  A  est 
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obtus,  la  seconde  solution  B'  ne  peut  plus  être  admise^  puisque 
un  triangle  ne  peut  pas  présenter  deux  angles  obtus. 

Quand  11  y  a  deux  solutions,  les  aires  S  et  S'  des  triangles 
correspondants  ont  pour  valeurs 

S=  -JcsinA,    S'  =  -bc'sink, 

2  2 

c'est-à-dire,  en  exprimant  c  et  c'  en  fonction  des  données, 
S  =  ~a6sin(A-f-B),    S'=  ia6sin(B  —  A). 

2  2 

En  résumé  et  au  point  de  vue  numérique,  s'il  y  a  deux  so^ 
lutions,  la  formule 

log  sinB  =  logé  -f-  log  sin  A  -4-  La 

fait  connaître  B. 
On  en  déduit  ensuite  successivement 

C=:i8oo--{A-hB),    C'=B-A, 

loge  =  loga-f-  logsin(A  -h  B)  -f-  LsinA, 
logc-'=  IogaH-logsin(B  — A)  -h  LsinA, 

logS  =loga-f-log6  -j-logsin(A  +  B)  -+-L.2, 
logS'  =  loga  -h  logft  -f-  log  sin  (B  —  A)  -f-  L.2. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu'une  solution,  on  calcule  seulement  B, 
C,  c  et  S,  d'après  les  formules  ci-dessus. 

176.  On  pourrait  vouloir  commencer  par  calculer  directe- 
ment le  troisième  côté  c,  à  l'aide  de  la  relation  (1&>8) 

a^  z=z  b^ -\- c^ -— 7,bc  cos A, 

qui  ne  renferme  pas  d'autre  inconnue  que  c.  On  a  alors  à  ré- 
soudre l'équation  du  second  degré 

(i)  c^  — 2  6  cos  A.  c  H-  6»  — a^mo, 

qui  donne 


c  =  6  cos  A  ±  slb^  cos2  A  —  62  _^  ^2^ 

ou  

c?  =  6  cos  A  zh  v^a»  —  b'^  sin^  A. 
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Pour  que  c  soil  réel,  il  faut  qu'on  ait 

a2>6ninî»A    ou     (6sinA  =  CD)<a; 

c'est  la  condition  de  possibilité  trouvée  précédemment  (175). 
Il  faut,  de  plus,  que  c  soit  positif.  Or,  les  deux  racines  de 
l'équation  (i),  supposées  réelles,  seront  positives^  si  leur 
somme  26cosA  est  positive  et  si  leur  produit  [b^  —  a^]  est 
positif;  ce  qui  correspond  aux  deux  conditions 

cos  A  >  o    ou    A  <C  90**, 
62_a2>o    ou     a<^. 

Ce  sont  aussi  les  conditions  d'une  double  solution  trouvées 
précédemment  (175). 

Si  l'on  a  b^-—  a^<Co  ou  a^b,  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion (i)  sont  de  signes  contraires  (t.  I,  Jlg.  élém.,  244),  et  b 
première  seule  est  admissible. 

Qu'il  y  ait  ou  non  deux  solutions,  il  est  toujours  nécessaire 
de  rendre  la  valeur  de  c  calculable  par  logarithmes.  Pour  cela, 
nous  la  mettrons  sous  la  forme 


f=r6cosAdr/ii/  I — 


Comme  on  suppose  a^bsïn K,  on  peut  déterminer  un  angle 
auxiliaire  9  tel  qu'on  ait 

b  sin  A 

sin(P= • 

^  a 

11  vient,  par  suite, 

c  =  b  cos  A  dr  a  cosç. 

Mais,  de  la  relation  posée,  on  peut  déduire 

.       asincp 
0  =  —. — -i-, 
smA 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  c,  on  trouve  en 
simplifiant 

asinocosA  ^,  «sinfoiA) 

c= H—, ±:rtC0S9= ~-r ■• 

smA  ^  sinA 


TRIGOlfOMÉTHIE.  6oQ 

Le  but  est  donc  atteint;  mais,  puisqu'on  a 

.   -^      fcsînA 

sinB  = =  sin©, 

a 

'angle  auxiliaire  9  n'est  autre  que  l'angle  B  déterminé  d'abord 
uir  la  première  méthode,  et  l'on  n'a  aucun  intérêt  à  com- 
nencer  le  calcul  par  la  recherche  du  troisième  côté  e. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  remarquer  que  la  relation 
|ui  donne  l'angle  auxiliaire  conduit  à  deux  angles  supplémen- 
aires  9  et  9'  =  i8o»—  9.  Mais,  en  se  reportant  à  la  valeur  de  c 
8t  en  y  remplaçant  9  par  i8o"  —  9,  on  trouve 

sin(i8o®—  9±:A)  =  sin(9q=  A). 

Les  deux  solutions  qui  seraient  fournies  par  9'  sont  donc  les 
mêmes  que  celles  qui  répondent  à  9. 

Formules  de  yérification. 

177.  D'après  les  considérations  présentées  au  n"*  160,  nous 
indiquerons  les  formules  suivantes  comme  pouvant  servir  à 
b  vérification  des  calculs  relatifs  à  la  résolution  des  triangles 
quelconques. 

178.  Premier  cas.  —  Les  données  sont  c,  A,  B  (16ti'). 
On  peut  avoir  recours  à  l'une  des  deux  formules  (165] 

C  C 

[a  -h  b)  sin  -       [a  —  b]  cos- 

^~  A-B    ^      .    A  —  B 

cos sm 


;  Deuxième  cas.  —  Les  données  sont  a,  6,  C  (165). 
Si  Ton  multiplie  membre  à  membre  les  deux  expressions 

m  

—  a)(p  —  c) 


»»"82-V      P(P-I>) 


^"S^-V       p[p-c}      ' 

DbC— Co«rx.  II.  39 
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on  Irouve 

lang-  lang  -  =  ^ ? 

^  a       °2  p 

et  cette  relation  peut  servir  de  formule  de  vérification  pour 
le  deuxième  cas. 

Troisième  cas.  —  Les  données  sont  a^  by  c  (169). 

On  doit  trouver,  exactement  ou  très  approximativement. 

Quatrième  cas.  —  Les  données  sont  a,  b,  A  (175). 

S'il  n'y  a  qu'une  solution,  on  peut  se  servir  de  l'une  des- 
formules  de  vérification  employées  pour  le  premier  et  le 
deuxième  cas. 

S'il  y  a  deux  solutions,  la  Jig.  33  du  n^  175  donne 

AB  =  c,    AB'^c',    AD  =  c'-h——  =  ^-^^' 

2  2 

D'autre  part,  on  a,  d'après  le  triangle  rectangle  ADC, 

I 

AD=:6cosA.  I 

On  peut  donc  prendre,  comme  formule  très  simple  de  véri- 
fication, 

=  «>cosA    ou    c-+-c'=26cosA. 


Applications  nnmériqnes. 

179.  Nous  donnons  ici,  comme  nous  l'avons  fait  pour  le» 
triangle  rectangle  (162),  les  éléments  d'un  triangle  quel^ 
conque,  ainsi  que  les  logarithmes  correspondants  qui  peuvent 
entrer  dans  le  calcul  des  quatre  cas  que  nous  venons  d'éto* 
dier.  Le  lecteur  pourra  les  résoudre  successivement,  en  choK 
sissant  dans  le  Tableau  ci-contre  les  valeurs  convenables,  et 
vérifier  les  résultats  qu'il  aura  obtenus  en  les  comparant  aux 
nombres  du  Tableau. 


TRIGONOMÉTRIE  .  6 1 1 

a  =  3257",  894,     h  —  5431»  782,    c  =  7046",  358, 
Ii  =  a6"26'24^75,    B  =  47<»56'2^48,    C  =  io5«37'32'',77. 

[)ga=  3,5129369,    logé  =  3,7349423,    loge  =  3,8479646, 

m 

6  +  a=  8689,676,  log ( 6 -t- a)  =  3,9390036, 

6  — a=  2173,888,  log(6  —  rt)  =  3,3372372, 

c  -ha  =  io3o4,252,  log(c  +  a)  =  4>oi3oi65, 

c— a=  3788,464,  log(c  — a)  =  3,578463jr, 

c  -+-6  =  12478,140,  Iog(c-f-  6)  =  4,0961499» 

c  — ft=  1614,576,  log(cr— -  6)  =  3,2o8o584, 

m  _ 

=  7868,017,  log/?  =3,8958653,  Lp  =4>'M'347» 

a=:46>Oii2^»  log(/?  — a)  =  3,6637i25,  L(/>— a)  =  4,3362875, 

6=2436,235,  log(/i  — 6)  =  3,3867192,  L(/>— 6)  =4,6132808, 

c=  821,659,  log(/?— c)  =  2,9i469i6,  L(/?  —  c)  =  3,  o853o84, 

r=  io83°*,oi  I,     Iogr=  3,0346290, 
8  =  8521072"»^    logS  =  6,9304943, 

iA=  1,6486172,  logcosA  =1,9520267,  loglangA  =1,6966004, 
18=1,8706226,  logcosB  =1,8260657,  loglangB  =0,0445569, 
iC=î,9836449,  log(— cosC)=T,43o32i8,  log(— langC)=o,5533232, 


A  A 

log  sin  —  =  ï ,  3592519,    log  cos  —  =  T  ,9883355, 

B  '  B 

logsin-  =  î, 6087513,    logcos- =  1,9608415, 

C  C 

logsîn-  =1,9012762,    log  cos-  =  1,7813388, 

A  A 

logtang- =  1,3709165,  '  log  col  — =10,6290835, 

B  B 

log  lang  -  =  î  ,6479098,    log  col  --  =  o ,  3520902, 


'  2 
'1 


C  C 

log  tang  -  =  o,  1 199374,    log  COI-  =  ï ,8800626. 
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CHAPITRE  IV. 

EXERCICES  ET  APPLICATIONS. 


Fig.  34. 


180.  I.  Vaire  d'un  quadrilatère  quelconque  est  égale  à  la  moitié  Sa 
produit  de  ses  diagonales  par  le  sinus  de  V angle  qu'elles  comprennan. 

Soit  le  quadrilatère  quelconque  ÂBCD 
(fig.  34  ).  Désignons  par  D  et  D' ses  den 
diagonales  AC  et  BD,  et  par  a  leur  an^ 
elles  se  coupent  en  un  point  0  qui  dé- 
termine sur  la  première  les  segments  i 
et  d'  et,  sur  la  seconde,  les  segments/ 
et  d'". 

En  se  rappelant  (1S3)  que  Taire  d*in 
triangle  est  égale  à  la  moitié  du  prodoit 
de  deux  de  ses  côtés  par  le  sinus  (k 
Tangle  qu'ils  forment,  et  que  deux  an^ 
supplémentaires  ont  même  sinus,  la  figure  donne  immédiatement  : 

tr.AOB  =  i^</'sina, 
tr.  BOC  =  i  ££'££"  sin  a, 

tr.COD  =  irf''rf'"sina, 

1 

tr.  D0A  =  irfrf"'8ina. 

Par  suite,  en  représentant  Taire  cherchée  par  S,  il  vient,  en  ajoatut 
membre  à  membre  les  égalités  précédentes, 


S  =  - sina (dtf'H-  rfW'-i-  d'd"^  ddT) 
=  -  sina  [d{d'-+-  d")  -+-  d'id^  d'")] 


=  isina(e/-i-<r)(rf'-hO 


=  -Diysina. 
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On  voit,  d'après  cette  formule,  que  tous  les  quadrilatères  pour  lesquels 
D,  D'  et  a,  ont  les  mômes  valeurs,  sont  équivalents  ;  et  l'on  retrouve  ainsi 
ce  théorème  de  Géométrie  : 

Deux  quadrilatères  y  dont  les  diagonales  se  coupent  sous  le  même  angk 
et  ont  respectivement  des  longueurs  égales,  sont  équivalents. 

i81.  n.  Expressions  trigonométriques  des  aires  des  polygones  régu- 
Sers  de  n  et  de  ^n  côtés,  inscrits  et  circonscrits  à  un  cercle  de  rayon  R. 
—  Bapports  de  ces  aires. 


Soit  AB  (^g,  35]  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de  n  côtés  ;  désignons 

36o** 
par  a  = Tangle  au  centre  ÂOB  de  ce  polygone. 

Nous  aurons,  pour  Taire  du  triangle  isocèle  AOB, 


Fig.  35. 


tr.AOB  =  -R«sina. 

2 


Le  polygone  considéré  se  composant  de  n  trian- 
gles égaux  au  triangle  AOB,  on  a,  pour  son  aire  ^, 


s  = 


7iR«sina 


Soit  CD  le  côté  du  polygone  régulier  circonscrit  de  n  côtés,  qui  se  com- 
pose de  n  triangles  égaux  au  triangle  GOD*  En  se  reportant  à  la  figure, 
on  a,  pour  Taire  de  ce  triangle, 

tr.  COD  =  a.OI  =  R«  tang  -  • 
L'air«  S  du  polygone  régulier  circonscrit  de  n  côtés  est  donc 


S=r-wR*tang; 


Il  en  résulte 


s 

s' 


1  sm  -  cos  - 

Sin  a  2         2  .a 

= =  COS*  -  • 

a  .a  2 

2  tang  -  2  sin  - 


a 

COS- 
2 


Si  Ton  suppose,  par  exemple,  «  =  6,  on  a  -  =  So*»  et,  par  suite  (15), 
cos  -  =  —  •  Le  rapport  des  aires  des  hexagones  réguliers  inscrit  et  cir- 
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3 

conscrit  au  même  cercle  est  donc  égal  à  -  :  c'est  là  un  théorème  conna 

de  Géométrie. 

Désignons  maintenant  par  s^  et  par  S' les  aires  des  polygones  réguliers 
inscrit  et  circonscrit  de  s/z  côtés.  On  a  évidemment  sans  calcul,  en  rem- 
plaçant simplement  dans  les  formules  précédentes  /z  par  2/7  et  a  par  -j 

s'  =  TîR»  sin  -,     S'  =  2/tR«  tang7. 

Comparons  s  ks*  eXs*  k  S.  Nous  trouverons 

.    a 
,       sm  - 
s        sma  OL       s'  2  a 


par  suite, 


=cos-,  ê  = =  cos-; 

s'         .   OL  2'  S      ,       a  2 

2  sin  -  tang  - 

2  °2 


?  =  s' 


c'est-à-dire  que  Vaire  du  polygone  régulier  inscrit  de  %n  côtés  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  aires  des  polygones  réguliers  inscrit  a 
circonscrit  de  n  côtés,    • 

Par  exemple»  Taire  du  carré  inscrit  étant  égale  à  2R*  et  celle  du  carré 
circonscrit  à  4R*,  on  peut  en  conclure  immédiatement,  en  prenant  k 
moyenne  proportionnelle  des  deux  expressions,  que  l'aire  de  Toctogooe 
régulier  inscrit  est  égale  à  /2R«.4H*  ou  à  2R>v/^;  c'est  ce  qu'on  peut 
facilement  vérifier  par  la  Géométrie. 

Comparons  encore  S' à  s*.  Nous  aurons 


S' 

2tai 

"^    I 

s'' 

sin-        cos* 
2 

a 

4 

On 

a  d'ailleurs  (59) 

I-HCOS 

;-=2C0S* 

2 

a 

4 

et, 

par  suite,  on  peut 

écrire 

S' 

2 

s' 

I-H  COS  - 
2 

Comme  on  vient  d'obtenir 

s 

s^' 

a 
=  COS-j 
2 
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on  trouve  finalement 

S'          2            a/ 

s'~         s~s->-s' 

on,  d'après  la  relation  s' 

=  y/s.S, 

,_    a*'»   _   a5S 

6]5 


5  H-  j'        S -h  s' 

182.  in.  Expression  trigonométrique  de  Voire  d*un  segment  circu- 
iaiiv. 

Nous  allons  compléter  ici  ce  que  nous  avons  indiqué  au  n""  26â  de  la 
Géoméirie. 

Nous  voulons,  par  exemple,  calculer  l'aire  du  segment  circulaire  ÂIB 
(^.35),  dont  Tangle  au  centre  est  égal  à  a*".  Ce  segment  circulaire  est 
la  différence  du  secteur  circulaire  AOB  et  du  triangle  isocèle  AOB.  Or,  on 
a(Geo/7f.,  261) 

secl.  cire.  AOB  =  ^^^    et    tr.  AOB  =  i  R«  sin  a. 

hir  conséquent,  on  peut  écrire,  en  désignant  par  S  Taire  du  segment, 
7rR*a       Résina       7rR»a 


s  = 


36o 


i_7rR*a/         i8osina\ 
"""360' V  îra      /' 


Pour  rendre  cette  formule  calculable  par  logarithmes,  nous  emploierons 
an  angle  auxiliaire  7  déterminé  par  la  condition 


iSosina 
tang^=      ,«      • 

On  a  alors  (82) 

2  COS  *~ 

°^            cosf             cosf         \4        / 

COS(p 

Il  en  résulte 

S-36ocos,'««(45--Hf). 

COS 


(!-)• 


Pour  vérifier  cette  formule,  supposons  a  =  180'*.  Nous  aurons  alors 
sina  =  0  et,  par  suite,  tangy  =  o,  y  =  o,  cos*})  =  i.  Comme  cos45**  est 

égal  à  —  î  on  trouve  précisément  dans  ce  cas  S  =  — ,  comme  cela 
doit  être. 
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183.  ly.  Propriétés  du  quadrilatère  inscriptiblb. 

On  suppose  donnés  les  quatre  côtés  a ^b,  c,  dyd^un  quadrilatère  inscrip- 
tible  ÂBCD  (J!g,  36),  et  l'on  demande  de  calculer  ses  angles  y  ses  diap- 
nales,  son  aire  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Le  quadrilatère  étant  inscriptible,  ses  angles  opposés  À  et  C,  B  et  D,  so&t 
supplémentaires, 

Fig.  36. 


Sa  diagonale  ÂG  =  j:  le  partageant  en  deux  triangles  ABC,  ÂCD,  oo 
peut  poser  à  la  fois  (148) 

a:*  =  «*  H-  A*  —  lab  cosB  =  c^ -k- d^  —  iicd  cosD. 
Mais  cosD  =  —  cosB,  et  il  vient 

û«  -h  A*  —  lab  cosB  =  c*  -f-  rf«  -f-  acr/cosB, 

d'où  Ton  déduit 

„      Û>  -f-  ^*  —  c*  —  rf* 

COSB  = y—r :7T • 

%[ab  -^  cd) 

Gomme  cette  formule  n'est  pas  calculable  par  logarithmes,  nous  dous 
servirons  de  la  relation  (59) 


B  /i  — cosB 

lang-  =  4  / 5? 

°  a      V  '■♦*  cosB 


qui  devient,  par  substitution, 


/  gt  -4-  ^1  —  c2  —  ^/a 

B       A       /  9.{ab -h  cd) 

y  ii{ab'^cd) 

On  obtient  sans  peine,  en  simplifiant  et  en  appliquant  une  décompositioD 
connue, 


B_      /(c-f-c?)»— (/i  — 6)«_      l{c'i-d-ha-b){c 
^^^i^S/  (a-i-b^)-^(c'-d)^~~\ia-^b-\-c^d){a 

Désignons,  pour  simplifier,  par  yj  le  périmètre  du  quadrilatère.  Ko» 
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lurons  successivement 

a-i-b-hc-^d  —  2/7, 
ù-\-c-i-d  —  a  =  2p  —  ^a  =  ^{p  — a), 
a  -4-  c  H-  d—  b  =  ip  -—  'i,b  =  i{p  — ^), 
a-\-b-\-d— c  =  ip  —  ic  =^  i[p  —  c)y 
a-i-b-^c  —  d  =  ^p  —  id=^  ^{p — d). 

On  trouve  alors,  en  supprimant  le  facteur  commun  qui  apparaît, 


'"'^-2      \(p-'c)(p-d) 


On  a  de  môme,  en  permutant  simplement  les  lettres  b  et  ^  comme  Tin- 
lique  la  figure, 


Connaissant  A  et  B,  il  en  résulte  C  =  i8o°—  A  et  D  =  i8o*»—  B. 

Passons  à  la  détermination  des  diagonales  AC  =  jt  et  BD  =  j. 

Si,  dans  la  première  expression  de  x*  indiquée  précédemment,  nous 
remplaçons  cosB  par  sa  valeur,  il  vient 

,       ,.  ,a^-hb^  —  c^—d*       (a^-hb^)cd-h  (c^-^fl^)ab 

3fi=za^-^b^—  2ab — -jr =  i '—- i— — 

2 (a^  -t-  cd)  ab  -f-  cd 

_  a^cd  -\-  b^cd  ■+■  abc*  ■+-  abd*  _ad(ac  -\-  bd)  -h  bc{ac  -h  bd) 

ab  •+-  cU  "~  ab  ■+-  cd 

__  (ad  -^  bc){ac  -h  bd) 

ab-hcd 


On  a  donc  finalement 


-s/' 


(ad -h  bc)(ac  -\-  bd) 
ab-i-cd 


et  ensuite,  par  de  simples  et  évidentes  permutations  de  lettres. 


/H 


b  -^  cd){ac  -h  bd) 


ad-^-  bc 


Si  Ton  multiplie  et  si  Ton  divise  les  valeurs  de  a:  et  de  7  Tune  par 
l'autre,  on  obtient  les  relations  remarquables 

,  ,     X      ad-¥-  bc 

xr  =^  ac  -^  bfl.     -  =  — ; >» 

•^  y      ab  -^  cd 

qui  démontrent  ces  deux  théorèmes  de  Géométrie  (i^o/r  Traité  de  Géo- 
HÈrRiB,  par  Eugène  Rouché  ei  Ch.  de  Comberousse,  4°  édition,  240,  241)  : 

Dans  tout  quadrilatère  inscriptibiây  le  produit  des  deux  diagonales  est 
^gol  à  la  somme  des  produits  des  côtés  opposés,  et  leur  rapport  est  égala 
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celui  des  sommes  formées  par  les  produits  des  côtés  qui  aboutissent  ns' 
pectivement  aux  extrémités  de  chaque  diagonale. 

Cherchons  maintenant  Taire  du  quadrilatère,  que  nous  représenteroos 
par  S.  En  considérant  les  deux  triangles  ÂBC,  ACD,  dans  lesquels  les 
angles  B  et  D  sont  supplémentaires,  on  a  immédiatement 

a       Il-t»       Ij-tx      ab  -^cd   .   ^ 
S  =  -ab  smB  -H  -  c£C  smD  = smB. 

2  2  2 

Tout  revient  donc  à  calculer  sinB. 
D*après  la  valeur  de  cosB,  on  peut  écrire 

smÉ=^i^(^       2(.^-^.^)       J^y- \[ab^cdY ^ 

En  faisant  usage  de  transformations  bien  connues,  on  obtient 


2  {ab  -h  cd) 


\J\a-\-b-^c  —  tL)  (a~i-b-hd  —  c)  {c-hd-ha  —  b)[c-T'd+ù^ 


ou,  en  exprimant  les  facteurs  placés  sous  le  radical  en  fonction  du  péri- 
mètre  2/7  du  quadrilatère,  comme  nous  Tavons  lait  pour  calculer  tang-i 


^^^^  =  -^f:^r^\/(p-^)(p-à)[p-c){p^d}. 
La  valeur  de  Taire  du  quadrilatère  est  donc 


S  =  ^{p-u)(p-b){p^c){p-d). 

Enfin,  R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère,  le  Iriangie 
inscrit  ABC  permet  de  poser  (147) 

X 


d'où 


2R=  -r-51 

smB 


_  __      .r      _  I       /( ad  ■+■  bc)  [ac  H-  bd)  (ab  -4-  cd) 

-  270  ""  4  V  (/"-«)  (P-^)  (/^-^) iP-'^)' 


En  faisant  d=o  dans  toutes  les  formules  relatives  au  quadrilatère  in- 
scriptible,  on  retrouve,  comme  cela  doit  être,  toutes  les  formules  corres- 
pondantes applicables  aux  triangles  quelconques. 
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CHAPITRE  V. 

PROBLÈMES  DE  TRIGONOMÉTRIE  PRATIQUE. 


18^.  Nous  nous  proposons  de  traiter  dans  ce  Chapitre  quel- 
ques questions  qui  se  présentent  fréquemment  dans  le  Levé 
des  plans.  Nous  supposons  donc  le  lecteur  familiarisé  avec 
cette  partie  de  la  Géométrie  appliquée.  Il  pourra,  du  reste, 
trouver  les  notions  de  Topographie  qui  lui  seraient  néces- 
sairesy  exposées  avec  beaucoup  de  soin  dans  la  Note  III  des 
Eléments  de  GÊOHÉTHiBy  par  Eugène  Roucbé  et  Ch.  de  Combe- 
rousse  (3*  édition,  1881). 

Dans  les  problèmes  que  nous  allons  parcourir,  les  données 
sont  toujours  des  angles,  évalués  à  Taide  du  graphomètre,  et 
une  droite  limitée  prise  pour  base  et  mesurée  avec  la  chaîne 
d*arpenteur. 

Mesure  des  hauteurs. 

185.  I.  Déterminer  la  hauteur  d*un  édifice  dont  le  pied  est 
accessible  et  qui  repose  sur  un  terrain  sensiblement  horizontal 

(/îff.37). 

Fig.  37. 


D  l 


.."liSî:. 


f 


Soit  AB  la  hauteur  à  évaluer.  On  trace  sur  le  terrain,  a 
partir  du  point  A,  une  base  horizontale  AD  qu'on  mesure  avec 
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la  chaîne  et  qui,  autant  que  possible,  doit  être  à  peu  près 
égale  à  la  hauteur  AB  elle-même.  On  établit  alors  en  D  un 
graphomètre  dont  le  centre  doit  se  projeter  sur  le  terrain  pré- 
cisément en  D,  On  peut  facilement  s'assurer  que  cette  condi- 
tion est  remplie,  à  l'aide  d'un  Jil  à  plomb.  On  place  le  limbe 
ou  le  cercle  du  graphomètre  verticalement,  de  manière  que 
son  plan  renferme  le  point  extrême  B  et  que  son  diamètre 
fixe  soit  horizontal  et  parallèle  à  AD. 

Cela  fait,  on  dirige  Yalidade  mobile  du  graphomètre  vers  le 
point  B,  et  on  lit  sur  l'instrument  le  nombre  de  degrés  et  mi- 
nutes de  l'angle  BCE,  la  droite  CE  étant  le  prolongement  de 
son  diamètre  fixe  et  ayant  même  longueur  que  la  base  AD. 
En  considérant  le  triangle  rectangle  BEC,  on  a 

BE==CEtangBCE, 

et,  en  ajoutant  à  BE  la  hauteur  CD  =  A£  du  centre  du  grapho- 
mètre au-dessus  du  terrain  horizontal,  on  obtient  la  hau- 
teur AB  cherchée. 

Nous  avons  dit  que  la  base  AD  ==  CE  devait  être  prise  à  peu 
près  égale  à  la  hauteur  qu'on  voulait  mesurer.  Il  faut  expli- 
quer pourquoi. 

Le  cercle  du  graphomètre  est  divisé  en  demi-degrés  et,  en 
employant  un  vemier,  on  arrive,  en  général,  à  évaluer  les 
angles  à  2'  près.  Tous  les  angles  calculés  à  l'aide  de  Tinsiru- 
ment  peuvent  donc  être  entachés  d*une  certaine  erreur,  va- 
riable d'un  observateur  à  l'autre,  mais  constante  en  général 
pour  chaque  observateur,  et  que  nous  désignerons  par  e. 

Admettons,  par  suite,  que  la  valeur  exacte  de  l'angle  BCE 
ou  C  soit  C  -<-  e.  L'erreur  commise  sur  BE  =  CE  tangC  ou  sur 
la  hauteur  à  déterminer  est  alors 

rFr.on„/r_i_    \      fo««ri      p,,tang(C-h  e)  —  tangC 
CE[tang(C  -ne)-  tangC]  =  BE ^^^ 

Mais  (84) 

n      sinr(C  +  e)  — C] 

Par  conséquent,  l'erreur  que  nous  cherchons  à  évaluer  a 

BF* 
pour  expression,  en  multipliant  par  > 


BE 


tangC 
sine 


cos(C-H  ejsinC 
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D'après  la  relation  connue  (81) 

sin(2CH-  e)  —  sine^  2  cos(C -+- e)  sinC, 
îeiie  expression  devient 
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BE-r 


2sme 


sin(2CH-  e)  —  sine 


El  l'on  voit  que  l'erreur  commise  sur  la  hauteur  AB  est  mini- 
mum, lorsque  sin(2C-f-e)  devient  maximum,  c'est-à-dire, 
puisque  la  constante  e  est  une  quantité  très-petite,  lorsque 
iC  s'approche  de  90»  ou  C  de  45**.  Le  triangle  rectangle  BCE 
doit  donc  être,  autant  que  possible,  isocèle. 

186.  II.  Déterminer  la  hauteur  d'un  édifice  qui  repose  sur 
un  terrain  sensiblement  horizontal,  mais  dont  le  pied  est  in- 
accessible  [fig.  38). 

Fig.  38.  • 


La  hauteur  à  mesurer  est  ici  AS.  On  installe  un  grapho- 
mèire  en  un  point  B'  convenablement  choisi,  le  centre  c'  de 
l'instrument  se  projetant  en  B';  puis,  en  prenant  les  mêmes 
précautions  que  dans  le  problème  précédent,  on  évalue 
Tangle  Sc^D.  Cela  fait,  on  transporte  l'instrument  parallèle- 
ment à  lui-même,  de  manière  que  la  nouvelle  position  c  du 
centre  se  projette  en  B,  sur  l'alignement  B'B  parallèle  au  dia- 
mètre horizontal  du  limbe  à  la  première  station.  On  évalue 
alors  l'angle  ScD  et  Ton  chaîne  la  distance  B'B  =  c'c. 

Ces  éléments  étant  déterminés,  le  triangle  Sec'  donne 


Se' 


ee'sînSec' 
sineSe' 
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Les  angles  Sec'  et  ScD  étant  supplémentaires  et  l'angle  eSc' 
étant  égal  à  la  dififérence  des  angles  ScD  et  Sc'D,  cette  rela- 
tion devient 

«  , çc'sinScD 

^  ""  sin(ScD  — Sc'D)  ' 
Le  triangle  rectangle  Sc'D  donne  d'ailleurs 

SDrrrSc'sinSc'D. 
On  a  donc  finalement 

cr/sînScDsinSc'D 


SD  = 


sin(S6D  — Sc'D) 


Ajoutant  à  SD  la  hauteur  du  centre  du  graphomètre  ao- 
dessus  du  sol,  on  obtient  la  hauteur  AS. 

187.  III.  Déterminer  la  hauteur  d'une  montagne  [Jig.  Sg). 

FIg.  39. 


Le  procédé  que  nous  allons  indiquer  est,  au  fond,  le  même 
que  dans  le  cas  précédent  (186)9  auquel  il  peut  aussi  s'appli- 
quer. La  seule  différence,  c'est  qu'en  transportant  le  grapho- 
mètre à  la  seconde  station,  on  change  d'alignement. 

Soient  S  le  sommet  de  la  montagne  et  SA  la  hauteur  à  me- 
surer. 

On  choisit  une  première  station  B  qui  soit,  autant  que  pos- 
sible, dans  le  plan  horizontal  du  pied  A  de  la  hauteur  in- 
connue. On  en  choisit  une  seconde  B',  telle  qu'on  puisse 
chaîner  facilement  la  base  BB%  et  l'on  plante  en  B'  un  jalon 
muni  d'un  signal. 

Cela  posé,  on  établit  le  graphomètre  à  la  première  station  B. 
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On  amène  d'abord  le  limbe  de  l'instrument  dans  le  plan  SCC 
léterminé  par  CS  et  par  la  parallèle  CG  à  BB',  et  Ton  mesure 
l'angle  SCC-  On  fait  ensuite  tourner  le  limbe  jusqu'à  ce  qu'il 
soit  dans  le  plan  vertical  SCD  et,  son  diamètre  fixe  étant  hori* 
Eonul  ou  parallèle  à  BA,on  mesure  l'angle  SCD.  On  transporte 
ilors  l'instrument  à  la  seconde  station  W,  en  le  remplaçant  en  B 
par  un  jalon  également  muni  d'un  signal,  et  on  mesure  l'angle 
SCC  comme  on  a  mesuré  l'angle  SCC- Tous  ces  éléments  étant 
linsi  évalués,  et  CC  étant  égal  à  BB%  le  triangle  SCC  donne 

„_  CCsinSCC  CCslnSCC 


sin  CSC     "■  sin  (  SCC  -h  S  C  C  ) 
Le  triangle  rectangle  SCD  donne  à  son  tour 

SD  =  SCsinSCD 

ou 

CCsinSC^CsinSCD 

sin  (SCC -+- SCC)  * 

En  ajoutant  à  SD  la  hauteur  CB  du  centre  du  graphomètre 
au-dessus  du  sol,  on  a  la  hauteur  SA. 


Mesure  des  distances  inaccessibles. 

188.  I.  Déterminer  la  distance  d'un  point  donné  à  un  point 
inaccessible  [Jig.  4o)« 

Fîg.  4o. 

il 

A 


Soient  A  le  point  donné  et  B  le  point  inaccessible.  Il  faut 
évaluer  AB. 

On  mesure  avec  la  chaîne,  sur  la  partie  accessible  du  ter- 
rain, une  base  AC  des  extrémités  de  laquelle  on  puisse  aper- 
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cevoir  le  point  B;  puis,  à  l'aide  d'un  graphomètre,  on  mesure 
successivement,  dans  le  plan  ABC,  les  angles  BAC  et  BCA.  La 
base  AC  doit  être  telle  que  les  angles  ainsi  mesurés  ne  s'écar- 
tent pas  beaucoup  de  4^*  (on  sait  que  les  angles  trop  aigus 
nuisent  à  l'exactitude  des  résultats). 

Le  triangle  ABC,  où  Ton  connaît  un  côté  et  deux  angles, 
donne  alors 

ACsînBCA  AC  sinBCA 


AB  = 


sinABC  sin(BAC-hBCA) 


189.  IL  Déterminer  la  distance  de  deux  points  inacces- 
sibles  (/fir.4»)-  „.     , 


Soient  A  etB  les  deux  points  inaccessibles.  11  faut  mesurer  AB. 

On  chatne,  sur  la  partie  accessible  du  terrain,  une  base  CD 
des  extrémités  de  laquelle  on  puisse  apercevoir  les  points  A 
et  B.  Puis,  à  l'aide  du  graphomètre,  on  détermine  les  quatre 
angles  formés  par  CD  avec  les  côtés  adjacents  et  les  diagonales 
du  quadrilatère  ABCD.  Si  ce  quadrilatère  est  plan,  l'angle  ADB 
est  connu  comme  différence  des  angles  CDB  et  CDA.  Hais  si, 
comme  il  arrive  presque  toujours,  ce  quadrilatère  est  gaache, 
on  doit  mesurer  directement  l'angle  ADB. 

Cela  posé,  on  connaît  dans  le  triangle  CDA  un  côté  CD  et 
deux  angles  CDA,  ACD  :  on  peut  donc  calculer  AD.  De  même, 
on  connaît  dans  le  triangle  CDB  un  côté  CD  et  deux  angles 
CDB,  BCD  :  on  peut  donc  calculer  BD.  Le  triangle  ADB,  dans 
lequel  on  connaît  alors  deux  côtés  et  l'angle  compris,  permet 
enfin  de  déterminer  la  distance  inaccessible  AB. 

On  a  successivement,  en  désignant  par  a»  6,  d,  les  côtés  da 
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dernier  triangle,  et  par  A,  B,  D,  ses  angles  : 

-       CDsinACD  CD  sinBCD 


62S 


sinCAD 


sinCBD 


Pouvant  connaître  les  côtés  6  et  a  par  leurs  logarithmesi  on 
pose 

I  =  tangcp. 


et  le  triangle  ADB  donne  (166) 
B-A 


tang- 


D 


=  tang(45'>--  <p)  cot  —  j 


relation  à  Taîde  de  laquelle  on  calcule  les  angles  A  et  B,  puisque 
=  90® On  a  ensuite 


AB    ou    rf  = 


asinD 
sinA 


Les  formules  logarithmiques  à  employer  sont,  par  consé- 
quent, 

log  tang?  =  loga  —  logé, 
c'est-à-dire 

logUng<p  =  logsinBCD  -f  L  sinCBD  +  L  sin  AG)  +  logsinCAD, 

log  tang =  log  tang  {45**— ?)  -4-logcot  -> 

logd=  logCD+  logsinBCD-h  LsinCBD  -hlogsinD  -f-  LsinA. 

190.  IlL  Déterminer  l'cLxe  et  le  rayon  d'une  tour  circulaire 
dont  le  pied  est  inaccessible  {Jig.  42). 


Fig.  42. 


-.^B 


Le  terrain  est  supposé  sensiblement  horizontal.  On  mesure, 
VeC— Cours.  II.  40 
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sur  sa  partie  accessible,  une  base  AB.  £n  prenant  pour  stations 
les  extrémités  A  et  B,  on  peut,  à  l'aide  d'un  graphomètre  dont 
on  placera  le  limbe  horizontalement  et  dont  la  droite  des 
centres  aux  deux  stations  sera  égale  et  parallèle  à  AB,  meoer 
des  rayons  visuels  AC  et  AD,  BE  et  BF,  tangents  à  la  section 
correspondante  de  la  tour.  On  mesure  en  même  temps  les 
angles  CAB  et  DAB,  EBA  et  FBA. 

Cela  poséy  la  question  sera  résolue  si  Ton  détermine  la  po- 
sition 0  du  centre  de  la  section  de  la  tour  et  le  rayon  OC  de 
celte  section. 

Or,  dans  le  triangle  OAB,  on  connaît  le  côté  AB  et  les  deux 
angles  adjacents;  car  {Géom.,  128)  AO  et  BO  sont  les  bisse^ 
triées  des  angles  CAD  et  EBF,  de  sorte  qu'on  a 

^.-,       CAB  +  DAB       ^_,,       EBA  +  FBA 

2  2 

On  peut  donc  calculer  AO  et  BO,  qui  se  trouvent  connus  de 
position  et  de  grandeur,  et  le  point  0  est  lui-même  déter- 
miné. 
Quant  au  rayon  OC,  le  triangle  rectangle  ACO  donne 

OC  =  OA.sinCAO, 
et  l'on  a 

2 

191.  IV.  Prolonger  un  alignement  au  delà  d'un  obsiade 
qui  arrête  la  vue  [fig.  43). 


A 

-^ 

\ 

\ 

\ 

i 

■   \  i 
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\\ 

/ 

/f 


V 


On  veut  continuer  exactement  la  droite  ou  ValignemaU 
AB  au  delà  de  l'obstacle  0. 
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En  partant  d'un  point  Â  convenablement  choisi,  on  chaîne 
la  dislance  AB.  On  prend  alors,  sur  la  partie  accessible  du  ter- 
rain, un  point  E  d'où  l'on  puisse  apercevoir  à  la  fois  AB  et  le 
prolongement  qu'on  cherche  à  déterminer.  En  plaçant  un 
graphomètre  aux  deux  stations  A  et  B,  on  mesure  les  angles 
BAE  et  ABE.  Dans  le  triangle  ABE,  on  connaît  donc  un  côté 
et  deux  angles,  et  l'on  peut  calculer  le  côté  AE. 

Supposons  maintenant  que  CD  soit  le  prolongement  cherché, 
et  admettons  qu'on  trace  à  partir  du  point  E  un  alignement  EF 
qui  vienne  couper  ce  prolongement  au  point  C  :  c'est  le 
point  C  qu'il  faut  déterminer.  Or,  en  transportant  le  grapho- 
mètre au  point  E,  on  peut  mesurer  l'angle  AEF.  On  connaît 
alors,  dans  le  triangle  AEC,  un  côté  et  deux  angles  :  ce  qui 
permet  de  calculer  EC  et  l'angle  ACE.  Il  ne  reste  plus  qu'à 
marquer,  à  l'aide  de  la  chaîne  et  sur  l'alignement  EF,  la  véri- 
table position  du  point  C  ;  puis,  avec  le  graphomètre,  à  tracer 
CD  de  manière  que  l'angle  ECD  soit  le  supplément  de  l'angle 
ACE. 

Si  l'alignement  AB  était  inaccessible,  il  faudrait  parle  point 
E,  sur  la  partie  accessible  du  terrain,  tracer  une  base  conve- 
nable qu'on  rattacherait  à  AB,  comme  nous  l'avons  indiqué 
dans  le  problème  du  n^  189;  ce  qui  permettrait,  en  opérant 
comme  dans  ce  même  problème,  de  calculer  les  éléments  du 
triangle  ABE.  On  terminerait  ensuite  la  question  comme  ci- 
dessus. 

Problème  de  la  Carte. 

192.  On  donne  trois  points  A,  B,  C,  situés  sur  un  terrain 
uni  et  rapportés  sur  une  Carte;  les  distances  AC  et  CB  aj^ant 
été  vues  d'un  quatrième  point  M  sous  des  angles  a  et  ^  qu'on 
a  mesurés,  on  demande  de  rapporter  ce  point  M  sur  la  carte 

La  solution  géométrique  est  évidente.  On  n'a  qu'à  décrire 
sur  AC  et  sur  BC  des  segments  capables  des  angles  a  et  ^ 
(Géom,,  131),  pour  obtenir  deux  lieux  géométriques  du  point 
M.  Ce  point  se  trouve  donc  sur  la  Carte,  au  second  point  d'in- 
tersection des  deux  circonférences  qui  ont  déjà  le  point  C 
commun.  Mais,  si  ces  circonférences  se  coupent  sous  un  angle 
trop  aigu,  le  point  M  est  mal  déterminé.  On  peut  alors  avoir 
recours  à  la  Trigonométrie,  comme  il  suit. 

4o. 
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Le  triangle  ABC  est  donné  sur  la  Carte.  On  connaît,  par 
suite,  le  côté  BC  =  a,  le  côté  AC  =  b,  et  l'angle  C. 


Prenons  pour  inconnues  principales  l'angle  MAC  =  xei 
l'angle  MBC=7.  L'angle  AMB  représentant  la  somme  des 
angles  a  et  p,  le  quadrilatère  AMBC  donne  immédiatement 

ar4-r=36o»—  (a-h(3-hC). 

Il  faut  donc  chercher  la  différence  ^  —  7.  Pour  cela,  nous  ex- 
primerons dans  les  deux  triangles  AMC  et  BMC  la  valeur  do 
côté  MC.  On  a 


MC=*^,     MC^'^l^, 


d'où 


sina 

ésinj:  __  asxny 
sina         sin(3 


et 


sin[ 
sin^r       asina 


sinj       6sin(3 


Posons  T— 7-^  =  tangcp.  Il  vient 


bsin^ 


sina: lang9 


siny 
et  l'on  en  déduit  facilement 


sin^r  —  sîn  7 tangy  —  i 

sina?  -h  sin/  ""  tangç  4- 1 


:tang((p  — 45«) 


ou  (83) 


lang- 


lang 


ar-H  r 


=  lang(9  — 45»). 
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Or  'Lty.  =  ,8o-  -  ?L±PdlÇ.  On  a  donc 

2  2 

tang     "~     =lang(9  —  45^)lang(  iSo*»  —  - — V 

Celte  formule  permet  de  calculer  la  différence et, 

comme  on  connaît  la  somme  ~  >  on  trouve  immédiale- 

2 

ment  les  inconnues  x  et  7.  Les  triangles  AMC  et  BMC  sont 
alors  complètement  déterminés,  puisqu'on  y  connaît  un  côté 
et  deux  angles,  et  Ton  peut  calculer  la  dislance  du  point  M  au 
point  C.  On  marque  ensuite  nettement  la  position  du  point  M 
en  construisant  les  angles  x  et  ^  et  en  traçant,  du  point  C 
comme  centre  avec  CM  pour  rayon,  un  petit  arc  de  cercle. 
Il  peut  arriver  qu'on  ait 

Q  ^       a  +  P  +  C 

tang  (180» I  prend  alors  une  valeur  infinie.  Dans 

ce  cas,  on  a 

«-♦-P-hC  =  i8o«. 

Les  angles  C  et  AMB  sont  supplémentaires,  le  quadrila- 
tère AMBC  est  inscriptible,  et  les  deux  segments  capables  des 
angles  a  et  p,  décrits  sur  les  côtés  AC  et  BC,  coïncident.  Il  y 
a  donc  indétermination  au  point  de  vue  géométrique. 

Il  en  est  de  même  au  point  de  vue  algébrique.  En  effet,  le 
diamètre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  AMBC  [fig.  44) 

a  pour  expression,  soit  -: —  relativement  au  triangle  AMC, 

soit  -7—^  relativement  au  triangle  BMC  (147).  On  en  conclut 
sinp  D  V       / 

b     a 

s'ina  ~  sin(3' 

c'est-à-dire 

asîna  a  b  ,^ 

tangqprz:  =  -^~~  ;  - — =1     et    ©  =  45^ 

°^       osinp       sinp    sina  t      -r 

Le  facteur  langhSc*»—  - — ^ J  étant  infini,  et  le  fac- 
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leur  lang(ç  —  45**)  élanl  nul,  la  valeur  de  lang- 

sente  bien  sous  forme  indéterminée  (l.  I,  Alg,  élém.,  118)  ;  ce 
qui  doit  être,  puisque  le  point  M  peut  se  trouver,  comme  on 
vient  de  le  dire,  en  un  point  quelconque  du  cercle  circonscrit 
au  quadrilatère  AMBC. 

On  pourrait  d'ailleurs  avoir  <p  =  45%  sans  que  la  condition 
a  -4-  (3  -f-  G  =  i8o®  fût  remplie  (  il  suffit,  pour  qu'on  ait  ç  =  4^% 
que  les  deux  segments  capables  correspondent  à  des  cercles 
égaux);  et  alors  les  deux  angles  j:  et  j  seraient  simplement 

égaux  entre  eux  et  à  i8o*> '— — • 
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TRIGONOMÉTRIE    SPHÉRIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

FORMULES  FONDAMENTALES  RELATIVES  A  LA  RÉSOLUTION 
DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES. 


193.  Un  triangle  sphérique  renferme  trois  côtés  et  trois 
angles.  Résoudre  un  triangle  sphérique,  c'est  déterminer  nu- 
mériquement  trois  quelconques  de  ces  six  éléments  en  fonc- 
tion des  trois  autres. 

Nous  conviendrons  de  désigner  les  angles  du  triangle  con- 
sidéré par  les  lettres  A,  B,  C,  et  les  côtés  opposés,  exprimés 
en  degrés  comme  les  angles  eux-mêmes,  par  les  lettres  cor- 
respondantes a,  b,  c.  Si  le  triangle  est  rectangle,  A  désignera 
toujours  l'angle  droit  et,  par  suite,  a  l'hypoténuse. 

Si  l'on  connaît  les  côtés  d'un  triangle  sphérique  par  leurs 
nombres  de  degrés,  il  est  facile  de  trouver  leur  longueur  en 
mètres.  On  a,  en  effet,  là  formule  [Géom.,  230) 

ttR/i 
ibo  ' 

Nous  ne  nous  occuperons  que  des  triangles  sphériques  dont 
les  côtés  sont  moindres  que  i8o»,  et  nous  rappellerons  les 
propositions  suivantes. 

Nous  remarquerons  d'abord  que»  si  l'on  joint  le  centre  de  la 
sphère  au  sommet  d'un  pareil  triangle,  on  forme  un  angle 
trièdre  dont  les  faces  sont  mesurées  par  les  côtés  du  triangle 


63  2  TRIGONOMÉTRIE. 

sphérique  et  dont  les  angles  dièdres  sont  précisément  ceaxdo 
triangle  [Géom.y  534').  Il  en  résulte  que  les  angles  du  trian^ 
doivent  aussi  être  inférieurs  à  i8o**. 

Dans  tout  triangle  sphérique,  chaque  côté  est  plus  petit  que 
la  somme  des  deux  autres;  la  somme  des  trois  côtés  est  ii^fé- 
rieure  à  36o»  [Géom.,  536,  540). 

Dans  tout  triangle  sphérique,  à  un  plus  grand  angle  est  op- 
posé un  plus  grand  côté,  et  réciproquement  [Géom.,  537). 

Étant  donné  un  triangle  sphérique,  il  en  existe  toujours  un 
autre  dont  les  côtés  et  les  angles  sont  les  suppléments  respec- 
tifs des  angles  et  des  côtés  du  premier  triangle.  Ces  deux 
triangles  sont  appelés  supplémentaires  ou  polaires,  et  on  peut 
les  construire  l'un  au  moyen  de  l'autre  (  Géom,,  541,  542, 5i3'. 

La  somme  des  angles  d'un  triangle  sphérique  est  toujom 
comprise  entre  deux  et  six  droits  (  Géom.^  546). 

Enfln,  l'excès  sphérique  d'un  triangle  est  l'excès  sur  ît  de 
la  somme  de  ses  angles  évalués  en  parties  du  rayon  pris 
comme  uniié  de  longueur  (Géom.,  232).  Cet  excès  mesure 
précisément  l'aire  du  triangle  sphérique,  quand  on  prend 
pour  unité  d'aire  le  triangle  sphérique  trireclangle,  alors  re- 
présenté par  -  [Géom.y  581). 

194.  Nous  allons  d*abord  établir  les  relations  numériques 
qui  lient  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle  sphérique  queir 
conque,  et  qui  sont  au  nombre  de  quinze.  Nous  en  déduirons 
ensuite  les  dix  relations  qui  se  rapportent  spécialemetil  aux 
triangles  sphériques  rectangles. 

La  relation  fondamentale,  celle  dont  on  peut  tirer  toutes 
les  autres,  est  la  relation  qui  existe  entre  les  trois  côtés  du 
triangle  et  l'un  de  ses  angles. 


FORMULES  POUR  LA  RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  SPHÉRIQLIES 
QUELCONQUES. 

Formnles  renfermant  les  trois  c6tés  et  nn  angle. 

195.  Soit  ABC  [fig,  45)  un  triangle  sphérique  quelconque. 
En  joignant  ses  sommets  au  centre  O  de  la  sphère  correspon- 
dante, on  forme  l'angle  trièdre  OABC  qui  a  ses  dièdres  égaux 
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lUx  angles  A,  B,  C,  du  triangle,  et  qui  a  ses  faces  mesurées 
par  les  mêmes  nombres  que  les  côtés  a,  b,  c,  du  triangle,  lors- 
lu'on  prend  le  rayon  de  la  sphère  pour  unité  de  longueur. 

Soit  MON  l'angle  reciiligne  du  dièdre  OÂ.  Abaissons  sur 
'arête  OA  les  perpendicuU^ires  BP  et  CQ;  elles  seront  respec- 
jvement  parallèles  à  OM  et  à  ON. 

Fig.  45. 


Il  est  clair  que,  l'arc  c  étant  supposé  décrit  du  sommet  A 
vers  le  sommet  B,  -h  BP  représentera  toujours  sine,  puisque 
c  est  moindre  que  tt;  tandis  que  OP,  pris  avec  le  signe  +  si  c 

est  moindre  que  ->  avec  le  signe  —  si  c  surpasse  ->  représen- 
tera cosc. 

De  même,  l'arc  b  étant  supposé  décrit  du  sommet  A  vers 
le  sommet  C,  +  CQ  représentera  s\nb,  tandis  que  cosb  sera 
représenté  par  db  OQ,  suivant  que  b  sera  moindre  ou  plus 

grand  que  -• 

Cela  posé,  projetons  le  contour  triangulaire  OPBO  sur  la 
direction  OC,  en  nous  rappelant  que,  lorsqu'un  contour  est 
fermé,  la  somme  des  projections  de  ses  côtés  sur  un  axe 
donné  est /iM//e(  48). 

La  projection  du  côté  OP  sera  OP  cosfe,  si  OP  est  dirigé  sui- 
vant OA;  cette  projection  sera  OP  cos(7r  —  6)  ou  —  OP  cosb, 
si  OP  est  dirigé  suivant  le  prolongement  de  OA.  Mais,  dans 
•e  premier  cas,  on  a  OP  =  cosc;  dans  le  second,  on  a 
—  OP  =  cosc.  Par  conséquent,  la  projection  du  côté  OP  a 
toujours  pour  expression 

cos6cos<?. 
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La  projeciion  de  PB  sur  OC  est  toujours 

sin(;cosCOM, 

puisque  PB  est  parallèle  à  OM. 

Enfin,  d'après  des  considérations  pareilles  à  celles  qui  pré- 
cèdent, la  projection  de  OB  =  i  sur  OC  étant  toujours  coso, 
celle  de  BO  sera  toujours  (46) 

—  cosa. 

On  a  donc,  dans  toutes  les  hypothèses, 

cosfe  cosc  H-  sine cosCOM  —  cosa  =  o. 

Mais,  si  l'on  projette  sur  OM  le  contour  triangulaire  OQCO, 
la  projection  de  OQ  est  nulle,  puisque  OA  est  perpendiculaire 
au  plan  MON.  La  projection  de  QC,  parallèle  à  ON,  est  tou- 
jours 

sinftcosA. 

Enfin,  la  projeciion  de  OC  =  i  étant  cosCOM,  la  projeciion 
de  CO  est 

-  cosCOM. 

On  a  donc  toujours 

sine  cosA  —  cosCOM  =  o 
ou 

cosCOM  =  sin  6  cos  A. 

En  substituant  dans  la  première  égalité  trouvée,  on  oblieDt 
la  formule  complètement  générale 

cosa  =  cosft  cosr?  -h  sîn6  sine  cosA. 

On  peut  l'exprimer  en  disant  que  le  cosinus  d'un  côtéesl 
égal  au  produit  des  cosinus  des  deux  autres  côtés,  augmenté 
du  produit  des  sinus  des  mêmes  côtés  multiplié  par  le  cosinus 
de  l'angle  qu'ils  comprennent. 

En  l'appliquant  à  chaque  côté,  on  obtient  ce  premier  groupe 
de  trois  formules  : 

cosa  =  cos6  cose  •+-  sin b sine cos A, 
(i)  {  cosft  =  cosa  cose -4- sina  sine  cosB, 

cose  =  cosacosfrH-  sinasinftcosC. 
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196.  On  peut  remarquer  immédiatement  que»  puisqu'on 
peut  prendre  arbitrairement  trois  des  six  éléments  d'un 
triangle  sphérique  quelconque  [Géom.,  564),  il  ne  peut  y 
avoir  a  priori  entre  ses  éléments  aucune  relation  distincte 
des  trois  précédentes.  Et,  en  effet,  si  elle  existait,  on  pourrait 
y  remplacer  les  trois  angles  A,B,C,  par  leurs  valeurs  déduites 
des  formules  du  groupe  (i),  et  l'on  aurait  ainsi  une  équation 
de  condition  non  identique  entre  les^côtés  a,  b,  c,  du  triangle 
sphérique;  ce  qui  est  absurde.  Mais  on  peut  déduire  des  re- 
lations fondamentales  que  nous  venons  d'établir  d'autres  for- 
mules indispensables  à  connaître. 


Formules  renfermant  les  trois  angles  et  un  côté. 

197.  Considérons  le  triangle  sphérique  supplémentaire  du 

triangle  ABC.  Si  l'on  désigne  ses  côtés  et  ses  angles  par  les 

mêmes  lettres  accentuées,  on  aura,  d'après  ce  qui  précède 

(195), 

cosa  =  cosb'  cosc'  -+-  sinft'sinc'  cos  A'. 

liais  (193) 

a'=,8o»— A,     6'=i8oo  — B,    c'=:i8oo— C, 
A'  =  i8o°  — a; 
c'est-à-dire 

cosa'=  —  cosA,    cosft'  =  —  cosB,    cosc'  =  —  cosC, 
sînfc'=:sinB,    sinc'=:sinC,     cosA'  =  —  cosa. 

On  peut  donc  écrire 

—  cosA  =  cosBcosC  —  sinBsinCcosa 
ou,  en  changeant  les  signes  des  deux  membres, 

cosA  =  —  cosB  cosC  -*-  sinB  sinC  cosa. 

On  est  ainsi  conduit  à  un  nouveau  groupe  de  trois  formules 

cosA  =  —  cosB  cosC  +  sinB  sinC  cosa, 

(a)  {  cosB  =  — cosAcosC  H- sinAsinCcosft, 

cosC  =  —  cosA  cosB  -f-  sin  A  sinB  cosc. 
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Fonmiles  renfermant  denz  côtés  et  les  denz  angles  opposés. 

198.  De  la  relation 

cosa  =  cosft  cosc -f- sînft  sinccosA, 

on  déduit 

.       cosa  — cosftcosc 

C08  A  =  .    ,    . • 

sinosinc 

Par  suite, 

.  ^.  ^.  (cosa  — cosftcosc]* 

m 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  au  numérateur  après  réducUon 
sin^ftsln^c  par  (i  —  cos26)(i  —  cos^c), 

.   ,.        I — cos"^ — cos*c-+-cos*^co8*e — cos'aH-acosflcnsftcoBc — eo«*i^cns*c 

sin»A=. ~ r~..r^-.. » 

nin'o  siii'c 

OU 

.  «A        I  —  cos^a  — cos^ft  —  cos^<?-i- icosacosftcosc 
sin^ A  = .  ».    .  . • 

On  en  déduit 

sin^A  _  I  —  cos^rt—  cos^fe  —  cos*c  +  arosacosftcosc 
sin=*a  ~"  sin-'asin'^^sin^c 

sin^A 
Cette  valeur  du  rapport  -T—f-  ne  change  pas  quand  on  pc^ 

mute  les  angles  A,  B,  C  et  les  côtés  a,  b,  c.  On  a  donc 

sin^A  __  sin^B  __  sin^C^ 
sin^a        sin^ô        sin^c  ' 

et,  comme  il  s'agit  d*ang1es  et  de  côtés  moindres  que  i8o*, 
celte  première  série  de  rapports  égaux  entraîne  la  suivante: 

,^.  sinA       sinB       sînC 

^  sina       sin6       sine 

Ainsi,  dans  tout  triangle  sphérique,  les  sinus  des  angles  soni 
proportionnels  aux  sinus  des  côtés  opposés. 
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Fommles  renfermant  denz  côtés,  l'angle  qn'ils  comprennent 
et  l'angle  opposé  à  Tun  d'eux. 

199.  Prenons  la  relation  (195) 

cos  a  =  cos  b  cos  c  +  sin  &  sin  c  cos  A, 

et  remplaçons  cosc  par  sa  valeur 

cosc  =  cosacos6  +  sin€isin6cosC} 

nous  aurons  ainsi  une  relation  où  entreront  les  côlés  a,  b  et 

les  angles  C,  A.  Il  viendra 

cosa=  cosacos2  6  +  sinasîn6cos(cosC  +  sin6sin<?cosA, 

d'où 

cosa(i  —  cos^ 6)  =  sina  sin6  cos6  cosC  4-  sinô sine  cosA. 

Si  l'on  remplace  (i  — cos^ft)  par  sin^ft,  et  si  l'on  divise  les 
deux  membres  de  l'égalité  par  sinasinft,  on  trouve 

cosasînft  .        ^      sînccosA 

: =:=C0s6c0sCh : 

sina  sma 

Mais  on  a,  pour  éliminer  le  côté  c  (198], 

sine  _  sinC 
s\ua  "~  sinA' 

le  dernier  terme  du  second  membre  revient  donc  à  sinCcotA, 
comme  le  premier  membre  à  cotasin6.  Par  conséquent,  la 
relation  cherchée  est  la  suivante  : 

cota  sinft  =  cosb  cosC  -+■  sinC  cotA. 

Nous  obtenons  ainsi  un  dernier  groupe  de  six  formules,  car 
on  peut  considérer,  en  même  temps  que  les  côtés  a,  b  et 
l'angle  C,  soit  l'angle  A  opposé  au  côté  a,  soit  l'angle  B  opposé 
au  côté  b.  Ces  six  formules  sont  : 

cota  sinft  =  cos6  cosC  +  sinC  col  A, 
cot6  sina  =  cosa cosC  -f-  sin C  cotB, 
.,  ,  cotasinc  =  cosccosB  4- sinBcotA, 

cote  sina  =  cosa  cosB -h  sinB  cote, 
cotft  sine  =  COSC  cos  A  -f-  sinAcotB, 
cote  sin  6  =  cos  ft  cos  A -h  sin  A  cote. 
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200.  En  résumé,  nous  avons  quatre  groupes,  contenant  en 
tout  quinze  formules  :  chacune  de  ces  formules  renferme 
quatre  éléments^  et  le  nombre  i5  est  celui  des  combinaisons 
qu'on  peut  former  avec  six  objets  pris  quatre  à  quatre. 

FORMULES  POUR  LA  RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES 
RECTANGLES. 


201.  Pour  avoir  les  formules  qui  conviennent  à  la  résolution 
des  triangles  rectangles,  il  suffit  de  faire  dans  les  précédentes 
A  =90°.  On  obtient  ainsi  les  dix  formules  suivantes,  qui  con- 
tiennent^  chacune  trois  éléments  :  Tangle  droit  étant  toujours 
donné»  il  ne  reste  à  considérer  que  cinq  éléments  dans  le 
triangle,  et  dix  est  précisément  le  nombre  des  combinaisons 
qu'on  peut  former  avec  cinq  objets  pris  trois  à  /ro/s.  Voici  les 
dix  formules  : 


(5) 
(6) 

(7) 

(8) 

(9) 
(10) 


cosa 
sin6 
sine    : 

tangi: 
tangc: 
tangfr  : 
tangc  : 
cosa  : 

COSB  : 
COSC   : 


rcosécosc, 
:  sinasinB, 
:  sinasinC, 

:tangacosC, 
:tangacosB, 

:  sincungB, 
:  sinfc  tangC, 
:cotBcolC, 

•  sinCcosft, 
sinBcosc. 


202.  On  en  fait  un  usage  continuel.  Pour  les  retrouver,  on 

peut  se  servir  du  moyen  mnémo- 
nique suivant. 

Soit  le  triangle  rectangle  ABC 
[Jig.  46  ]•  Considérons  les  cinq  élé- 
ments de  ce  triangle  dans  Tordre 
où  ils  se  présentent,  en  faisant  abs- 
traction de  l'angle  droit  A  et  en 
ayant  soin  de  remplacer  les  côtés 

i  et  c  de  cet  angle  par  leurs  compléments b  et  —  c. 
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>  cosinus  de  l'un  quelconque  des  cinq  éléments  est  alors 
gai  au  produit  des  cotangentes  des  deux  éléments  adjacents 
►«  au  produit  des  sinus  des  deux  autres  éléments. 

Si  l'on  demande,  par  exemple,  une  relaiion  entre  les  côtés 
ly  b,  c,  on  aura  (puisque  les  côtés  6  et  c  sont  séparés  de  a  par 
es  angles  B  et  C) 


cosa  ==  sln  ( 6 1  sin  (  -  —  c  j  =  cos6 


cosc. 


Tesi  la  relation  (5). 

Si  l'on  demande  une  relation  entre  l'angle  B  et  les  côtés  a 
H  b,  il  viendra  (puisque  le  côté  b  est  séparé  du  côté  a  et  de 
l'angle  B  par  l'angle  C  et  le  côté  c) 

cosi b\  =  sinasinB    ou     sin6=  sîna  sinB. 

C'est  la  première  des  deux  formules  (6). 

Enfîn,  si  l'on  demande  une  relation  entre  le  côté  a  et  les 
angles  B  et  C>  on  aura  (le  côté  a  étant  adjacent  aux  angles  B 

ctC) 

cosa  =  cotB  cote. 

C'est  la  relation  (9). 

203.  Il  est  essentiel  de  s'arrêter  un  moment  sur  les  pro- 
priétés des  triangles  rectangles  qui  résultent  des  relations 
précédentes  (201). 

La  relation  (5) 

cosa  =  cos6cosc 

exprime  que  le  cosinus  de  l* hypoténuse  est  égal  au  produit  des 
cosinus  des  deux  côtés  de  V angle  droit. 

Par  suite,  les  trois  cosinus  sont  positifs,  ou  il  n'y  en  a  que 
deux  négatifs.  Le  cosinus  d'un  arc  plus  petit  que  i8o<*  étant 
positif  ou  négatif,  suivant  que  cet  arc  est  moindre  ou  plus 
grand  que  90%  il  en  résulte  que,  dans  tout  triangle  rectangle, 
les  trois  côtés  sont  ensemble  inférieurs  à  90^»,  ou  un  seul  rem- 
plit cette  condition  [Géom.,  564,  3*»). 

Les  équations  (6) 

sin6=  sinasinB, 

sinc  =  sinasinC, 
montrent  que  le  sinus  de  chaque  côté  de  l'angle  droit  est  égal 
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au  sinus  de  V hypoténuse  multiplié  par  le  sinus  de  l'angle  op- 
posé. 
Les  équations  (7) 

langft  =  tanga  cosC, 
tangc  =  tanga  cosB, 

montrent  que  la  tangente  de  chaque  côté  de  l'angle  droit  est 
égale  à  la  tangente  de  l' hypoténuse,  multipliée  par  le  cosinus 
de  l'angle  adjacent. 
£t  les  équations  (8) 

tang6=:sîn(7tangBy 
tangc  =  sin  b  tangC, 

montrent  que  la  tangente  de  chaque  côté  de  l'angle  droit  est 
égale  au  sinus  de  l'autre  côté  multiplié  par  la  tangente  de 
l'angle  opposé  au  premier  côté. 

Les  sinus  d'arcs  moindres  que  i8o«  étant  toujours  positifs, 
il  en  résulte  que  la  tangente  de  chaque  angle  oblique  (*]estde 
même  signe  que  la  tangente  du  côté  opposé;  en  d'autres 
termes,  les  côtés  de  l'angle  droit  et  les  angles  qui  leur  sont  op- 
posés sont  de  même  espèce  y  c'est-à-dire  ensemble  plus  petits  ou 
plus  grands  que  90"  [Géom.,  564,  3°). 

L'équation  (9) 

cosa  =  cotBcotC 

exprime  que  le  cosinus  de  l'hypoténuse  est  égal  au  produit 
des  cotangentes  des  deux  angles  obliques. 
Enfin,  les  équations  (lo) 

cosB  ==:  cosftsinC, 
cosC  =  COSC  sin  B, 

signifient  que  le  cosinus  de  chaque  angle  oblique  est  égal  au 
produit  du  cosinus  du  côté  opposé  par  le  sinus  du  secondangle 
oblique. 

204.  Un  triangle  sphérique»  dans  lequel  un  côté  a  est  égal 
à  90^9  est  dit  rectilatère.  Le  triangle  supplémentaire  d'un  pa- 
reil triangle  est  évidemment  rectangle  en  A  (193).  Par  suite, 

(')  On  appelle  angles  obliques  d'un  triangle  rectangle  les  angles  non  droits. 
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les  formules  relatives  aux  triangles  rectîlalères  peuvent  se  dé- 
duire facilement  de  celles  qui  se  rapportent  aux  triangles  rec- 
tangles (201).  Mais  on  les  obtient  tout  aussi  facilement,  en 
faisant  a  =  go^  dans  les  formules  générales  des  groupes  (i), 
(a),  (3),  (4),  qui  renferment  cet  élément.  Nous  ne  nous  y  ar- 
rêterons pas. 


De  C.  —  Cours.  II,  4^ 
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CHAPITRE  IL 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES  RECTANGLES. 


205.  Nous  ne  considérons  que  les  triangles  rectangles  qoi 
ont  un  seul  angle  droit. 

En  effet,  si  le  triangle  ABC  (/g.  4:! 
est  birectangle  en  A  et  en  B,  le  sommet  C 
^est  le  pôle  du  côté  c  [Géom.y  51&);  de 
sorle  que  les  côtés  a  et  6  sont  égaax  à 
9o<»,  et  que  Tangle  C  a  pour  mesure  le 
côtéc  [Géom.,  528). 

Si   le  triangle  ABC  est   trirectan^ey 
chaque  sommel  est  le  pôle  du  côté  op- 
posé, et  les  trois  côtés  sont  égaux  à  90<». 

206.  Avant  de  parcourir  les  six  cas  distincts  que  présenlela 
résolution  des  triangles  rectangles,  rappelons  une  fois  poar 
toutes  qu'il  s'agit  de  côtés  ou  d'angles  compris  entre  o**  et  iSo". 
Par  conséquent,  lorsqu'un  côté  ou  un  angle  sera  donné  par 
son  cosinus,  sa  tangente  ou  sa  cotangente,  il  sera  complète- 
ment déterminé.  Il  n'en  sera  pas  de  même  pour  un  côté  ou  on 
angle  donné  par  son  sinus,  parce  qu'à  un  même  sinus,  entre 
o<»  et  i8oS  correspondent  deux  arcs  supplémentaires.  En6n,sl 
la  valeur  d'un  cosinus,  d'une  tangente  ou  d'une  cotangente  est 
négative,  on  la  changera  de  signe,  et  l'on  prendra  ensuite  fe 
supplément  de  l'arc  ou  de  l'angle  obtenu  à  l'aide  de  la  formule 
ainsi  modifiée  (Liv.  I,  Chap.  I). 

Premier  cas. 

207.  On  donne  l'hypoténuse  a  et  un  côté  b  :  on  demande 
de  calculer  le  côté  c  et  les  deux  angles  B  etC  (Jig,  4?  )• 
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L'équation  (201) 

cosa=  cosfr  cosc 

lonne  immédiatement 

cosa 

COS(î  = 


[)n  a  ensuite 

l'où 

Enfin,  de 
on  déduit 


cos6 

sinfr  =  sinasinB9 

.    y.      sine 

sinB= 

sina 

tangfr=:  tangacosC, 
cosL  = 


tanga 

L'angle  B  est  donné  par  son  sinus,  mais  on  sait  que  l'angle  B 
et  le  côté  b  doivent  être  de  même  espèce  (203).  Il  n'y  a  donc 
aucune  ambiguïté,  et  le  triangle  se  trouve  complètement  dé* 
terminé. 

Il  est  souvent  préférable  d'opérer  comme  nous  allons  l'in- 
diquer, en  déterminant  tous  les  éléments  inconnus  par  leurs 
tangentes 

On  sait  (66)  que 


'î=\/^. 


—cosg 

^2  "~  V   l  +  COSc' 

On  a  d'ailleurs 

COSfl 

cosc= 7- 

cos^ 

Nous  aurons,  par  conséquent  (83), 


c       ^   /cos6  — cosa   ^  f       a^ï-b~       a 


-b 


Cette  valeur  de  tang  -  est  nécessairement  positive,  puisque  c 

est  inférieur  à  i8o\ 

Si  Von  donnait  a  et  c  au  lieu  de  a  et  6,  on  trouverait  de 
|i&ème 

tanê-  =  y^iang-^-  tang-^. 

4i. 
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On  a  aussi 


■■hsTr 


^  ,  j  —  cosB 


Changeons  dans  celle  égalité  B  en  90*»  +  B,  el  rappelons-nous 
(32)  que  cos(90"-+-B)  =:~sinB.  Il  viendra 

/,^        B\       ,  /i-f-sinB 

Si  l'on  remplace  sin  B  par  sa  valeur  -: — »  on  trouve  (83) 

/,^        B\  /sina-f-sîn6        4     /       ^2 

tang  ^45-  +  -)  =  V/sin«-sin6  =  \/  ïniô" 

^  '        ^  y      lang 

La  formule 

sine  =  sinâ  sin  C 

conduirait  de  même  à 


,  p.  /tang—— 


/tang-— - 


B  ou  C  devant  être  de  même  espèce  que  b  ou  Cy  on  saura  dV 

B  C 

vance  si  l'angle  4^°  -J —  ou  l'angle  45**  H —  surpasse  ou  non 

90^  c'est-à-dire  on  saura  de  quel  signe  affecter  le  radical  cor- 
respondant. Enfin,  puisqu'on  a  à  la  fois 


^      langft  C  /i  — cosC 

cosC  =  — ^—    et    iang-  =  i/ j^? 

langa  °  2       y   i-+-cosC 


il  en  résulte 


C  _     /langg—  iang6 
^  2  "~  V  langa  4-  tangt' 


_     .  ,,               ,                         sina       ^       .         sin6  . 

Et  SI  Ion  remplace  iang«  par el  langD  par  — t>  on  ob- 
tient (84) 


tang-=+  V/-H — 7-îr\^ 
^2  V  sm  a-f-  6) 


thigonomêtuie.  645 

La  formule 

tangc  =  tanga  cosB 

conduirait  de  même  à 


B  /sin(«  — c 

lang-  =4-  i/ -r-j — ^ — 

°2  V  sin(a4-  c 


cY 


En  résumé,  les  formules  propres  au  calcul  du  premier  cas 
seront  (avec  les  données  indiquées  aei  b) 


c               I  ^        a-\-b  ^       a  —  b 
lang  -  =  -f-  w  lang lang 1 


tang 


^  '^  y      lang 


C  ^  /sin  rt 

iang-=+  \/-T-T- 

^  1  V  SU)  a 


-b] 


On  n'aura  que  quatre  logarithmes  à  chercher. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  sinB  doit  être  moindre 
que  I,  c'est  à-dire  qu'on  doit  avoir  sinfr  <  sina.  Cette  condi- 
tion sera  toujours rempUe^  si  a  tombe  entre  b  et  i8o<*—  6.Dans 
ce  cas,  on  aura  nécessairement  {en  valeur  absolue) 

cosfc  >  cosa    et    langé  <  langa, 

c'est-à-dire  que  cosc  et  cosC  resteront  compris  entre  -h  i  et 
—  1.  Ainsi,  pour  que  le  triangle  existe,  il  faut  et  il  suffit  que 
V hypoténuse  tombe  entre  le  côté  donné  et  le  supplément  de  ce 
côté{Géom.,5Q3,  i«). 

Deiudéme  cas. 

208.  On  donne  V hypoténuse  a  et  un  angle  B  :  on  demande 
de  calculer  V angle  C  et  les  côtés  b  et  c  [Jig,  47  ) . 

On  a 

sin6  =  sinasinB, 

tangc  =  langa  cosB, 

cosû  —  cotBcoïC, 
d'où 

cosa 


coiC  = 


coiB 
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Le  côté  b  est  déterminé  par  son  sinus,  mais  il  est  de  même 
espèce  que  l'angle  B»  et  il  n'y  a  qu'une  solution.  Si  ce  côté 
devait  être  mal  déterminé  par  son  sinus,  on  commencerait  par 
chercher  c  ou  C,  et  Ton  aurait  ensuite  recours  à  la  formule 

tang6=:sln6*tangB    ou  tangfr  =  tangacosC. 

Ce  deuxième  cas  est  toujours  possible. 

Troisième  cas. 

209.  On  donne  les  deux  côtés  b  et  ci  on  demande  l'hypo- 
ténuse a  et  les  deux  angles  B  e^  C  [fig*  4?  )• 

On  a 

cosa  =  cos6cosc, 

tang6  =  sincungB,    d*où    tangB—     .      ? 

tansTc 
tangc  =  sîn6tangC,    d'où    tangC=     .  \  - 

smo 

Si  le  côté  a  devait  être  mal  déterminé  par  son  cosinus,  oo 
commencerait  par  chercher  B  ou  C;  puis  l'on  se  servirait  de 
la  formule 

tangc  =  tangacosB    ou    tang6  =  tangacosC. 

Ce  troisième  cas  n'admet  qu'une  solution,  et  est  toujours  pos- 
sible. 

Quatrième  cas. 

210.  On  donne  un  côté  b  de  l'angle  droit  et  l'angle  h  qui 
lui  est  opposé  :  on  demande  l'hypoténuse  a,  le  côté  c  et 
l'angle  C[Jig^/i'j). 

On  peut  se  servir  des  formules 

sin6=:sinasinB, 
tang6  =  sine  tangB, 
cosB=:cos6sinC, 
qui  donnent 

sînft        .  tangft        .    ^      cosB 

smB  tangB  cos6 
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Hais  il  vaut  mieux,  comme  dans  le  premier  cas,  recourir  aux 

formules  suivantes. 

Les  relations 

sin6  =  sinâsinB, 

sine  =  sinasinC, 


nous  ont  conduit  (207)  aux  égalités 

tang(45<»-h  -  j  = 


/tang-^ 
V     tang-— 


lang 


^  ^        y     tang— ^ 


Remarquons  que  ces  relations  ne  changent  pas  quand  on  per- 
mute dans  la  première  les  lettres  a  et  B,  dans  la  seconde  les 
lettres  a  et  C;  les  égalités  qu'on  en  a  déduites  resteront  donc 
vraies 9  lorsqu'on  y  opérera  une  permutation  analogue.  Il 
viendra  alors 


lang 


^  ^       y     tang  — 


C-4-C 

tang--^ 
tang-— — 


En  suivant  une  marche  analogue  à  celle  qui  nous  a  fait  con« 
naître  (207)  la  valeur  de  tang(45<»+  -]>  on  trouve 


lang(45o-H£)  =  y/ï^ 


S\XiC 


■sine 
On  a  d'ailleurs 

tango  =  sine  lang B,     d'où    sine=- — ^- 
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rt  .     .  ,  .         sînfr  «.         sînB 

Substiiuant  et  remplaçant  langé  par  — r»  tangB  par  — =• 

on  arrive  facilement  à 


///?«  .    ^\      ^  /sin(B-+-6) 
La  formule  tangc  =  sin6  tangC  conduit  de  même  à 


(f^.      ft\       ,  /sin(C  +  c) 


Enfin,  nous  savons  qu'on  a  (207) 


La  relation  cosB  =  cos6  sInC  donne  sinC  =  — "^—^  Par 

cos6 

suite  (83), 


///rn       C\  /cos6  +  cosB  /       B-h6        B-6 

lang  (  45^  +  -  1  =  \/  — r n  =  \/  ^^t coi 

^y         2/       Vcos6  — cosB       V  2  2 

La  relation  cosC  =  cosc  sinB  conduirait  de  même  à 


lang  145®  H — 1  =  i/cot — 


c        C  —  c 
—  cot 


Pour  résoudre  le  quatrième  cas,  on  emploiera  donc  de  pré- 
férence les  formules 


lang  (45** 


A       B  +  ft 

^  y     lang 


(  ff       c\      _t-     /sinfB- 
lang(45^-i--)=±y/^ 


langf45«+  -j  =iiz  i/cot cot  — 


-6 


qui  donnent  les  éléments  inconnus  en  fonction  de  leurs  tan- 
génies  et  n'exigent  que  la  recherche  de  quatre  logarithmes. 
Le  cas  qui  nous  occupe  admet  deux  solutions  distinctes. 
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Hipposons,  en  effet,  que  le  triangle  ABC  [fig^^^)  satisfasse 
lUx  données.  Si  l'on  prolonge  les  arcs  BA  et  BC  jusqu'à  leur 
louvelle  rencontre  en  B',  le  triangle 
^B'C  répondra  aussi  à  la  question  : 
îar  il  aura  pour  côté  AC  =  6  etTangle 
V  sera  identique  à  l'angle  B.  Les  cô- 
lés  B'A  et  B'C  sont  d'ailleurs  les  sup- 
pléments des  côtés  BA  et  BC,  et  l'angle 
B'C  A  est  le  supplément  de  l'angle  BCA. 

Les  doubles  signes  placés  devant  les    '^'V -''  / 

radicaux  des    formules    précédentes         '''>^  y' 

eorrespondent  donc  aux  deux  solu-  "         ' 

lions.  Il  faut  voir  maintenant  de  quelle  manière  les  valeurs 
obtenues  doivent  être  assemblées. 

B  doit  être  de  même  espèce  que  fr. 

On  a  donc  à  la  fois  6  -<  90**  ei  B  <  90<>.  Les  équations 

sin6  =  sinasinB    et    cosa  =  cos6cosc 

montrent  alors  que  sin6  est  moindre  que  sinB,  d'où  6  <C  B,  et 
que  a  et  c  sont  de  même  espèce;  l'équation 

cosC=:  cosc  sinB 

prouve  que  c  et  C  sont  aussi  de  même  espèce.  Par  suite,  lorsque 
h  est  moindre  que  90%  les  éléments  de  la  première  solution 
sont  donnés  par  les  signes  plus  des  radicaux,  les  éléments  de 
la  seconde  par  les  signes  moins  de  ces  radicaux. 
Si  b  est  >  90®,  on  a  aussi  B  >  90°.  La  relation 

sinfr  =  sinasinB 

montre  que  sln6  est  moindre  que  sinB;  par  suite,  il  faut  ici 
qu'on  ait  6>B  (Géom.,  563,  a*).  L'équation 

cosû  =  cos6cosc 

exige  alors  que  a  et  c  soient  d'espèces  différentes.  La  formule 

cosC  =  coscsinB 

montre  que  c  et  C  sont  toujours  de  même  espèce.  Par  suite, 
si  l'on  prend  le  signe  plus  pour  le  premier  radical,  on  prendra 
le  signe  moins  pour  les  deux  autres,  et  l'on  aura  les  éléments 
de  la  première  solution.  Si  Ton  prend  le  signe  moins  pour  le 
premier  radical,  on  prendra  le  signep/ti^  pour  les  deux  autres, 
et  l'on  aura  les  éléments  de  la  seconde  solution. 
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Cinquième  cas. 

211.  On  donne  le  côté  b  et  l'angle  adjacent  C  :  on  demande 
Vhjrpoténuse  a,  le  côté  c  et  l'angle  B  [fig.  47)- 

On  a 

cosB=:cos6sînC, 

lang6  =  iangiicosC,    d'où    tanga= — ^> 

lange  =  sinfrtangC. 

Si  l'angle  B  devait  êire  mal  déterminé  par  son  cosinus,  on  cal- 
culerait d'abord  a  ou  c,  et  B  serait  ensuite  donné  par  la  for- 
mule cosa  =2  cotB  coïC  ou  langé  —  sine  tangB. 

Le  cinquième  cas  est  toujours  possible  et  n'admet  qu'uoe 
solution. 

Sixième  cas. 

212.  On  donne  les  deux  angles  B  e/  C  :  o/i  demande  l'hypo- 
ténuse a  et  les  côtés  b  et  c  [fig*  47)* 

On  peut  employer  les  formules 

cosa  =  cotBcotC, 

cosB 


cosB  =  cosè  sinC,    d'où    cos6 
cosG  =  coscsinB,    d'où    cosc  = 


binC' 

cosC 

sinli' 


Mais  il  est  préférable,  comme  pour  le  premier  et  le  quatrième 
cas,  d'employer  les  formules  suivantes. 
On  a 


a  /i 


,  _      cosa 
tang- 


COSfl 

Remplaçons  cosa  par  sa  valeur  cotB  cotC  ou 

cosBcosC 
sinBsinC 

Nous  aurons  évidemment 


a         1—  cos( 


—  cos(B-i-C) 
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De  même, 


■'i=srT 


,  ,  j  —  cos6 
lang- 


cos^ 

La  formule  cosB  =  cosèsinC  donne  d'ailleurs 

,       cosB  cosB 

cos6=  —r—ri  = 


sinC       cos(9o<'  — C) 
Par  suîie, 


b  ^     /cos(poo-C)-.cosB 
^2        V  C0S(9O«  — C)  H-cosB 

d'où  résulte  (83) 


lang-  =  i/  langl h45<»jlang( 45°). 

La  formule  cosC  =  coscsinB  conduirait  de  même  a 

lang^  =  y/lang(^^  +  45«»)  tang(^^  -  45<»)  . 

£n  résumé,  les  formules  à  employer  pour  le  sixième  cas 
seront 


a             /— cos(B-hL) 
tang-  =  H-  4/ TB — 7^9 

^2  V     cos{B  — C) 


lang-  =  +  i/tang/5-^  +  45^^  ung^^-^  - 45^  , 

tang -  =  -f-i/ tang  (-^^^^ h45Mtangf  — ^t /j5o\ 

Comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  les  conditions  de  possi- 

p    I    n 

bilité  du  problème  sont  que tombe  entre  45"*  et  i35<», 

que tombe  entre  —  45*  et  -h  45**;  les  valeurs  des  trois 

tangentes  sont  alors  réelles.  Le  problème  n'admet  d'ailleurs 
qu'une  solution. 

213.  Nous  achèverons  ce  qui  a  rapport  à  la  résolution  des 
triangles  sphériques  rectangles,  en  donnant  tous  les  éléments 
d'un  pareil  triangle  ainsi  que  les  logarithmes  correspondanls. 
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On  aura  soin  de  se  rappeler  qu'au  point  de  vue  numériques 
ramène  toujours  les  arcs  considérés  au  premier  quadrant  (33). 
Ainsi,  au  lieu  de  chercher  le  logarithme  de 

cos6  =  cosi4o°5a'4o*', 

on  a  cherché  celui  de 

—  cos  6  =  cos  39**  7  '  20% 

en  prenant  négativement  dans  les  formules  le  facteur  cosi 

(206). 

û  =  7i*»24'3o',  è=  i4o»52'4o%  c=  ii4*i5'i{ 

log  sine  =  1,9767235,  log  8inA  =  T,8oooi34,  log  sinc  =  T,959S3jJ 

logcosa  =  T,5o35475,      log  —  cos6  =  1,8897507,      log— cosc  =  ï,6i3;9^ 
logtanga  =0,4731759,    log  —  tang6  =  1,9102626,    log  —  tangc  =  o,346oî3 

A  =90%  B  =  i38»i5'45",  C=io5°52'39». 

log  sinB  =  7,8232909,  log  sinC  =  T,983io68, 

log—  cos B  =  1,8728568,    log—  0030  =  1,4370867, 
log  —  tangB  =  1,9504341,    log  —  langC =0,5460201. 
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CHAPITRE  m. 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES  QUELCONQUES. 


2iï.  On  peut  quelquefois  ramener  la  résolution  du  triangle 
proposé  à  Tun  des  cas  examinés  dans  le  Chapitre  précédent. 
1*  Si  le  triangle  proposé  a  un  côté  égal  à  90*»  ou  est  recti- 
latère  (20%),  son  triangle  supplémentaire  a  un  angle  droit, 
c'est-à-dire  est  rectangle.  On  résoudra  donc  ce  triangle  sup- 
plémentaire [où  Ton  connaîtra  deux  éléments)  comme  il  a  été 
indiqué,  et  Ton  reviendra  ensuite  au  triangle  considéré. 

2?  Si  le  triangle  proposé  est  isocèle,  c'est-à-dire  s'il  a  deux 
côtés  ou  deux  angles  égaux,  on  le  partagera  en  deux  triangles 
rectangles  égaux,  en  joignant  son  sommet  au  milieu  de  sa 
base  par  un  arc  de  grand  cercle  [Géom.,  538).  Dans  chacun  de 
ces  triangles  rectangles,  outre  l'angle  droit,  on  connaîtra  né- 
cessairement deux  éléments.  La  question  sera  donc  ramenée  à 
résoudre  l'un  de  ces  triangles. 

3**  Enfin,  si,  parmi  les  éléments  donnés,  se  trouvent  deux 
côtés  a  et  b  ou  deux  angles  A  e/  B  qui  soient  supplémen- 
taires, on  prolongera  [Jig.  49)  les  côtés  a  et  c  jusqu'à  leur 
nouvelle  rencontre  en  B'.  Le  trian-  ^    , 

gle  AB'C  aura  dès  lors  deux  côtés 
égaux  b  et  CB'  (puisque  CP'  est  le 
supplément  de  a)  ou  deux  angles 
égaux  B'  et  CAB'  (puisque  le  sup- 
plément de  l'angle  A  est  l'angle 
CAB'  et  que  B'=  B).  La  résolution 
du  triangle  AB'C  entraîne  celle  du 
triangle  donné,  et  le  triangle  AB'C  étant  isocèle,  sa  résolu- 
tion dépend  de  celle  d'un  triangle  rectangle  (2^). 
• 
215.  La  résolution  des  triangles  sphériques  quelconques 
présente  six  cas  distincts;  mais  on  peut  les  grouper  deux  à 
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deux,  comme  il  suit,  en  s'appuyant  sur  la  considération  do 
triangle  supplémentaire.  Les  côtés  et  les  angles  sont  ici 
exprimés  en  degrés. 

Premier  et  deiudème  cas. 

216.  On  donne  les  trois  côtés  ou  les  trois  angles  :  on  rfe- 
mande  de  calculer  les  éléments  inconnus. 

Si  les  trois  côtés  sont  donnés,  on  a  (195) 

cosa  =  cos6  cosc  -+-  sine  sine  cosA, 

d'où 

.       cosfl  — cosècosc 

cosA  = .    ,    . • 

smosinc 

On  en  déduit 

.       sin  6  sin  6*  —  cos  a  -f-  cos  b  cos  c      cos  [b  —  c]  —  cosa 

I— C0SA=:  r—t — : = .      ■      . > 

sinosinc  smosinc 

c'est-à-dire  (81) 

.    («4-6  — c)   .    (a-f-c— -6) 

sin^ ^sin^ - 

I  —  cos  A 1  2 

2  sin6siuc 

On  trouve  de  même 

.       sinésîne-f-cosû  — cosfccosc      cosû  — cos{i-i-c) 

I4-C0SA= :— i— : == .     .     ,  ^1 

sm6sinc  sin6smc 

c'est-à-dire  (81) 

,    [b-\-c-\-a)    .    (6-f-c  — a) 
sin  ^ i  sm  i i 


I  H-  cosA 


sin  6  sine 


Posons»  pour  simplifier,  a  +  6  4-  c  =  2/?,  Les  valeurs  trouvées 
se  présenteront  sous  la  forme 

I  — cosA  __  sin(p  —  ft)sln(p--e) 
2  sin  6  sine  ' 

I  -hcosA  __  sinpsin(/?  — a) 
2  sin^sine 
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On  a  d'ailleurs  (66) 


.    A       ^  /i  —  rosA  A       ^  /i  +  cosA 

sin  —  =  \/ >      cos—  =  1/ « 

2        V  2  2        y  2 


Il  vient  donc 


2       y  sin  6  sine  2       y       sin  ^  sine 

£n  répétant  les  mêmes  calculs  pour  les  angles  B  et  C,  on  a 


.    B      ^  /sin  0-— «  sin  o  — e  B  /swpsinip — 6 

sin  -  =  1/ ^^— ^ — •    .    ^^ ' 9     cos  -  =  i /  — h -7- y 

2       y  sinasine  2       y       sinasinc* 


2       y  Sin  â  sin  ^  '  2       y        sinasinc 

En  divisant  ces  six  formules  deux  à  deux,  on  trouve  enGn 


2       V        sin/>sin(  o  —  a 


-^>, 


2       V        sin/>sin(/>  — 6) 

C  ^     /sin[/>-«)sin(/>-fc)^ 
°2       y        sin/7Sin(p  —  c) 

Dans  toutes  ces  formules,  le  radical  doit  évidemment  être 
pris  avec  le  signe  plus.  Leur  complète  analogie  avec  les  rela- 
tions déjà  données  en  Trigonométrie  recliligne  (169)  les  rend 

faciles  à  retenir.  Il  est  préférable  de  déterminer  les  angles  —  9 

B    C 

-)  ->  parleurs  tangentes,  d'après  les  raisons  précédemment 

exposées. 

Supposons,  au  contraire,  qu'on  donne  les  trois  angles  du 
triangle  ABC.  Les  formules  qu'on  vient  d'établir  sont  appli- 
cables aux  angles  i8o®—  a,  180*»—  6,  iSo^—  c,  de  son  triangle 
supplémentaire;  les  côtés  de  ce  triangle  sont  d'ailleurs 
iSo*»— A,  i8o«  — B,  i8o°— C,  de  sorte  que  leur  somme  2P 
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est  égale  à  36o«— (A -1-B4- C  — i8o«).  Si   nous  désignons 
l'angle  ( A  +  B  ■+-  C  —  i8o<»)  par  2A,  nous  aurons 

2P  =  36o°— 2A    ou     P  =  i8o«— A. 

La  formule 


^î=\/^ 


u„g;:_.,^tii)l!îi£;i£l 


sin/?sin(/?  —a) 

devient  alors,  en  remplaçant  A  par  i8o«  — a;  a,  6,  c,  par  les 
suppléments  de  A,  B,  C;  /?  par  P, 


(180»— a)  fl  /sin(B  — A)sin(C  — A) 

^"«^-^^ ="^^^"^V       sinAsin(A-A) 

ou 


fl      ^  /      sinA 

lang  -  =  \/    .    ,p — 

^2       V  sin(B  — 


sin(A—  A) 


A)sin(C-A) 

Nous  aurons  donc,  pour  déterminer  les  trois  côtés  inconnos, 
les  trois  formules 


a /      sinAsin(A  —  A] 

^^"^2  ""  V  sin(B~A)sin(C-A)' 

b /      sinAsin(B  — A) 

^^ng-  ~  y  sin(A-A)sin(G-A)' 


£  _  .  !      sinAsin(C-A) 
""S^-y  sin(A-A)sin(B- 


(A  — A)sin(B  — A) 

En  examinant  les  conditions  de  réalité  des  expressions 
trouvées,  on  est  ramené  aux  conditions  de  possibilité  du 
triangle.  Ces  conditions,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  en  Géo- 
métrie (Géom.,  564-],  sont  les  suivantes  :  si  l'on  donne  les 
côtés,  chacun  d'eux  doit  être  plus  petit  que  la  somme  des 
deux  autres,  et  leur  somme  totale  doit  être  moindre  que  36o*. 
Si  Ton  donne  les  trois  angles,  leur  somme  doit  tomber  entre 
deux  droits  et  six  droits,  c'est-à-dire  que  2 A  doit  tomber 
entre  0°  et  36o«»;  chaque  angle  augmenté  de  deux  droits  doii 
ôlre  supérieur  à  la  somme  des  deux  autres  angles,  c'est-à-dire 
que  chaque  angle  doit  être  supérieur  à  A. 
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Troisième  et  quatrième  cas. 

217.  On  donne  deux  côtés  et  l'angle  compris  ou  un  côté  et 
^es  deux  angles  adjacents  :  on  demande  de  calculer  les  élé- 
nents  inconnus. 

Pour  résoudre  ces  deux  cas  le  plus  simplement  possible, 
lous  chercherons  les  formules  ou  analogies  de  lYeper,  que 
lous  déduirons  des  formules  de  Delambre. 


FORMULES   DE   DELÂMBRE    ET   DE   NEPER. 

On  a 

.    A-+-B         ,    A        B  ,         A   .    B 

sin =  sin  — cos--}-cos  — sm-j 

2  2  2  2  2 

A  +  B  A        B        .    A  .    B 

cos =cos  — cos sm  — sm-- 

2  2  2  2  2 

Nous  avons  trouvé  d'ailleurs  (216)  les  valeurs  de 

.    A        .    B  A  B 

sm— ?     sm-»     cos— j     cos-« 

2  2  2  2 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  égalités  précédentes,  il 
vient 


.    A^-B       sirï(p  —  b)     /smpsmfp  — c) 

sm =  — H- \/  — -, ^f—r — '" 

2  smc        V       smasm6 


b)      /sin/?  sin 
V       sinaî 


slnlp  —  a)     /s\ï\ps\n{p  —  c) 
sine       V       sinasin6 


B^  __  smp     /s 
~"  sine  V 


^^^„  A  +  B  ^  smp     /sin (/?  —  a)  sm(p  —  b) 

sinasiné 


sin(p~c)     /sin(/?  — a)sin(/?--fr) 
sine       V  sin  a  sin  6 


Mais 


s/ 


swpsinip  —  c)  C 

— -, — ^T— î — '  =  cos  -> 
smasinc»  2 


v/^ 


sin(p  — fl)sin(p-6)  _  ^.^ C^ 
sinasin6  2* 


De  g.  -  Cours.  II.  4^ 
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On  peut  donc  écrire 

.    A-4-B      sinfp  — A)  H-sin(p  — a)        C 

sin =  — ^-^ '— V- cos  -1 

2  sine  a 

A-+-B       sinp  — sînfp  — cl   .    C 

cos =  — ^ : — '-^ sin-- 

2  sine  2 

Or  (81), 

,    c        a--b 

.   /         1  \        .    /  2  sm  -  cos 

sin(/y  — 6)  -i-sin(p->  a  _  2  2 

sine  .    e        e     ' 

2sin-cos- 
2        2 

.    c        a  +  6 

.    ,  .       asm -cos 

sinp  — sin(/>  — e)  2  2 


On  a  donc 


sine  .    e        e 

2  sin  -  cos  - 

2        2 


.    A-f-B  a  — 6 

sin cos 

2  2 

Ci  e 


cos  -  cos  - 

2  2 

A-i-B  a-h6 

cos cos 


.    C      ■"  e 

sin  -  cos  - 

1  2 


En  partant  des  valeurs  de  sin et  de  cos  -^ ei  en 

opérant  d'une  manière  analogue,  on  trouvera  les  deux  autres 
formules  de  Delambre,  qui  sont  : 

.    A-B        .    /ï-6 

sin sin 

2  2 


COS  -  sm  - 

2  2 

A  — B  .    a-t-6 

cos sin 


.  c     " 

.    e 

sin- 

sin- 

2 

2 

Les  six  éléments  du  triangle  entrent  dans  ces  formules.  Si  on 
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les  divise  membre  à  membre  dans  Tordre  suivant  :  la  première 
par  la  deuxième,  la  troisième  par  la  quatrième^  la  quatrième 
parla  deuxième,  la  troisième  par  la  première»  on  obtient  les 
formules  de  Neper,  savoir  : 

a—  b 

.       ^       cos ^ 

,  .  ^       A-f-B  7.  C 

(i)  tang = irCol-9 

cos- 


2 

^-6 


A-B       ^^"-2-        C 
(2)  tang-^  =  — ^-^cot-, 

sin 

2 

A-B 


.       cos 

(3)  iang-_  =  — -^^-^lang-, 

COS 

2 

.    A— B 

.       sm 

...  a—  0  2  c 

(4)  iang-^  =  — ^^-^lang-. 

sm 


Si  Ton  donne  a,  b^  C,  on  trouve  A  et  B  au  moyen  des  deux 
premières  analogies^  puis  c  en  faisant  usage  de  la  troisième 
ou  de  la  quatrième.  Si  Ton  donne,  au  contraire,  c,  A,  B,  les 
deux  dernières  analogies  font  connaître  a  et  6,  puis  Tune  des 
deux  premières  donne  C. 

218.  Souvent,  dans  le  troisième  cas,  on  ne  veut  connaître 
que  le  côté  c.  On  se  sert  alors  de  la  formule 

cosc=:cosacos&  +  sinasinfrcosC. 

Il  faut  rendre  cette  valeur  calculable  par  logarithmes.  On  met 
cosa  en  facteur  commun  dans  le  second  membre,  et  11  vient 

cosc  =  cosa(cos6  -h  sinfctangacosC). 

En  désignant  par  cp  un  angle  auxiliaire,  posons 

lang9=:iangacosC. 
Nous  aurons 

cosc  =  cosa(cos6  +  sin6  tang<p), 

42 


66o 


TRIGONOMÉTRIE. 


sino 


ou,  en  remplaçant  langç  par -» 


cosc  = 


cosa  cos{b  —-  9) 
cosç 


Si,  dans  le  quatrième  cas,  on  ne  veut  de  même  connaître  que 
Tangle  C,  on  prend  la  formule  (197) 

cosC  =  — cosA  cosB  -h  sinAsinB  cosc, 

d'où 

cosC  =  -— cosA(cosB  —  sînB  tangAcosc). 

En  désignant  par  ^  un  angle  auxiliaire,  posons 

colvj^  =  tangA  cosc. 
,11  viendra 

cosC  =  — cosA(cosB  — sinBcot^}^), 

ou,  en  remplaçant  cotij/  par    .   ^» 


cos 


p  __  —  cos  A  sîn  (vp  —  B)  __  cosA  sin(B  — d;) 
sin<|;  sinvj' 


Fig.  5o. 


219.  Il  est  facile  de  vérifier  que  l'introduction  des  angles 
auxiliaires  9  et  ^  revient  à  une  décomposition  du  triangle 
donné  ABC  (Jig.  5o)  en  deux  triangles 
rectangles. 

En  considérant  d*abord  le  troisième 
cas,  abaissons  sur  le  côté  b  l'arc  de 
grand  cercle  perpendiculaire  BD.  Le 
triangle  rectangle  BDC  donne  (201) 

tangCD  =  tanga  cosC  ; 

et,   d'après  l'équation  de   condition 
(218) 

tangf  =  tanga  cosC, 

on  voit  que  l'angle  auxiliaire  cp  répond  à  Tare  CD. 

Si  nous  passons  au  quatrième  cas,  le  triangle  rectangle  BDA 
donne  (la  formule  cosa  =  cotBcotC  du  n"  201  revenant  à 
langCcosa  =  cotB) 

tangA  cosc  =  cot ABD; 
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et,  d*aprèsréquation  de  condition  (218) 
col^J;  =  langAcosc, 
on  voit  que  l'angle  vp  est  précisément  Tangle  ÂBD. 

220.  Comme  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  sphérîque 
considéré  sont  toujours  supposés  moindres  que  180%  les 
quatre  cas  que  nous  venons  d'examiner  n'admettent  jamais 
qu'une  solution,  et  les  deux  derniers  sont  toujours  possibles. 

Cinquième  et  sixième  cas. 

221 .  On  donne  deux  côtés  et  V angle  opposé  à  l'un  d'eux  ou 
deux  angles  et  le  côté  opposé  à  l'un  d'eux  :  on  demande  de 
calculer  les  éléments  inconnus. 

Supposons  qu'on  donne  a^  b,  Â  ou  A,  B,  a.  La  relation  (198) 

sinB sinft 

sînA  ~  sina 

permettra  de  trouver  l'inconnue  B  ou  l'inconnue  b. 

Les  inconnues  C  et  c  (communes  aux  deux  cas)  seront  en- 
suite déterminées  à  l'aide  de  deux  des  formules  de  Neper.  On 
aura,  par  exemple,  en  transposant  (217), 

.    a-6 
C       ^'"-T-       A-B 

sm 


sm 


2 
A  +  B 


C  1      a  —  b 

sîn- 


'«"8^  =  -T^»'"'« 


2 


Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  d'abord  que  l'in- 
connue sinB  ou  sïnb  tombe  entre  o  et  i  (puisque  B  ou  6  est 
inférieur  à  i8o*>). 

Admettons  que  cette  condition  soit  remplie.  Les  Tables 
donneront  pour  B  ou  fr  deux  valeurs  supplémentaires  l'une  de 
l'autre.  Cherchons  quand  ces  valeurs  sont  toutes  deux  admis- 
sibles. 
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Remarquons  que  lang-  ei  lang-  doivent  être  positives. 

Il  faut  donc  que  les  différences  A—B  et  a—b  soient  de  même 
signe,  ce  qui  correspond  au  théorème  suivant  démontré  eo 
Géométrie  :  Dans  tout  triangle  sphérique,  à  un  plus  grand 
angle  est  opposé  un  plus  grand  côté,  et  réciproquement. 

Si  la  dernière  condition  indiquée  n'est  pas  remplie,  le 
triangle  est  impossible.  Si  elle  est  remplie  par  Tune  des  valeurs 
de  B  ou  de  b,  à  celte  valeur  correspond  nécessairement  une 
solution. 

En  effet,  les  analogies  employées  conduisent  alors  pour  C 
et  c  à  deux  valeurs  comprises  entre  o»  et  180°,  et  ces  valeurs 
sont  précisément  celles  que  donneraient  les  deux  autres  for- 
mules de  Neper.  Car  ces  deux  formules 

a-b 

^         COS .         -. 

lang-  = j   cot 9 

cos 

2 

Ah-B 


COS ,. 

c  2  a-hb 

COS 


se  déduisent  immédiatement  des  deux  analogies  restantes, 
jointes  à  la  relation 

sinB s'inb 

sinA       sina 

C'est  ce  que  nous  allons  prouver.  La  relation 
sinB       slnb 


sinA       sina 

revient  à 

sinB-i-  sinA       sinft  h-  sina 

sinB  — sinA  "~  sin6  — sina 

ou  à (83) 

A-t-B               a-hft 
tang tang 

^       A-B~"^       a  — 6' 
tang tang 
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On  tire  de  cette  dernière  égalité 

a-hfr 
A-B       '^"8-^       ^^B 

eot =  r  COt y 

2  a  —  o  a 

tang- 


a^b       '^"8 


2 

A-B 


tang^- 
Substituant  ces  valeurs  dans  les  analogies 

sin 


C       ^    2  A-B 

sin' 


tang-  = r  cet î 


2 

.    A  +  B 

sin . 

c  2  a  —  o 


sin 

2 

on  retrouve  évidemment  les  deux  autres  (217),  savoir: 

a-b 
cos- 


C       _   2  A  +  B 

cos- 


tang-  = — X  COt > 

^2  a-f-6  2 


cos- 


2 

A-hB 


c  2 

cos- 


^ng-  =  — ^:irB^"s 


La  première  et  la  troisième  analogie,  jointes  à  la  relation 
des  quatre  sinus,  forment  donc  un  système  équivalent  à  la 
deuxième  et  à  la  quatrième  analogie,  jointes  à  cette  même  re- 
lation. 

Supposons  qu'on  donne  a,  b,  k:  on  déterminera  à  l'aide 
du  premier  système  les  valeurs  de  B,  C,  c.  Si  l'on  veut  alors 
former  un  triangle  avec  les  trois  éléments  a,  6,  C  (ce qui  est 
toujours  possible  (220),  le  second  système  fera  connaître 
les  valeurs  correspondantes  des  éléments  restants  A,  B,  c,  qui 
seront  précisément  les  valeurs  qui  satisfont  déjà  au  premier 
système. 
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Il  résulte  de  celte  discussion  que  chaque  valeur  de  B  on 
de  b  qui  satisfait  aux  deux  conditions  posées  (sinBoa  sxnb 
positif*  et  moindre  que  i,  les  différences  A  — B  et  a  — b  de 
même  signe)  correspond  nécessairement  à  un  triangle  et  à  un 
seul  formé  avec  les  éléments  donnés.  Le  cinquième  et  le 
sixième  cas  admettront  donc  une  ou  deux  solutions  ou  n'en 
admettront  aucune.  Ces  cas  portent  le  nom  de  cas  douteux. 

222.  Pour  ne  rien  laisser  de  côté  relativement  aux  cas  dou- 
teuxy  nous  indiquerons  encore  une  méthode  de  résolution 
plus  simple,  qui  nous  donnera  d'ailleurs  Toccasion  d'appuyer 
sur  la  marche  à  suivre  pour  rendre  calculables  par  logarithmes 
les  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique,  et  qui  nous  pei^ 
mettra  d'interpréter  géométriquement  les  transformations  em- 
ployées. 

223.  Cinquième  cas*  —  On  donne  a»  6»  A,  on  veut  calculer 
B,  C,  c. 

On  a  d'abord 

sinfrsinA 


sinB  = 


s\na 


Le  côté  c  et  l'angle  C  sont  ensuite  donnés  par  les  formules 
(195,199) 

cos a  =  cosb  cosc  4-  sin6  sine  cosA, 

cotasin6==cos6cosC-h  sinCcotA. 

Pour  arriver  à  des  valeurs  de  c  et  de  C  calculables  par  loga- 
rithmes, nous  emploierons  deux  angles  auxiliaires  a>  et  ^. 
Posons 

tang<p  =  tangfccosA; 
il  viendra 

.,  .  ,      cosAcosfc— <p) 

cosa  =  cos6(cosc-4-  sinciang9)= ^^ -^ 

^  °^'  cos<p 

d'où 

,  ,      oosacos© 

cosfc— 9   = ;— -Î-. 

Celte  relation  fera  connaître  c  —  9  et,  par  salle,  c. 
Posons,  de  même, 

,       cotA 

^"«+  =  35^5 
il  viendra 

cotasinfc  =  cos6  cosC  -f-  sinCcosft  tangi];, 
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d'où 

t                    ^        .   v^          .       cosfC  —  d») 
Ungo  coia  =  cosC  +  sinC  langij;  = S 

c'esl-à-dire 

cos(C  —  vp)  =  lang6colacos^. 

Celle  relalion  fera  connaître  C  —  ^  el,  par  suile,  C. 

Lorsque  le  problème  sera  possible,  la  valeur  de  sinB  lom- 
bera  entre  o  ei  i,  les  valeurs  de  cos(c—  9)  el  de  cos(C  —  ^) 
lomberoni  enlre  -ht  el  —  i. 

On  calculera  d'abord  les  angles  auxiliaires  9  el  i^  qu'on  sup- 
posera compris  enlre  o"  el  180®. 

Les  Tables  donneront  alors  pour  B  une  valeur  comprise 
entre  o*  el  90**;  puis,  pour  c  —  <p  el  C  —  ^,  des  valeurs  /  el  L 
comprises  enlre  o^  et  180''.  Mais  on  satisfera  aussi  aux  équa- 
Uons  précédenies  en  remplaçant  B  par  180'»-- B,  et  en  pre- 
Dani  —  /  et  —  L  à  la  place  de  /  et  de  L.  En  effet,  les  sinus  de 
deux  arcs  supplémeniaires  sont  égaux  et  de  même  signe,  les 
cosinus  de  deux  arcs  égaux  et  de  signes  contraires  sont  égaux 
et  de  même  signe.  Pour  terminer,  il  faut  montrer  de  quelle 
manière  les  doubles  valeurs  doivent  être  assemblées. 

On  a (199) 

coi6sinc  =  cosccosA  -h  sinÂcolB, 
d'où 

coté  sine  =  cosA(cosc-f-  tangA  cotB). 

De  tang<p  =  lang&cosÂ,  on  déduit 

-       cosA 

cot6  = 

tang9 

et,  par  suite, 

=  COSC  -+-  tangA  cotB; 

tang9  ° 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  tang9  par  — -  et  en  faisant  passer 
COSC  dans  le  premier  membre, 

sin(c—  9) tangA 

sin9       "~  langB 
On  a  de  même  (197) 

cosB  =  —  cosAcosC  +  sinAsinCcosft. 
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De  langJ/= r  on  déduit 

-        coiA 

COSD=  r> 

tangij; 
d'où 

cosB  =  —  cos  A  cosC  4-  sinC  cos  A  col^^ 
ou 

»                 4./       n       .   r.     .  I  \      —  cosAsinfd;  — C! 
cosB  =  --  cosAfcosC  —  smC col J;)  = ^~ -i 

c'esl-à-dire 

sîn(C  — ip)  _  cosB 
simj;  cos  A 

Les  signes  des  deux  rapports  — ^  et r  sont  iden- 

^  *^^         langB        cosA 

tiques,  puisque  A  et  B  sont  compris  entre  o^"  et  i8o^  Les  dif- 
férences c  —  <p  et  C  —  4*  seront  donc  ensemble  positives  oq 
négatives.  On  prendra  donc  -4-  /  avec  -*-  L  et  —  /  avec  —  L 
On  voit,  de  plus,  que  A  et  B  sont  de  même  espèce  quand  on 
prend  les  valeurs  +  /  et  +  L,  et  d'espèces  différentes  qaaod 
on  prend  les  valeurs  —  /  et  —  L. 

Il  n'y  a  d'ailleurs  de  solution  possible  qu'autant  que  les  va- 
leurs trouvées  pour  c  et  C  sont  moindres  que  i8o*. 

224>.  Interprétons  géométriquement  les  valeurs  des  angles 
auxiliaires  <p  et  ^.  Soit  ABC  [fig.  5i)  le  triangle  considéré. 
Partageons-le  en  deux  triangles  rec- 
tangles par  l'arc  de  grand  cercle  CD 
abaissé  perpendiculairement  du  sooh 
met  C  sur  le  côté  opposé  AB. 

Il  est  évident  que  l'arc  perpendicu- 
laire CD  tombe  en  dedans  ou  en  dehon 
du  triangle,  suivant  que  lesanglesAetB 
sontc/^  même  espèce  ou  d'espèces  dif- 
férentes; car  les  deux  triangles  reciifr 
gles  DCA,  DCB,  exigent  que  l'arc  pe^ 
pendiculaire  CD  soit  à  la  fois  de  même 
espèce  que  les  angles  CAD  et  B  qui  lai 
sont  opposés  dans  ces  triangles  (^j- 
Supposons  le  point  D  entre  les  points  A  et  B.  On  a,  dans  le 
triangle  rectangle  DCA, 

tangAD  =  tang6  cos  A    et    cos6  =  cot  ACD  cotA. 
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La  dernière  relation  revenant  à 

A  nr.  COt  A 

tangACD  = ^j 

^  cosb 

on  voit  que  l'arc  AD  répond  précisément  à  Tangle  f  et  que 
Tangle  ACD  représente  l'angle  auxiliaire  ^.  L'arc  BD  est  alors 
c  —  cp,  et  l'angle  BCD  est  C  —  ij;. 

Supposons  le  point  D  à  gauche  du  point  A,  le  triangle  rec- 
tangle DCA  donne 

langAD  =  langé  cos(i8o«  —  A), 

ce  qui  revient  à 

lang(—  AD)  =  tang6cosA; 
et 

cos6  =  cotACD.cot(i8o«— A), 

ce  qui  revient  à 

tang(-ACD)^^- 
^^  '      cosft 

L'arc  AD  et  l'angle  ACD  représentent  alors  l'arc  9  et  l'angle 
auxiliaire  ^  changés  de  signe.  L'arc  BD  =  c  -4-  AD  est  donc 
encore  c  —  9,  et  l'angle  BCD  =  C  -4-  ACD  est  C  —  ij/. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  ramener  la  résolution  du  triangle 
proposé  à  celle  du  triangle  rectangle  CDB.  Si  Ton  désigne,  en 
effet,  l'arc  perpendiculaire  CD  par  x,  le  triangle  rectangle  CDA 
donne 

tangx  =  tang6  cos  ACD. 

On  connaît  donc  dans  le  triangle  CDB  un  côté  CD  et  l'hypo- 
ténuse CB.  On  peut  par  suite,  à  l'aide  des  formules  démontrées 
précédemment  (207),  calculer  l'angle  B,  le  côté  BD  =  c  —  9  et 
l'angle  BCD=:C  — 4».  Ayant  trouvé  d'abord  9  et  i];,  les  élé- 
ments B,  C  et  c,  du  triangle  ABC,  seront  complètement  déter- 
minés. 

225.  Sixième  cas.  —  Le  sixième  cas  est  susceptible  d'une 
discussion  analogue.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas,  puis* 
qu'on  peut,  en  se  servant  du  triangle  supplémentaire^  ra- 
mener ce  cas  au  précédent. 

226.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  en  donnant  tous  les 
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éléments  d'an  triangle  sphérique  quelconque,  ainsi  que  les 
logarithmes  correspondants. 

a  =  76*35'36'',     h  =  So'^io'Bo",    c  =  4o*o'io*. 

logsinû  =1,9880008,  logsinô  =7,8853636,  logsinc  =1,8080916^ 
logcosa  =T,3652279,  logcos6  =1,8064817,  logcosc  =î,884a363, 
logtang«  =  0,6227729,    log tango  =  0,0788819,    logtangr  =  1,923856^ 

A  =  i2i''36'i9'',8i,    B  =  4a*i5'i3',66,    C  «  34'i5'2",76. 

logsinA  =1,9302747,  logsinB  =1,8276379,  logsinC  =î,75o3aS( 
log— cosA  =1,7193874,  logcosB  =1,8693336,  logcosC  =1,9172881 
log  —  tang A  =  0,2108873,    logtangB  =  T,9583o43,    loglangC  =  î,833i*ii 


Formules  relatives  à  Taire  d'un  triangle  sphérique. 

227.  Nous  avons  démontré  [Géom,^  580)  que  l'aire  vd'uB 
triangle  sphérique  ABC  faisant  partie  d'une  sphère  de  rayon  I 
a  pour  expression,  en  mètres  carrés,  les  angles  A,  B,  C,  éuoi 
évalués  en  degrés, 

A-4-B-f-C  — 180    _^ 

100 

En  désignant  comme  précédemment  (216)  par  2A  Tangie 
(A  -4-  B  -h  C  —  i8o«),  nous  pourrons  écrire  plus  simplement 

100 

La  détermination  numérique  de  l'aire  du  triangle  considéré 
dépend  donc  de  celle  de  Tangle  2  A. 

Nous  allons  chercher  A,  d'abord  en  fonction  de  deux  côtés 
et  de  l'angle  compris,  puis  en  fonction  des  trois  côtés. 

228.  i«  On  donne  a,  6,  C. 
Nous  avons  trouvé  (216) 


a /      sinAsin(A  — -  A) 

^»ng-  --  y  sin(B  — A)sln(C  — 


ÂÎ' 


6  _     /      sinAsin(B  — A) 
*»n«ï  -  y  sin(A-A)sin(C-A)" 
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Si  nous  multiplions  ces  égalités  membre  à  membre^il  vient 

a         b  sînA 

^°g^^"8i  =  sin(C-A) 

sînA  I 


sinCcosA  —  cosCsinA       sinCcotA  —  cosC 

Par  suite>  en  renversant,  on  a 

a       b 
cot-col-  H-cosC 

cotA  = 7—7; • 

sinC 

On  peut  remarquer  que>  si  Tangle  C  reste  constant  et  si  Ton 

fait  varier  les  côtés  a  et  ft  de  manière  que  le  produit  cot-cot- 

demeure  fixe,  A  et,  par  conséquent,  Taire  du  triangle  ne 
changent  pas. 

Si  Ton  veut  rendre  la  formule  obtenue  calculable  par  loga- 
rithmes, on  introduit  un  angle  auxiliaire  f  en  posant 

a       b        .   ^ 
cot-cot-  =  smCcot©, 

et  il  en  résulte  évidemment 

.       sin(C  +  9) 
cotA=     .  '     .  ^' 
smCsmf 

229.  2®  On  donne  les  trois  côtés  a,  b,  c. 

On  a,  d'après  les  formules  de  Delambre  (317], 

,    A-*-B             a-^b 
sin cos 

1  1 

C-  = c—' 

cos  -  cos  - 

2  2 

A  -f-B              a-4-  b 
cos cos 


D'ailleurs, 
on  en  déduit 


.    C      ~  c 

sm-  cos - 

2  2 


A-i-B-i-C  — i8oo  =  2A; 
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Par  suite, 

cos  I A  j       00s 


h 


cos-  cos- 

2  2 

sin  (  -  —  A  )       cos 


ii-^) 


sin  -  cos  - 

2  2 


La  première  relation  revient  à 


,(?_.)_, 


C             a-h  c 

cos  ( A   —  COS  -       cos  • cos  - 

2  2  2 


<^^) 


C"-         rt-~6  c' 


cos A   -t-  cos  -       cos h  cos  - 

2  2  2 


c*est-à-dire(81,216)à 


.    C  — A   .    A  .    p  —  6  .    p  — a 

2  sin sin  —        2  sin sin 

22  22 


C  —  A        A  p  —  b        p  —  a 

2  cos cos  —       2  cos cos  ^ 

22  22 

ou 

/\            *       C  — A.       A      ^       p  —  l>.       p  —  a 
(i)  tang lang—  =  tang^- lang^- 

La  seconde  relation  revient  à 

sin sînf Aj 

2  \2  /  2  2 

c'est-à-dire  (81)  à 


c  a-hb 

cos cos 

2  2 

.  C     TTC     7\~"      c         ^T6' 

sin  -  -f-  sm A I       cos  -  -i-  cos 


.A        C  — A  ,   p  ,    p  —  c 

2  sm  —  cos 2  sin  ^  sm 

22  22 


.C  — A        A  p        p  —  c 

2  sm cos  —      2  cos  -  cos 

22  22 


ou 


,       A 
tang- 
/   \  2  p         p-—  c 

tang — -— 
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Si  Ton  multiplie  membre  à  membre  les  égalités  (i)  et  (2], 
et  si  Ton  extrait  la  racine  carrée  du  résultat,  on  arrive  à  cette 
formule  remarquable,  due  à  Simon  LhuUier,  de  Genève  : 


A  /         p         p  —  a         p  —  b         p  —  c 

tang  -  =  i  /  tang  ^  tang  ^ tang  ^ tang  ^ • 

2        y  2  2  2  2 

230.  Revenons  à  la  formule  (227)  qui  fait  connaître  l'aire  a 
du  triangle  sphérique  proposé  en  mètres  carrés,  et  qu'on  peut 
écrire 

(7=2R2A-^- 

100 

Si  l'on  exprime  A  et  180®  en  secondes^  le  rapport  -^  devient 

égal  à  la  longueur  de  l'arc  de  i"  dans  le  cercle  de  rayon  i.  Or, 
dans  ce  cercle,  on  peut  regarder  l'arc  de  i*"  comme  se  con- 
fondant avec  sini'^  (lOi).  On  a  ainsi 

(i)  (7  =  2Rî»Asini''. 

231.  De  même,  dans  les  développements  précédents,  on  a 
supposé  les  côtés  a,  6,  c,  donnés  en  degrés,  minutes  et  se- 
condes. Si  Ton  veut  en  déduire  leurs  valeurs  en  mètres,  il 
faut  avoir  recours  à  la  formule  connue  [Géom,,  230) 

-      ttR/i 

dans  laquelle  on  convertira  en  secondes  n  et  i8o^  Le  rapport 

-5-  deviendra  alors  égal,  comme  on  vient  de  le  dire,  à  sin  i*". 
100 

De  plus,  si  (f  est  le  nombre  de  secondes  du  côté  a  dont  la 
longueur  en  mètres  est  /,  on  devra  remplacer  n  par  a%  et  l'on 
trouvera  ainsi 
(2)  /=Rtf'^sini^ 

Si,  de  /,  on  veut  au  contraire  déduire  a'',  on  a 

Rsini" 

232.  Si  Ton  considère  la  Terre  comme  une  sphère  où  un 
grand  cercle  a  pour  circonférence  4ooooooo~,  l'arc  de  i" 
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sur  celle  circonférence  est  égal  a  - — ^ j  c  esi-a-dire  à 

°  1296000 

g  .    '  On  peul  donc,  dans  ce  cas,  remplacer  Rsîni'  parle 

10000 

Pour  les  Applications  géodésiques,  les  formules  (1]  ei  [2) 
des  n*"*  230  et  231  deviennent  donc 

,    ..  ,  ^  .  loooo         a  A    /ioooo\2 

(.bis)  a  =  2RA-3^  =  ^j^,(^-^^J, 

(en  mullipliani  el  en  divisant  le  second  membre  de  la  première 
formule  par  sîn  i'). 
On  a  d'ailleurs,  puisque  (108)  sini^  =  0,00000 48481 368i, 

logsini''=  6,6855748668    et    log-A^  =  5,3i4425i332. 

233.  L'angle  2 A  est  souvent  confondu  avec  l'excès  spki- 
rîque  du  triangle  considéré.  Mais,  comme  nous  l'avons  déjà 
rappelé  (1|93],  on  doit  réserver  ce  terme  pour  désigner  l'ex- 
pression A'  H-  B'  -h  C  —  TT,  où  A',  B',  C,  représentent  les  angles 
du  triangle  sphérique  évalués  en  parties  du  rayon  de  la  sphère 
correspondante,  pris  pour  unité.  L'excès  sphérique  du  trimât 
mesure  alors  son  aire  dans  le  nouveau  système  d'unités  adopté. 

Si  l'on  désigne  cet  excès  sphérique  par  2e,  on  a  {Géom.j 
580,  581) 

— ÛT  =  —      OU      <T  =  2eR2. 
a  a 

11  en  résulte,  d'après  la  formule  (i]  du  n''230, 
26  =  2Asini^'. 
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CHAPITRE  IV. 

EXERCICES  ET  APPLICATIONS. 


Rayons  sphériqnes  du  cercle  circonscrit  et  des  cercles  inscrit 
et  ex-inscrits  à  on  triangle  sphérique. 

234..  I*  Rayon  sphérique  du  cercle  circonscrit. 

Soient  le  triangle  sphérique  ABC  (^gf.  62}  et  le  pôle  0  du 
c\5rcle  circonscrit  à  ce  triangle.  Si  Ton  joint  le  point  0  aux 

Fig.  52. 


sommets  du  triangle  par  des  arcs  de  grand  cercle,  on  le  dé- 
compose en  trois  triangles  isocèles  ayant  pour  bases  respec- 
tives les  côtés  a,  i,  c,  et  l'un  de  ces  arcs  OA  représente  le 
rayon  sphérique  R  [Géom.,  516)  du  cercle  circonscrit. 

Supposons  d'abord  le  pôle  0  à  l'intérieur  dw  triangle  donné, 
et  désignons  par  x,  jr,  z,  les  angles  à  la  base  des  trois  triangles 
isocèles.  On  a  évidemment  2(ar-hj^H-z)  =  AH-B-hC,  c'est- 
à-dire,  d'après  la  notation  (21G)  A  -f-  B  -4-  C  —  i8o«  =  2 A, 


De  C.  —  Cours.  II. 


B 


=  9o<>-f- A. 
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Par  conséquent,  en  se  reportant  à  la  figure» 
X  =  90*» —  (A  —A), 

^  =  900— (C— A). 
Si  le  pôle  0  est  à  l'extérieur  du  triangle  donné,  on  a 

c*esl-à-dîre 

X  -\-  z—y^=i  90°  H-  A  ; 

et  l'on  voit,  en  se  reportant  encore  à  la  figure,  que 

ar  =  90»— (A  — A), 
-j  =  9o«-(B-A), 

z  =  9o«'— (C— A). 

Les  valeurs  de  x^  y^  z,  restent  donc  les  mêmes  dans  les  deui 
hypothèses,  à  la  seule  condition  d'afifecter  du  signe  moinscàk 
de  ces  trois  quantités  qui  se  rapporte  au  triangle  isocèle  entiè- 
rement extérieur  au  triangle  donné. 

Cela  posé,  menons  l'arc  de  grand  cercle  OD  qui  passe  par 
le  milieu  du  côté  AB  et  qui  lui  est  en  même  temps  perpendi- 
culaire [Géom.,  538}.  Le  triangle  rectangle  ODA  donne  immé- 
diatement (201) 

tang-  —  tangRcosjs  =  tangRsin(C  — A). 

On  en  déduit 

c 

tang- 

(1)  tangR  =  -T— 7;^ T-T- 

^  ^  ^         sm(L  —A) 

c 
Si  l'on  remplace  tang-  par  sa  valeur  en  fonction  des  angles 

A,  B,  C  et  A  (216),  on  obtient 


.  /  sinA 

(2)       tangR  -  y  s"in(A-A)sin(B-A)sin(C-A)' 

235.   Théorème  de  Lexell. 

La  formule  (i)  permet  de  vérifier  ou  de  démontrer  le  ibeo* 
rème  de  Lexell  [Géom.j  599). 
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Il  s'agit  de  trouver. le  lieu  géométrique  des  sommets  des 
triangles  spliériques  qui,  situés  sur  un  même  hémisphère,  ont 
même  base  AB  et  une  aire  constante  o*. 

Soit  [Jig,  53)  ABC  l'un  de  ces  triangles.  Il  est  situé  sur  l'hé- 
misphère limité  par  la  base  AB  pro- 
longée. 

Si  l'on  prolonge  de  même  les  côtés 
AC  et  BC  jusqu'à  leurs  rencontres  A' 
et  B'  avec  la  circonférence  de  grand 
cercle  AB,  les  points  A  et  A',  B  et  B' 
sont  diamétralement  opposés  [Géom,, 
511)  et,  par  suite,  la  somme  des  aires 
ff  et  <t'  des  deux  triangles  ACB,  A'CB', 
équivaut  à  l'aire  du  fuseau  dont  l'angle  est  C  (Géom.,S>79). 

Or,  en  posant  (216) 

A-f-B-+-C  — i8o«=:2A 
et 

A'4-B'-f-C-i8o«=2A', 

on  a  (231  et  G^om.,  578) 

c7  =  2R«A-^,     (/  =  2K^^'~,     Fus.C  =  2R2C-4-- 
loo  loo  i8o 

L'équivalence  indiquée  conduit  donc  à  l'égalité 

A-hA'  =  C    ou    C-A'  =  A. 

Mais  le  rayon  sphérique  R'  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
A'CB'  satisfait  à  la  relation  (234.) 


tangR'  = 


,       AB'  AB' 

lang-— -         lang— - 


sin(C  — A')  sinA 

A'B'  et  A. étant  constants  par  hypothèse,  il  en  est  de  même 
de  R'.  Le  sommet  C  appartient  donc  à  une  circonférence  de 
cercle  passant  par  les  points  A'  et  B',  diamétralement  opposés 
aux  points  A  et  B,  et  dont  le  rayon  est  R'.  Cette  circonférence, 
facile  à  tracer  (Géom.,  SCi),  est  le  lieu  géométrique  qu'on 
voulait  découvrir. 

236.  II.  Rayon  sphérique  du  cercle  inscrit. 

Soient  le  triangle  sphérique  ABC  {fg,  54)  et  le  pôle  0  du 

43. 
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cercle  inscrit  dans  ce  iriangle,  dont  il  touche  les  côtés  aux 
points  Dy  E,  F.  Menons  l'arc  de  grand  cercle  OÂ,  et  abaissons 


Fie.  54. 


sur  AB  1  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  OF  qui  repré- 
sente le  rayon  sphérique  r  du  cercle  inscrit  [Géom.,  555).  Le 
triangle  rectangle  OFA  donne  immédiatement  (201) 

tangr=  slnAF  tangOAF. 

\ 

L'angle  OAF  est  évidemment  égal  à  l'angle  —  •  Quant  à  AF, 

on  a  (Géom.,  565) 

AF  =  c-BF  =  c-BD, 

AF  =  AE  =  ft  -  CE  =  6  -  CD, 

c'est-à-dire,  en  ajoutant, 

iXF  =  b  -h  c  —  a=z2(p  —  a)     ou    AF  =  /?  — a 
Par  suite,  il  vient  finalement 


(0 


iangr=sin(p  — a)  tang  — • 
2 


En  remplaçant  tang—  par  sa  valeur  en  fonction  des  côtés 
(216),  on  obtient  cette  seconde  expression 


(ibis)    langr  =  \/ 5^4- ■ 

^       '         '^         V  smp 

237.  III.  Rayons  sphériques  des  cercles  eX'inscrits, 

Les  cercles  ex-inscrits  à  un  triangle  sphérique  ABC  soDl 


TRIGONOMÉTRIE.  677 

ceux  qui  s'appuient  respeclivemeni  sur  chacun  des  côtés  «, 

6,  Cy  en  touchant  les  prolongements  des  deux  autres  côtés. 

Prenons,  par  exemple  [Jig.  54),  celui  dont  le  pôle  0<  tombe 

dans  l'intérieur  de  l'angle  A^  qui  s'appuie  en  D|  sur  le  côté  a, 

et  qui  touche  les  prolongements  des  côtés  6  et  o  en  £«  et  en 

¥i .  Le  triangle  rectangle  0<  F<  A,  où  l'arc  perpendiculaire  0<  F< 

représente  le  rayon  sphérique  ra  du  cercle  ex-inscrit  consi  - 

déréy  donne 

tangra  =  sinAF|  tangO<AF<. 

L'angle  Oi  AF4  est  égal  à  -•  Quant  à  AFi,  on  a 

AFi  =  c  H-  BF<  =  c  +  B[>u 
AFi  =  AEi  =  6  +  CE,  =  6  -h  CD,, 

c'est-à-dire,  en  ajoutant, 

iiAFi=a-h  b-hc  =  7.p    ou    AF<  =r^. 

Par  suite^  il  vient  finalement 

.A 

(2)  tangr^  =  s\np  lang— • 

On  trouverait  de  même^  pour  les  rayons  sphériques  des  cercles 
ex-inscrits  qui  s'appuient  sur  les  côtés  b  et  c, 

(3)  tangr^  ~  sin/>lang  — ? 

Q 

(4)  iangrc=sin/?  tang-• 

A  B  c 

Si  l'on  remplace  alors  tang-i  lang-i  lang -5  par  leurs  va- 
leurs en  fonction  des  côtés  (216),  on  obtient  ces  autres  expres- 
sions 


....  ^  ^  /sitïp  sin  (/?  —  />)  sin (p  —  c) 

,,..  .  ^  ^  /sinpsin(p  — ajsin(;^  — c) 

(36,5)  tangr,  =  Y/  siu(p-b) ' 

/ /  L •  1  A  /sinpsïn(p—  a)s\n(p  —  b) 

{46«)  tangr.  =  \/  lin[p-c) 
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L'analogie  des  formules  précédentes  avec  les  formules  cor- 
respondantes de  la  Trigonométrie  reciillgne  doit  être  re- 
marquée. 


Volnme  d*im  parallélipipède  oblique  en  fonction  de  ses  arêtes 
et  des  angles  qn'elles  font  entre  elles. 

238.  Posons  (//j'.  55) 

Admettons  que  le  sommet  0  soit  le  centre  d'une  sphère  ayant 
pour  rayon  l'unité.  Les  arêtes  OL,  OM,  ON,  détermineront 
parleurs  intersections  avec  celte  sphère  un  triangle  sphérîqae 
ABC  dont  les  côtés  a,  6,  c,  mesureront  précisément  les  angles 
formés  par  les  arêtes  OL,  OM,  ON,  considérées  deux  à  deux. 

Fig.  55. 
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L'aire  du  parallélogramme  qui  a  pour  côtés  X  et  fx  est  égale  à 
Xjut  sin  AOB  =  X|ùi  sin  c. 

Si  l'on  abaisse  du  sommet  N  sur  la  base  la  perpendiculaire  NH, 
le  triangle  rectangle  NHO  donne 

NH  =  vsinNOH. 

Mais  dans  le  triangle  sphérique  rectangle  correspondant  CDA, 
le  côté  de  l'angle  droit  CD  mesure  l'angle  NOU,  et  l'on  a  (âOl) 

sinNOH  =  sinCD  =  sinfc  sin  A. 

Par  suite,  le  volume  du  parallélipipède  étant  égal  au  produit 
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de  sa  base  par  sa  hauteur^  on  peut  écrire,  en  désignant  par  V 
le  volume  cherché, 

A         A 

V=  X/:zvsîn6sincsinA  =  2X/:jivsin6  sîncsin  —  cos  — • 

On  a  d'ailleurs  (216) 

sin -  =  .  /s'n(;;~^)sin(/y-~cj 

cos- 
il  Tient  donc 


sin  6  sine 

A  _     /s\nps\i\[p  —  a) 
*  2       V        sin 6  sine 


V  =  aXfxv  v^sin/^sin(/>  —  a)  sïn(p  —  b)  sin(p  — c). 


239.  Le  plan  diagonal  LML' M' partage  le  parallélipipède  en 

deux  prismes  triangulaires  équivalents.  Or,  le  tétraèdre  OLMN 

formé  sur  les  trois  arêtes  1,  [x^  v,  peut  être  regardé  comme 

ayant  pour  sommet  N  et  pour  base  OLM  :  il  est  donc  le  tiers 

V 
du  prisme  —  ou  le  sixième  du  parallélipipède  V,  de  sorte  que 

son  volume  v  a  pour  expression 

v=^  -^^sinps'\n[p  —  a)s\n(p  —  b)s'\n{p  —ç). 


Réduction  d*im  angle  à  Thorizon. 

240.  Supposons  [fig*56)  que»  d'un  point  0  de  Tespace,  on 
ait  dirigé  vers  deux  points  Q  et  R  les  rayons  visuels  OQ,  OR, 

Fig.  56. 


et  qu'on  ait  mesuré  l'angle  QOR.  Il  s'agit  de  calculer  l'angle 
Q'PR',  projection  de  l'angle  QOR  sur  le  plan  horizontal. 
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On  a  en  0  un  angle  trièdre,  dont  les  faces  sont  l'angle  QOR 
elles  angles QOP,ROP,  formés  par  les  rayons  visuels  OQ,0R, 
avec  la  verticale  OP.  Admettons  que  le  sommet  0  soit  le 
centre  d'une  sphère  ayant  pour  rayon  l'unité.  L'angle  trièdreO 
déterminera  sur  cette  sphère  un  triangle  sphérique  ABC,  dont 
les  côtés  mesureront  les  faces  de  l'angle  trlèdre,  et  dont  les 
angles  seront  égaux  aux  angles  dièdres  du  trièdre.  L'angle 
dièdre  OP  ou  l'angle  C  du  triangle  sphérique  étant  mesuré  par 
l'angle  Q'PR',  la  question  est  ramenée  à  résoudre  le  triangle 
ABC  dans  lequel  on  connaît  les  trois  côtés. 

On  dirigera  le  calcul,  comme  il  a  été  indiqué  (216),  de  ma- 
nière à  obtenir  immédiatement  l'angle  C,  seul  élément  qu'oa 
veuille  déterminer,  c'est-à-dire  qu'on  emploiera  la  formule 


■W 


lang  -  =     Jsii^[p-a]s^n[p^t}) 
'^       ^'         s'iw  p^\ïï[p  —  c) 


Pins  courte  distance  de  deux  points  sur  la  sphère  terrestre. 

Si'l.  Trouver  la  distance  sphérique  de  deux  points  de  la 
surface  terrestre,  connaissant  leurs  longitudes  et  leurs  lati- 
tudes. 

Soient  [fig.  57  )  PP'  Taxe  polaire  et  EE'  Véquateur;  soîeni 
A  et  B  les  deux  points  dont  on  veut  mesurer  la  distance  sur  la 
surface  de  la  Terre.  Supposons  que 
PLP'  soit  le  grand  cercle  ou  le  mén- 
dien  à  partir  duquel  on  est  convenu  de 
compter  les  longitudes.  La  longitude 
du  point  A  sera  l'angle  dièdre  du  mé- 
ridien qui  lui  correspond,  avec  le  méri- 
dien PLP'.  Cet  angle  sera  évidemment 
mesuré  par  l'arc  LC  intercepté  sur  l'é- 
quateur  par  les  deux  méridiens.  De 
même,  la  longitude  du  point  B  sera 
mesurée  par  l'arc  LD.  La  longitude  est  orientale  ou  occiden- 
tale, c'est-à-dire  positive  on  négative,  suivant  que  le  poinz 
considéré  est  à  l'est  ou  à  l'ouest  du  méridien  choisi  pourori* 
gine. 

Quant  à  la  latitude  du  point  A,  c'est  l'angle  AOC  formé  par 
le  rayon  OA  {verticale  du  point  A)  avec  l'équateur  :  cet  angle 
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est  mesuré  sur  le  méridien  PAP'  par  l'arc  AC,  qui  va  du  poinlA 
à  réquateur.  De  même,  la  latitude  du  point  B  sera  mesurée 
par  l'arc  BD.  La  laiilude  est  boréale  ou  australe^  c'est-à-dire 
positive  ou  négative^  suivant  que  le  point  considéré  est  situé 
dans  l'hémisphère  boréal  ou  austral. 

Cela  posé,  dans  le  triangle  sphérique  APB,  on  connaît  l'angle 
P  mesuré  par  l'arc  CD,  différence  des  deux  longitudes  données, 
et  les  deux  côtés  PA  et  PB  qui  comprennent  cet  angle,  puisque 
ces  deux  côtés  sont  les  compléments  des  latitudes  données. 
On  rentre  donc  ainsi  dans  le  troisième  casAe  la  résolution  des 
triangles  sphériques  quelconques. 

D'une  manière  générale,  l'angle  P  est  la  différence  ou  la 
somme  arithmétique  des  longitudes  données,  suivant  qu'elles 
sont  ou  non  de  même  espèce  ou  de  même  signe.  De  même, 
chacun  des  côtés  PA  et  PB  est  égal  à  90"  diminués  ou  aug' 
mentes  de  la  latitude  du  point  correspondant,  suivant  que  ce 
point  est  situé  sur  l'hémisphère  boréal  ou  sur  l'hémisphère 
austral. 

Proposons-nous,  comme  exercice,  de  calculer  la  distance 
sphérique  de  Paris  à  Rome. 

La  longitude  de  Paris  est. . .      o*> 

Celle  de  Rome io«  6'47",2=  L', 

La  latitude  de  Paris  est 48^00' 49"    =  X, 

Celle  de  Rome 4i«53'52''    =  l\ 

Nous  ne  cherchons  que  le  troisième  côté  AB  =  p  du  triangle 

APB.  En  nous  reportant  à  la  fig,  Sy  et  au  n"*  217,  les  formules 

à  employer  sont  : 

lang9  =  tanga  cosP, 

cosacosfé  —  9) 

cosp  = ^  • 

'^  COS9 

Calcul  de  9. 

logtanga  =  logtang(9oo—X')=:  0,0471210 
log  cosP  =  log  cosL'  =  ï,  993 1994 
log  tang9  =:  o,  0408204 
9  =  47o39'2i",2 
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Calcul  de  p. 

log  cosfl  ==  logcosfgo*  —  X')  =  1,8246488 
Iogcos(6  —  <p)  =  logcos(9o»-)i^-<p)  =  1,9971969 

Lcosç  =  0,1716097 

log  cos/?  =  1,9934554 

/^  =  9"55'I8^9 

Si  l'on  veut  avoir  en  mètres  la  longueur  de  p^  on  a  recours  à 
la  formule  du  n<»  232  : 

.  „  lOOOO 

Si  Ton  veut  avoir  cette  longueur  en  kilomètres,  la  formule 
devient 

/Km n"^^     . 

"^    324 

Calcul  de  l, 

log/?*' =  log  35718,9  =  4,5528981 

log  10  =  1 ,0000000 

L.324  =  3,4894550 

log/  =  3,0423531 

/=  1102,435 

Ainsi,  la  distance  sphérique  de  Paris  à  Rome  est  d'environ 
1102*^,5  ou  d'environ  275,5  lieues  métriques. 

On  pourrait  encore  évaluer  p  en  degrés  et  fraction  décimale 
de  degré.  On  aurait  alors,  puisque  la  demi-circonférence  d'un 
grand  cercle  est  égale  à  20000*^, 


/ 


Km 


20000'^'°  1 80 

c'est-à-dire,  dans  Texerople  choisi, 


p  ïK-  1000 

=  -^       OU       /•"»=:-— p. 


/»""  =  i~  9,921917  =  iioî''",435. 
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242.  Nous  terminons  ici  la  Trigonométrie  proprement  dite. 
Les  questions  qu'on  développe  habituellement,  dans  les 
Traités  relatifs  à  cette  partie  des  Mathématiques»  sous  le  titre 
le  Complément  de  la  théorie  des  fonctions  circulaires,  appar- 
tiennent en  réalité  à  V Algèbre  supérieure,  et  se  trouvent  expo- 
sées dans  le  Tome  III  de  cet  Ouvrage. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


«MÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE,  PLANE  ET  DANS  L'ESPACE, 


TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE  ET  SPHERIQUE. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 

SUR 

LA   GÉOMÉTRIE. 


LIVRE  PREMIER. 

LES  LIGNES. 


1 .  Le  périmètre  d'un  triangle  est  compris  entre  la  somme  des  droites 
qui  joignent  un  point  intérieur  quelconque  aux  trois  sommets  et  le  double 
de  cette  somme. 

2.  Une  médiane  d'un  triangle  est  comprise  entre  la  demi-somme  des 
deux  côtés  qui  sont  issus  du  môme  sommet  et  la  moitié  de  l'excès  de  leur 
somme  sur  le  troisième  côté. 

//  en  résulte  que  le  périmètre  d'un  triangle  est  compris  entre  la  somme 
de  ses  trois  médianes  et  le  double  de  cette  somme. 

3.  ABC  étant  un  triangle  quelconque,  on  prend  sur  AB,  prolongé  s'il 
le  faut,  AC  =  AC  ;  puis,  sur  AG,  AB'  =  AB.  On  mène  alors  la  droite  B'C 
qui  coupe  BC  en  un  point  L  Démontrer  que  la  droite  AI  est  la  bissectrice 
de  l'angle  BAC. 

4.  Deux  points  sont  dits  symétriques  par  rapport  à  une  droite  ou  axe 
indéfini  XY,  lorsque  cet  axe  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AA'.  On 
peut  donc  déterminer  facilement  le  symétrique  d'un  point  donné  par 
rapport  à  un  axe  donné. 

Démontrer  que  :  i*"  les  droites  AB,  A'B',  dont  les  extrémités  sont  des 
points  symétriques  par  rapport  au  môme  axe,  sont  égales  entre  elles; 
a*  les  angles  CAB,  C'A'B',  des  droites  CA,  CB,  et  de  leurs  symétriques 
C'A',  CB',  par  rapport  au  môme  axe,  sont  égaux  entre  eux. 

5.  Par  le  sommet  A  d'un  triangle  ABC,  on  mène  à  la  bissectrice  de 
l'angle  A  la  perpendiculaire  indéfinie  XY.  Démontrer  que,  si  M  est  un 
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point  quelconque  de  XY,  le  périmètre  du  triangle  MBC  est  plus  grand 
que  celui  du  triangle  donné  ABC. 

6.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  portions  de  droites  qui  vont  d'un 
point  donné  à  une  droite  donnée. 

7.  Étant  donné  un  point  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  d'un  angle,  mener 
entre  les  côtés  de  Tangle  une  droite  qui  soit  divisée  par  ce  point  oa  par 
l'un  des  côtés  de  l'angle  en  deux  parties  égales. 

8.  En  s'appuyant  sur  ce  que  les  trois  hauteurs  d'un  triangle  se  coupait 
en  un  môme  point  (81),  mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  aille 
passer  par  le  point  de  concours^  supposé  inaccessible,  de  deux  .droite 
données. 

9.  Dans  un  triangle,  le  point  de  concours  des  perpendiculaires  élevte 
sur  les  milieux  des  côtés  (80)^  le  point  de  concours  des  trois  médianes 
(8i)  et  celui  des  trois  hauteurs  (81),  sont  en  ligne  droite;  la  distance  da 
premier  point  au  deuxième  est  moitié  de  la  distance  du  deuxième  point 
au  troisième. 

10.  Dans  un  triangle,  au  plus  grand  côté  correspond  la  plus  petite 
médiane.  —  Conséquence. 

11.  Si,  par  le  point  d'intersection  I  des  bissectrices  des  angles  BetC 
d'un  triangle  ABC,  on  mène  entre  les  côtés  de  l'angle  A  la  parallèle  DŒ 
à  BC,  la  droite  DE  sera  égale  à  la  somme  de  BD  et  de  CE.  Si,  par  le  point 
d'intersection  V  de  la  bissectrice  de  l'angle  B  et  de  celle  du  supplément 
de  l'angle  C,  on  mène  entre  les  côtés  de  l'angle  A  ou  de  son  opposé  par 
le  sommet  la  parallalèle  DTE'  à  BC,  la  droite  D'E'  sera  égale  -à  la  diffé- 
rence de  BD'  et  de  CE'.  —  Conséquences. 

12.  La  somme  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  base  d'un 
triangle  isocèle  aux  deux  autres  côtés  est  constante.  —  Qu'arrive-t-ii 
lorsque  le  point  considéré  est  pris  sur  le  prolongement  de  la  base  ? 

13.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  dont  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  distances  à  deux  droites  fixes  est  constamment  égale  à  une  lon- 
gueur donnée. 

14.  La  somme  des  distances  d'un  point  pris  à  l'intérieur  d'un  triangle 
équilatéral  à  ses  trois  côtés  est  constante.  —  Qu'arrive-t-il  lorsque  le  point 
considéré  est  extérieur  au  triangle? 

13.  Démontrer  que  :  i**  si  deux  angles  ont  leurs  côtés  respectivemeil 
parallèles,  leurs  bissectrices  sont  parallèles  ou  perpendiculaires  entre 
elles  ;  2"*  si  deux  angles  ont  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires^ 
leurs  bissectrices  sont  perpendiculaires  ou  parallèles  entre  elles. 

16.  Déterminer  sur  l'un  des  côtés  d'un  triangle  un  point  tel,  que  les 
longueurs  interceptées  par  les  deux  autres  côtés,  sur  les  parallèles  menées 
de  ce  point  à  ces  mêmes  côtés,  soient  égales  entre  elles. 
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17.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  et  une  droite  XY,  trouver  sur 
cette  droite  un  point  M  tel  que  la  somme  AM  +  BM  soit  un  minimum. 

iS.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  et  une  droite  XY,  trouver  sur 
cette  droite  un  point  M  tel  que  la  différence  BM  —  AM  soit  un  maximum. 

d9.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  0  pris  dans  son  inté- 
rieur, démontrer  que  Tangle  BOG  est  toujours  plus  grand  que  Tangle  BAC 
du  triangle. 

20.  Un  angle  d'un  triangle  est  droit,  aigu  ou  obtus,  suivant  que  la 
médiane  issue  du  sommet  de  cet  angle  est  égale,  supérieure  ou  inférieure 
à  la  moitié  du  côté  opposé.  —  Réciproques. 

21.  Si,  d'un  point  A  pris  hors  d'une  droite  XY,  on  mène  sur  cette 
droite  la  perpendiculaire  AB  et  les  obliques  AC,  AD,  AE,  de  manière  que 
ces  obliques  soient  situées  d'un  même  côté  de  AB  et  que  les  angles  BAC, 
CAD,  DAE,  soient  égaux,  on  a  BC  <  CD  <  DE. 

22.  Soient  un  triangle  ABC,  et  AO,  BO,  CO,  les  bissectrices  de  ses  angles  ; 
AO  prolongée  coupant  le  côté  BC  en  D,  et  OT  étant  la  perpendiculaire 
menée  du  point  0  sur  BC,  démontrer  que  l'angle  BOD  est  égal  à 
l'angle  COI. 

23.  L'angle  formé  par  la  bissectrice  de  l'angle  A  d'un  triangle  ABC  et 
par  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  A  sur  le  côté  BC  est  égal  à  la 
demi-différence  des  angles  B  et  C. 

24.  La  différence  entre  les  deux  angles  aigus  d'un  triangle  rectangle 
est  égale  à  l'angle  formé  par  la  hauteur  et  la  médiane  issues  du  sommet  de 
l'angle  droit.  —  Si  l'on  rapproche  ce  résultat  du  précédent,  quelle  con- 
clusion peut-on  en  déduire? 

23.  Si  l'on  mène  les  bissectrices  des  angles  extérieurs  d'un  triangle  ABC, 
les  trois  triangles  partiels  et  le  triangle  total  qu'elles  déterminent  autour 
du  triangle  donné  sont  équiangles.  Chaque  angle  du  triangle  ABC  a  pour 
supplément  le  double  de  l'angle  qui  lui  est  opposé  dans  le  triangle  total, 

26.  Dans  un  triangle  rectangle,  si  l'un  des  angles  aigus  est  double  de 
l'autre,  l'hypoténuse  est  double  du  plus  petit  côté.  —  Réciproque. 

27.  L'angle  des  bissectrices  de  deux  angles  consécutifs  d«un  quadrila- 
tère convexe  est  égal  à  la  demi-somme  des  deux  autres  angles  du  quadri- 
latère. L'angle  des  bissectrices  de  deux  angles  opposés  est  égal  à  la  demi- 
différence  des  deux  autres  angles. 

28.  Les  bissectrices  des  angles  formés  en  prolongeant  jusqu'à  leur  ren- 
contre les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  convexe  se  coupent  sous  un 
angle  égal  à  la  demi-somme  de  deux  angles  opposés  du  quadrilatère. 

29.  Tout  quadrilatère  est  la  moitié  du  parallélogramme  que  l'on  obtient 
en  menant  par  les  extrémités  de  chaque  diagonale  des  parallèles  à  l'autre 
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diagonale.  —  Déduire  de  ce  théorème  que  deux  quadrilatères  ont  même 
surface  lorsque  leurs  diagonales  sont  respectivement  égales  et  se  coupeDt 
sous  le  même  angle. 

30.  Les  droites  qui  joignent  successivement  les  milieux  des  côtés  d*un 
quadrilatère  forment  un  parallélogramme,  moitié  de  la  figure  primitive. 
—  Conséquence  relative  aux  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  du 
quadrilatère. 

31.  Étant  donné  un  parallélogramme  ABCD,  on  prend  en  sens  inverse, 
sur  les  côtés  opposés  AB,  CD,  deux  longueurs  AE  et  CF,  arbitraires,  mais 
égales;  de  môme,  sur  les  côtés  opposés  AD,  BC,  on  prend  en  sens  inverse 
les  longueurs  arbitraires  AH  =  CG.  Démontrer  :  1*  que  la  figure  EGFH 
est  un  parallélogramme  inscrit  dans  le  parallélogramme  proposé  ;  a*"  que 
le  centre  du  parallélogramme  proposé  est  en  même  temps  celui  de  tous 
les  parallélogrammes  qu'on  peut  y  inscrire. 

3â.  Le  point  de  rencontre  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés 
opposés  d'un  quadrilatère  quelconque  est  le  milieu  de  la  droite  qui  uoit 
les  milieux  des  diagonales  de  ce  quadrilatère. 

33.  Les  bissectrices  des  angles  d'un  quadrilatère  convexe  forment  un 
second  quadrilatère  dont  les  angles  opposés  sont  supplémentaires.  Lorsque 
le  premier  quadrilatère  est  un  parallélogramme,  le  second  est  un  rectangle 
dont  les  diagonales  sont  parallèles  aux  côtés  du  parallélogramme  et  égaies 
à  la  différence  de  ses  côtés  adjacents.  Lorsque  le  premier  quadrilatère  est 
un  rectangle,  le  second  est  un  carré. 

34.  ABC  éUnt  un  triangle  rectangle  et  ABDM,  ACEN,  étant  les  carrés 
construits  sur  les  côtés  AB  et  AC  de  l'angle  droit,  des  sommets  D  et  £, 
opposés  au  sommet  A,  on  abaisse  des  perpendiculaires  DF,  EG,  sur  l'hypo- 
ténuse BC  prolongée.  Démontrer  :  1°  que  l'hypoténuse  BC  est  égale  à  la 
somme  des  perpendiculaires  DF  et  EG;  %°  que  le  triangle  proposé  ABC 
est  la  somme  des  triangles  DFB,  CËG. 

35.  ABCD  étant  un  parallélogramme,  £  et  F  étant  les  milieux  des  côtés 
opposés  AB  et  CD,  les  droites  BF  et  DE  divisent  la  diagonale  AC  en  trois 
parties  égales. 

36.  D,  E,  F,  étant  respectivement  les  milieux  des  côtés  AB,  BC,  CA, 
d'un  triangle  ^C,  on  mène  DG  parallèle  à  la  médiane  BF  jusqu'à  la  re- 
centre de  EF  prolongée.  Démontrer  que  les  trois  côtés  du  triangle  DGC 
sont  respectivement  égaux  aux  trois  médianes  du  triangle  ABC. 

37.  Étant  données  deux  parallèles  XY,  X' Y',  et  deux  points  A  et  B  si- 
tués hors  de  ces  parallèles  et  de  côtés  différents,  trouver  le  plus  court 
chemin  de  A  en  B  par  une  ligne  brisée  AMNB  telle,  que  la  portion  MN 
comprise  entre  les  parallèles  ait  une  direction  donnée. 

38.  On  peut  inscrire  dans  un  rectangle  des  parallélogrammes  dont  les 
côtés  soient  parallèles  aux  diagonales  du  rectangle. 
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Gela  posé,  dans  quelle  direction  faut-il  lancer  la  bille,  sur  un  billard 
rectangulaire,  pour  qu'elle  revienne  au  point  de  départ  après  avoir  frappé 
successivement  les  quatre  côtés?  —  Quelle  est  la  longueur  du  chemin 
parcouru  alors  par  la  bille?  —  Comment  généraliserait-on  la  question? 
(On  suppose  que,  la  bande  étant  parfaitement  élastique,  la  bille  se  relève 
toujours  de  manière  que  l'angle  de  réflexion  soit  égal  à  l'angle  d'//ic/- 
dence^ 

39.  Étant  données  la  base  d'un  triangle  et  la  différence  des  deux  autres 
côtés,  trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  extré- 
mités de  la  base  sur  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet.  ~  Même  ques- 
tion en  remplaçant  la  différence  des  deux  côtés  par  leur  somme,  et  la 
bissectrice  de  l'angle  au  sommet  par  celle  de  son  supplément. 

40.  Si  Ton  divise  la  corde  d'un  arc  de  cercle  en  trois  parties  égales^ 
les  rayons  qui  passent  par  les  points  de  division  partagent  l'arc  en  trois 
parties,  dont  les  deux  extrêmes  sont  égales  entre  elles  et  moindres  que 
la  partie  intermédiaire. 

4i .  Un  cercle  étant  donné,  combien  faut-il  de  cercles  de  même  rayon 
pour  l'entourer? 

42.  AB  étant  un  diamètre  fixe  d'un  cercle,  et  CD  une  corde  parallèle  à 
ce  diamètre,  on  mène  CB  et  DA  qui  se  coupent  en  M,  puis  CA  et  Dfi  qui 
se  coupent  en  N.  Trouver  le  lieu  des  points  M  et  N  quand  la  corde  CD  se 
déplace  parallèlement  à  elle-même. 

43.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  circonférences  de  même  rayon  qui 
partagent  une  circonférenC'C  donnée  en  deux  parties  égales? 

44.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  circonférences  de  môme  rayon  qui 
coupent  sous  un  angle  donné  une  circonférence  donnée? 

45.  A,  B,  C,  A',  B',  C,  étant  six  points  pris  sur  une  circonférence,  de 
telle  manière  que  AB  soit  parallèle  à  A'B'  et  AC  à  A'C,  démontrer  que 
BC'et  CB'  sont  parallèles. 

46.  Les  hauteurs  AA',  BB',  CC,  d'un  triangle  quelconque  ABC,  sont  les 
bissectrices  des  angles  du  triangle  A'B'C. 

47.  Si,  par  le  point  A,  commun  à  deux  circonférences  qui  se  coupent, 
on  mène  à  volonté  deux  sécantes  ABC,  ADE,  les  cordes  BD  et  CE  qui 
joignent  leurs  extrémités  se  rencontrent  sous  un  angle  constant.  —  Dans . 
le  cas  où  les  deux  sécantes  se  confondent,  comment  faut-il  énoncer  le 
théorème? 

48.  Si,  par  le  point  d'intersection  0  des  diagonales  d'un  quadrilatère 
inscrit  ABCD,  on  mène  la  corde  EOF  qui  a  son  milieu  en  0,  la  partie  de 
cette  corde  interceptée  entre  les  côtés  opposés  du  quadrilatère  sera  aussi 
divisée  par  le  point  0  en  deux  parties  égales. 

49.  Si,  dans  un  quadrilatère  ABCD,  on  prolonge  les  côtés  opposés  AB 

44. 
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et  CD  jusqu'à  leur  rencontre  E,  puis  les  côtés  opposés  AD  et  BC  jusqv  à 
leur  rencontre  F,  on  forme  une  figure  qu'on  nomme  quadrilatèrt  com- 
plet,  et  qui  renferme  quatre  triangles  ABF,  ADE,  BGE,  DGF.  Démontrer: 
i*"  que  les  cercles  circonscrits  à  ces  quatre  triangles  passent  par  un  mèiDe 
point  ;  2"*  que  ce  point  et  les  centres  des  quatre  cercles  sont  sur  vk 
môme  circonférence. 

50.  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  construit  extérieuremeDt 
à  ce  triangle  les  triangles  équilatéraux  ABC',  ACB',  BCA'.  Démontrer  : 
I**  que  les  trois  droites  AA',  BB',  CC,  sont  égales;  a°  qu'elles  concourent 
en  un  môme  point  0  ;  3**  que,  du  point  0,  on  voit  sous  le  même  angle  le» 
trois  côtés  du  triangle  ABC. 

51.  Par  un  point  fixe  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  lui  mène  des 
cordes  :  trouver  le  lieu  des  milieux  de  ces  cordes. 

52.  Par  l'une  des  extrémités  d'un  diamètre  AB  d'un  cercle,  on  roéœ 
une  corde  quelconque  AC  que  l'on  prolonge  d'une  quantité  CM  égaie  â 
CB  :  quel  est  le  lieu  des  points  M? 

53.  On  donne  un  cercle  et  un  point  fixe  A  situé  dans  son  plan.  ABC 
étant  une  corde  quelconque  issue  du  point  A,  on  élève  sur  le  milieu  de 
cette  corde  une  perpendiculaire  IM  égale  à  lA.  Quel  est  le  Uea  dœ 
points  M? 

54.  ABC  étant  un  triangle  équîlatéral,  quel  est  le  lieu  des  points  M, 
telsque  MA  =  MB-+-MC? 

55.  Une  circonférence  roule  dans  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayoo 
double  :  quel  est  le  lieu  décrit  par  un  point  de  cette  circonférence? 

56.  Deux  circonférences  0  et  0'  étant  tangentes  intérieurement  au 
point  A,  et  BC  étant  une  corde  de  la  grande  circonférence  tangente  es  D 
à  la  petite  circonférence,  la  droite  AD  est  la  bissectrice  de  l'angle  BAC. 

57.  Construire  un  triangle,  connaissant  : 
1**  Deux  côtés  et  une  médiane  (deux  cas); 
a"*  Un  côté  et  deux  médianes  (deux  cas)  ; 
3"*  Les  trois  médianes; 

4^  La  base,  un  angle  à  la  base,  et  la  somme  ou  la  différence  des  deoi 
autres  côtés; 

5"*  La  base,  l'angle  au  sommet,  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux 
autres  côtés. 

58.  Diviser  un  angle  droit  en  trois  parties  égales. 

59.  Soient  ABC  un  triangle,  et  ABDE,  ACFG,  BCHK,  les  carrés  ooih 
struits  sur  les  trois  côtés;  connaissant  les  longueurs  des  trois  droites  EG, 
FH,  KD,  construire  le  triangle  ABC. 

60.  Décrire  un  cercle  : 

i"*  Touchant  deux  droites  données,  et  l'une  d'elles  en  un  point  donné: 
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a°  Touchant  une  droite  et  une  circonférence  données,  et  cette  circon- 
férence en  un  point  donné. 

61 .  Construire  un  triangle,  connaissant  : 
i"*  Les  pieds  des  trois  hauteurs  ; 

n!*  Un  angle,  une  hauteur  et  le  périmètre  (deux  cas)  ; 
3*"  Un  côté,  l'un  des  angles  adjacents  et  la  longueur  de  la  bissectrice 
de  cet  angle; 
4*  Le  périmètre  et  les  angles. 

62.  Construire  un  quadrilatère,  connaissant  les  quatre  côtés  et  la  droite 
qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés  opposés. 

63.  Construire  un  pentagone,  connaissant  les  milieux  des  cinq  côtés. 

64.  Par  Tun  des  points  d'intersection  de  deux  cercles,  mener  une  sé- 
cante commune  qui  ait  son  milieu  en  ce  point.  . 

65.  Par  un  point  extérieur  à  un  cercle,  mener  une  sécante  dont  la  lon- 
gueur totale  soit  double  de  sa  partie  extérieure. 

66.  Mener  à  un  cercle  une  tangente  qui  fasse  un  angle  donné  avec  une 
droite  donnée. 

67.  Des  sommets  d'un  triangle  comme  centres,  décrire  trois  cercles  qui 
se  touchent  deux  à  deux. 

68.  Si,  du  milieu  A  d'un  arc  BAC,  on  mène  dans  la  circonférence  cor- 
respondante deux  cordes  quelconques  AD  et  AE  qui  coupent  la  corde  BG 
aux  points  F  et  G,  les  quatre  points  D,  F,  G,  Ê,  appartiennent  à  une 
même  circonférence. 

69.  Dans  tout  triangle  rectangle,  le  diamètre  du  cercle  inscrit  est  égal 
à  l'excès  de  la  somme  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse. 

70.  Étant  donnés  un  triangle,  le  cercle  inscrit  et  les  trois .  cercles  ex- 
inscrits, démontrer  :  i"  que  les  quatre  points  de  contact  qui  se  trouvent 
sur  un  môme  côté  (deux  intérieurs  et  deux  extérieurs)  sont  deux  à  deux 
équidistants  du  milieu  de  ce  côté  ;  9/*  que  la  distance  d'un  point  de  con^ 
tact  extérieur  au  plus  éloigné  des  deux  sommets  situés  sur  le  môme  côté 
est  égale  au  demi-périmètre  du  triangle  ;  3*"  que  la  distance  du  point  de 
contact  du  cercle  inscrit  à  l'un  des  sommets  situés  sur  le  môme  côté  est 
égale  au  demi-périmètre  diminué  du  côté  opposé  à  ce  sommet  ;  4*"  que  la 
distance  des  deux  points  de  contact  intérieurs  situés  sur  le  côté  consi- 
déré est  égale  à  la  différence  des  deux  autres  côtés  du  triangle  ;  5"*  que  la 
distance  des  deux  points  de  contact  extérieurs  est  égale  à  la  somme  des 
deux  autres  côtés  du  triangle;  6**  que  la  distance  du  point  de  contact  du 
cercle  inscrit  à  l'un  des  points  de  contact  extérieurs  est  égale  à  celui  des 
deux  autres  côtés  du  triangle  qui  aboutit  au  sommet  situé  entre  ces  deux 
points  de  contact. 
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71.  Étant  donnés  la  base  et  l'angle  au  sommet  d'un  triangle  »  trouver 
les  lieux  des  centres  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  ex-inscrits. 

7â.  Le  trapèze  isocèle  est  le  seul  trapèze  inscript ible. 

73.  ABC  étant  un  triangle  quelconque,  on  construit  sur  les  côtés  kâ 
carrés  ABDE,  ACFG,  BCHK  ;  on  mène  EG,  DK,  HF,  IX:,  BF,  et  Ton  abaisse 
ta  hauteur  AI;  démontrer  :  1°  que  les  trois  droites  DG,  BF,  AI,  concou- 
rent en  un  même  point  ;  2*"  que  les  perpendiculaires  abaissées  respecliTe- 
ment  de  A  sur  EG,  de  B  sur  DK,  et  de  C  sur  FH,  concourent  en  un  même 
point. 

74.  On  donne  un  cercle  de  centre  0  et  un  diamètre  fixe  AOB.  Da 
point  B,  on  mène  une  corde  BC,  que  Ton  prolonge  d'une  quantité  CD  égaie 
à  BC.  On  tire  les  droites  CA  et  DO,  qui  se  coupent  en  M.  Quel  est  le  liea 
du  point  M,  lorsque  la  corde  BC  tourne  autour  du  point  B? 

75.  On  donne  un  cercle  0  et  deux  diamètres  rectangulaires  AA',  BB'. 
Du  point  A,  on  mène  une  sécante  AGI  qui  coupe  le  cercle  en  C  et  le  dia- 
mètre BB'  prolongé  en  I.  La  tangente  en  C  au  cercle  0  et  la  perpendicu- 
laire en  I  au  diamètre  BB'  se  rencontrent  en  un  point  M  dont  on  demande 
le  lieu. 

76.  Construire  un  triangle  équilatéral,  sachant  qu'il  doit  s'appuyer  par 
ses  trois  sommets  sur  trois  circonférences  concentriques  données. 

77.  Construire  un  triangle  dont  on  connaît  les  angles,  et  qui  ait  ses 
trois  sommets  sur  trois  droites  parallèles  données. 

78.  Décrire  un  cercle  qui  touche  une  droite  donnée  en  un  point  donné, 
et  qui  coupe  un  cercle  donné  sous  un  angle  donné. 

79.  On  donne  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A  ;  une  perpendiculaire 
quelconque  DE  à  l'hypoténuse  coupe  le  côté  BA  en  D,  le  côté  Câ  en  F; 
on  mène  les  droites  DC  et  BF  qui  se  rencontrent  en  M  ;  trouver  le  lien 
du  point  M. 

80.  Démontrer  que,  si  l'on  mène  entre  les  deux  côtés  d'un  triangle 
une  suite  de  parallèles  à  la  base,  la  médiane  qui  correspond  à  cette  base 
est  le  lieu  des  points  d'intersection  des  diagonales  des  trapèzes  ainsi 
obtenus. 

84 .  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  d'un  plan  également  éclairés 
par  deux  foyers  lumineux  placés  dans  ce  plan,  et  dont  les  intensités  à 
l'unité  de  distance  sont  représentées  par  les  nombres  a  et  h. 

82.  Trouver,  dans  le  plan  déterminé  par  trois  foyers  lumineux,  le  poinl 
également  éclairé  par  chacun  d'eux. 

83.  Trouver  le  lieu  des  points  qui  partagent  dans  un  rapport  donné  - 
toutes  les  droites  comprises  entre  un  point  donné  A  et  un  cercle  donné  0. 
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84.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  sous  un  même  angle  donné 
deux  cercles  donnés. 

85.  Trouver  le  point  d'où  Ton  voit  sous  un  même  angle  donné  trois 
cercles  donnés. 

86.  Soient  deux  droites  quelconques  AB  et  XY.  Si  ÂB  est  divisée  au 
point  G  dans  le  rapport  —,  et  si  des  points  A,  B,  G,  on  mène  jusqu'à  XY 
les  parallèles  AA',  BB',  GG',  à  une  direction  quelconque,  on  a  toujours 

œ(m  H-  «)  =  n.AA'  -h  m.BW. 

87.  Étant  donnés  un  point  A  et  un  cercle  0,  on  mène  à  ce  cercle  par 
le  point  A  une  sécante  ABG  sur  laquelle  on  prend  un  point  M  tel,  qu'on 
ait  AM.AG  =  /';  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M,  quand  la  sécante 
ABC  tourne  autour  du  point  A. 

88.  AB  est  un  diamètre  d'un  cercle,  GD  une  corde  perpendiculaire 
à  ÀB  ;  par  un  point  P  pris  sur  GD,  on  mène  une  corde  APQ  :  démontrer 
que  le  produit  AP.AQ  est  constant. 

89.  Étant  donnés  un  triangle  ABG  et  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle, 
on  mène  la  bissectrice  AD  de  l'angle  A  qui  coupe  BG  en  D  et  le  cercle 
circonscrit  en  E,  et  la  bissectrice  AD'  du  supplément  de  l'angle  A  qui 
coupe  BG  prolongé  en  D' et  le  cercle  circonscrit  en  E'  :  démontrer  que  BE 
est  la  moyenne  proportionnelle  de  £A  et  de  ED,  et  que  BE'  est  la  moyenne 
proportionnelle  de  E'A  et  de  E'D'. 

90.  Deux  droites  se  coupent  à  angle  droit  dans  un  cercle  ou  hors  d'un 
cercle  :  démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  deux  droites  opposées 
déterminées  par  leurs  points  d'intersection  avec  la  circonférence  est  égale 
au  carré  du  diamètre,  ainsi  que  la  somme  des  carrés  des  quatre  segments 
des  deux  droites  données. 

91 .  Si,  dans  le  problème  précédent,  AB  et  GD  sont  les  cordes  inter- 
ceptées par  la  circonférence  0  sur  les  deux  droites  données  qui  se  coupent 
perpendiculairement  en  Ë,  on  a 

S'  -h  CD*  -t-  4ÔË*  =  80A* . 

92.  Si  ABGD  est  un  parallélogramme,  et  si  l'on  décrit  un  cercle  pas- 
sant par  A  et  coupant  respectivement  en  F,  H,  G,  les  côtés  AB  et  AD  et 
la  diagonale  AG,  démontrer  la  relation 

AB.AF  -f-  AD. AH  =  AG.  AG. 

93.  Un  cercle  et  un  quadrilatère  inscrit  étant  donnés,  démontrer  que, 
si  Ton  complète  le  quadrilatère  : 

i**  Le  carré  de  la  troisième  diagonale  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  tangentes  issues  de  ses  extrémités; 
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2®  Cette  diagonale  est  égale  à  la  somme  des  deux  tangentes  issues  de 
son  milieu  ; 

3^  Le  cercle  décrit  sur  cette  diagonale  comme  diamètre  coupe  ortho- 
gonalement  le  cercle  donné. 

94.  Si,  du  sommet  d'un  angle  Â  d'un  triangle  quelconque  ÂBC,  on 
mène  une  droite  AB'  anti-parallèle  à  AC  par  rapport  à  Tangle  C,  puis  une 
droite  AC  anti-parallèle  à  AC  par  rapport  à  l'angle  B,  on  obtient  sur  le 
troisième  côté  BC  trois  segments  B'C,  BC,  CB',  dont  les  deux  extrêmes  BC' 
et  CB'  sont,  l'un  BC  adjacent  au  côté  AB,  l'autre  CB'  adjacent  au  côté  AC: 
démontrer  que  : 

i*"  Chaque  côté  de  l'angle  A  est  moyen  proportionnel  entre  le  troistème 
côté  et  le  segment  qui  lui  est  adjacent  ; 

2"  Les  deux  droites  AC  et  AB'  sont  égales  entre  elles,  et  chacune 
d'elles  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segments  extrêmes 
BC  et  CB'. 

Déduire  de  là  une  démonstration  directe  des  théorèmes  des  n^  167 
et  168. 

95.  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  du  cercle  circonscrit  sur  les  trois  côtés  est  égale  à  la  somme  de$ 
rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit. 

96.  Par  deux  points  donnés,  faire  passer  un  cercle  qui  coupe  en  deox 
parties  égales  une  circonférence  donnée. 

97.  Si  les  bissectrices  des  angles  à  la  base  d'un  triangle  sont  égales, 
ce  triangle  est  isocèle. 

98.  Quatre  points  étant  sur  une  même  circonférence,  dans  chacun  des 
triangles  formés  par  ces  quatre  points,  pris  trois  à  trois,  existe  un  point 
de  rencontre  des  hauteurs  :  démontrer  que  ces  quatre  points  de  rencontre 
sont  sur  une  même  circonférence  égale  à  la  première. 

99.  Si  les  trois  côtés  d'un  triangle  font  respectivement  avec  les  trois 
côtés  d'un  autre  triangle  des  angles  égaux,  ces  deux  triangles  sont  sem- 
blables. 

100.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  y  inscrire  un  triangle  semblable  à 
un  triangle  donné,  et  qui  ait  l'un  de  ses  sommets  en  un  point  donné  sor 
l'un  des  côtés  du  triangle  ABC. 

101 .  Un  billard  circulaire  étant  donné,  dans  quelle  direction  feat-il 
lancer  la  bille  pour  qu'elle  revienne  au  point  de  départ,  après  avoir  frappé 
deux  fois  la  bande? 

102.  On  donne  une  droite  XY  et  un  angle  BAC  dont  le  sommet  est  eo 
un  point  fixe  A  hors  de  cette  droite.  Le  point  B  étant  le  point  commun  à 
la  droite  XY  et  au  côté  BA,  on  prend  sur  l'autre  côté  de  Fangle  BAC  an 
point  C  tel,  qu'on  ait 

AB.AC  =  kK 
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Déterminer  le  lieu  décrit  par  le  point  C,  lorsque  Fangle  BAC  tourne  autour 
de  son  sommet. 

i03.  Mener  à  un  cercle  donné,  par  deux  points  donnés  extérieurement, 
deux  sécantes  qui  se  coupent  sur  le  cercle,  et  dont  les  deux  autres  points 
d* intersection  avec  la  circonférence  déterminent  une  corde  parallèle  à  une 
direction  donnée. 

i04.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  triangle  semblable  à  un  triangle 
donné,  et  qui  soit  minimum. 

i05.  Circonscrire  au  système  de  trois  cercles  donnés  un  triangle  sem- 
blable à  un  triangle  donné,  et  qui  soit  maximum. 

106.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  trois  cercles  dont  les  rayons  et 
les  distances  des  centres  soient  dans  un  rapport  donné,  et  qui  forment 
un  système  minimum. 

107.  Trouver  le  lieu  du  troisième  sommet  d'un  triangle  semblable  à 
un  triangle  donné,  et  dont  un  sommet  reste  fixe,  tandis  que  l'autre  décrit 
une  droite  ou  une  circonférence  donnée. 

108.  On  donne  un  triangle  ABC  rectangle  en  A  ;  une  perpendiculaire  DE 
à  l'hypoténuse  coupe  le  côté  BA  en  D,  le  côté  CA  en  F;  on  mène  les 
droites  CD,  BF,  qui  se  coupent  :  lieu  des  points  M  d'intersection. 

109.  Dans  tout  quadrilatère  inscriptible  :  i**  le  produit  des  diagonales 
est  égal  à  la  somme  des  produits  des  côtés  opposés  ;  2"*  le  rapport  des 
diagonales  est  égal  au  rapport  des  sommes  formées  par  les  produits  des 
côtés  qui  aboutissent  respectivement  aux  extrémités  de  chaque  diagonale. 
—  Réciproques. 

110.  Quand  un  losange  ABCD  est  circonscrit  à  un  cercle,  toute  tan- 
gente MM'  à  ce  cercle  détermine  sur  les  côtés  AB  et  AD  deux  segments 
BM  et  DM'  dont  le  produit  est  constant. 

111.  Deux  cercles  tangents  extérieurement  étant  donnés,  la  distance 
des  deux  points  de  contact  d'une  tangente  commune  extérieure  à  ces 
deux  cercles  est  la  moyenne  proportionnelle  de  leurs  diamètres. 

1 12.  Lorsque  deux  triangles  ont  deux  angles  égaux  et  deux  angles  sup- 
plémentaires chacun  à  chacun,  les  côtés  de  ces  triangles  respectivement 
opposés  à  ces  angles  sont  proportionnels. 

113.  On  donne  deux  cercles,  dont  l'un  a  pour  centre  un  point  0  de  la 
circonférence  de  l'autre;  si  l'on  mène  au  cercle  0  une  tangente  quel- 
conque, qui  rencontre  l'autre  cercle  en  M  et  en  M',  le  produit  OM.OM'  est 
constant. 

114.  Inscrire  un  carré  dans  un  triangle.  —  Discussion. 

115.  Inscrire  dans  un  rectangle  donné  un  rectangle  semblable  à  un 
autre  rectangle  donné.  —  Discussion. 
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116.  a,  b,  c,  désignant  les  longueurs  des  trois  côtés  d'un  triangle; 
Pi  7»  ^1  celles  des  trois  hauteurs;  x,  j,  z,  les  côtés  des  trois  carrés  in- 
scrits; x\  y,  z',  les  côtés  des  trois  carrés  ex-inscrits  :  démontrer  les  re- 
lations 

III        III        III 

-  =  --*--)      -  =  --1-7,      -  =  --+--, 
X      p      a       X      9      ^        z       r      c 

i_i        I         i_i       I        i_i        I 
x'      p      a       y  ~~  fj      Tf       z*~  r      c 

117.  Sur  la  base  BG  d'un  triangle  ABC,  on  décrit  extérieurement  au 
triangle  un  carré  BCDE  ;  on  mène  les  droites  AD  et  AE  qui  coupent  K 
en  P  et  Q  :  démontrer  que  PQ  est  égal  au  côté  du  carré  inscrit  dans  le 
triangle  ABC  et  reposant  sur  BG. 

118.  Dans  tout  triangle  ABG,  le  produit  des  distances  des  points  BetC 
à  la  bissectrice  de  Tangle  intérieur  A  est  égal  au  produit  de  la  bissec- 
trice de  Tangle  extérieur  supplémentaire  par  la  distance  du  milieu  de  BC 
à  la  première  bissectrice  ;  de  même,  le  produit  des  distances  des  points  B 
et  G  à  la  bissectrice  de  Tangle  extérieur  A  est  égal  au  produit  de  la  bis- 
sectrice de  l'angle  intérieur  supplémentaire  par  la  distance  du  milieu  de 
BG  à  la  première  bissectrice. 

119.  Le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  d'une  circonfé- 
rence à  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  cette  circonfé- 
rence est  égal  au  produit  des  distances  du  même  point  aux  deux  autres 
côtés, 

lâO.  Si,  des  trois  sommets  d'un  triangle  et  du  point  de  rencontre  de 
ses  médianes,  on  mène  des  parallèles  dans  une  direction  donnée  jusqu'à 
un  axe  quelconque,  la  dernière  parallèle  est  la  moyenne  arithmétique  des 
trois  premières. 

121.  Étant  donnés  deux  triangles  et  un  point,  mener  par  ce  point  ooe 
droite  telle,  que  les  sommes  respectives  des  distances  des  sommets  de» 

deux  triangles  à  cette  droite  soient  dans  un  rapport  donné  — 

122.  Si,  du  milieu  d'un  des  côtés  d'un  triangle  rectangle,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse,  la  différence  des  carrés  des  seg- 
ments déterminés  sur  l'hypoténuse  est  égale  au  carré  de  l'autre  côté  du 
triangle. 

123.  Dans  tout  quadrilatère,  la  somme  des  carrés  des  diagonales  est  le 
double  de  la  somme  des  carrés  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des 
côtés  opposés. 

121.  Soit  G  le  point  de  rencontre  des  médianes  d'un  triangle  ABC;  dé- 
montrer la  relation 

ÂB*-+-  ÂgV  Bc'  =  3(ÂG*  -^  BG* -4-  Cg')- 
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—  En  déduire  le  rapport  de  la  somme  des  carrés  des  côtés  d'un  triangle 
à  la  somme  des  carrés  de  ses  médianes. 

125.  Soient  G  le  point  de  rencontre  des  médianes  d'un  triangle  ABC, 
et  M  un  point  quelonque  pris  dans  son  plan  :  démontrer  la  relation 

ma'  h-  Mb'  -1-  Mc'  =  ÂG*  -t-  BG*  -i-  CG*  -i-  3 MG* . 

126.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  trouver  le  lieu  des  points  dont  la 
somme  des  carrés  des  distances  aux  trois  sommets  du  triangle  est  con- 
stante et  égale  à  un  carré  donné  A*. 

127.  La  somme  des  carrés  de  deux  côtés  d'un  quadrilatère,  plus  la 
somme  des  carrés  des  diagonales,  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
deux  autres  côtés,  plus  quatre  fois  le  carré  de  la  ligne  qui  joint  les  mi- 
lieux de  ces  côtés. 

i28.  La  somme  des  carrés  des  diagonales  d'un  trapèze  est  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  côtés  non  parallèles,  plus  deux  fois  le  produit  des 


129.  Si  l'on  prend  deux  points  à  égale  distance  du  centre  sur  le  dia- 
mètre d'un  cercle,  la  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  de  la 
circonférence  à  ces  deux  points  est  constante. 

130.  Dans  tout  triangle  ABC,  le  produit  des  distances  des  points  B  et  C 
à  la  bissectrice  de  l'angle  intérieur  A  est  égal  au  carré  de  la  moitié  de  BC, 
diminué  du  carré  de  la  demi-différence  des  côtés  AB  et  AC;  de  même,  le 
produit  des  distances  des  points  B  et  C  à  la  bissectrice  de  l'angle  exté- 
rieur A  est  égal  au  carré  de  la  demi-somme  des  côtés  AB  et  AC,  diminué 
du  carré  de  la  moitié  de  BC. 

131.  Le  sommet  A  d'un  rectangle  ABCD  est  fixe,  les  sommets  B  et  D 
se  meuvent  sur  un  même  cercle  ;  quel  est  le  lieu  du  sommet  C  opposé  au 
sommet  A? 

132.  Trouver  le  lieu  des  points  qui  partagent  les  diverses  cordes  d'un 
cercle  donné  en  deux  segments  (additifs  ou  soustractifs)  dont  le  produit 
soit  constant. 

133.  Étant  donnés  un  cercle  0  et  un  point  P,  trouver  le  lieu  des 
points  M  tels,  que  la  distance  MP  soit  égale  à  la  tangente  menée  du 
point  M  au  cercle  0. 

134.  b  et  c  étant  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  et 
h  la  hauteur  qui  correspond  à  l'hypoténuse,  démontrer  la  relation 

II       i 

135.  a,  by  r,  étant  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  en  A,  et  h  la  hau- 
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leur  qui  correspond  à  ThypotéDuse  a,  le  triangle  qui  a  pour  côtés  b-hc^ 
h  et  a -h  h,  est  aussi  rectangle, 

436.  Si  un  triangle  équilatéral  a  ses  sommets  respectivement  situés  sur 
trois  droites  parallèles,  et  si  ^  et  c  sont  les  distances  de  la  parallèle  inter^ 
médiaire  aux  deux  autres,  le  côté  du  triangle  a  pour  expression 


^   /A*  H-  ^c  -4-  c* 

Y — 3 — • 


i37.  Dans  tout  trapèze,  la  différence  des  carrés  des  diagonales  est  à  k 
différence  des  carrés  des  côtés  non  parallèles  comme  la  somme  des  côtés 
parallèles  est  à  leur  différence. 

438.  Calculer  les  diagonales  d*un  trapèze,  connaissant  ses  quatre  côtés. 

439.  ABCD  est  un  quadrilatère,  E  le  milieu  de  la  droite  qui  unit  les 
milieux  des  diagonales  ;  si  du  point  E  comme  centre  on  décrit  un  cercle, 
montrer  que  la  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  P  de  ce  cen^ 
aux  quatre  sommets  A,  B,  G,  D,  est  constante  et  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  distances  du  centre  £  aux  mêmes  sommets,  plus  quatre 

fois  ËP  . 

140.  Si  Ton  mène  une  tangente  à  un  cercle,  la  partie  de  cette  tang^te 
interceptée  par  les  tangentes  menées  aux  extrémités  d*un  même  diamètre 
est  divisée  au  point  de  contact  en  deux  segments  dont  le  produit  est  égal 
au  carré  du  rayon. 

i41.  Soit  un  triangle  ABC  rectangle  en  A,  et  partagé  en  deux  autres 
triangles  rectangles  par  la  perpendiculaire  AD  abaissée  du  sonunet  A  sur 
Fhypoténuse  ;  si  l'on  désigne  par  R,  r,  r',  les  rayons  des  cercles  inscrits 
dans  les  triangles  ABC,  ABD,  ACD,  on  a 

142.  Deux  cercles  dont  les  rayons  sont  dans  le  rapport  de  !à  à  3  se 
touchent  intérieurement,  et  par  le  centre  du  plus  petit  cercle  on  mène  une 
droite  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres;  démontrer  que  les  tangentes 
menées  au  plus  petit  cercle  par  les  points  où  cette  perpendiculaire  ren- 
oontre  le  plus  grand  sont  à  angle  droit  l'une  sur  l'autre. 

143.  AOB  est  un  quadrant;  si  l'on  tire  la  corde  Q^  parallèle  à  la 
corde  AB,  en  la  prolongeant  jusqu'à  ses  points  de  rencontre  R  et  r  avec 
les  rayons  OA  et  OB,  on  a 

Ôtt*-^Q^'  =  ÂB^ 

144.  Mener  par  un  point  donné  entre  deux  droites  données  une  droite 
telle,  que  le  point  donné  la  partage  dans  un  rapport  donné  —  • 
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145.  Étant  donnés  deux  points  sur  une  circonférence,  déterminer  sur 
cette  circonférence  un  troisième  point  tel,  que  le  rapport  de  ses  distances 

aux  deux  premiers  soit  égal  à  un  rapport  donné  —  • 

146.  Inscrire  dans  un  triangle  un  rectangle  dont  le  rapport  des  côtés 
soit  donné. 

i47.  Déterminer  le  point  dont  les  distances  à  trois  points  donnés  sont 
dans  les  rapports  donnés. 

148.  Inscrire  dans  un  triangle  un  parallélogramme  semblable  à  un  pa- 
rallélogramme donné. 

149.  Décrire  un  cercle  qui  coupe  en  deux  parties  égales  trois  circon- 
férences données. 

150.  Étant  données  trois  circonférences  concentriques,  construire  un 
triangle  semblable  à  un  triangle  donné  et  qui  ait  ses  sommets  respective- 
ment situés  sur  les  trois  circonférences  données. 

15i.  Construire  un  carré,  connaissant  la  somme  ou  la  différence  de  sa 
diagonale  et  de  son  côté. 

152.  Étant  données  deux  droites  qu'on  ne  peut  prolonger,  mener  par 
on  point  donné  une  droite  qui  aille  passer  par  le  point  de  concours  in- 
connu des  deux  premières. 

-153.  Mener  par  le  point  d'intersection  de  deux  circonférences  une  sé- 
cante telle,  que  les  cordes  interceptées  sur  elle  par  les  deux  circonférences 
soient  dans  un  rapport  donné. 

154.  Par  un  point  donné,  faire  passer  :  i°  une  circonférence  qui  touche 
deux  droites  données  ;  ^"^  une  circonférence  tangente  à  deux  circonfé- 
rences données;  3"*  une  circonférence  tangente  à  une  droite  et  à  une 
circonférence  données. 

155.  Construire  une  circonférence  tangente  à  deux  droites  données  et 
à  une  circonférence  donnée. 

156.  Construire  une  circonférence  tangente  à  une  droite  donnée  et  à 
deux  circonférences  données. 

157.  En  joignant  de  deux  en  deux  les  sommets  d'un  pentagone  régulier 
ou  en  prolongeant  ses  côtés  de  deux  en  deux,  les  points  d'intersection 
obtenus  forment  intérieurement  ou  extérieurement  un  autre  pentagone 
régulier. 

158.  Si  Ton  prolonge  deux  côtés  AB  et  CD  d'un  polygone  régulier  de 
centre  0,  séparés  par  un  seul  côté  BC,  jusqu'à  leur  rencontre  en  E,  le 
quadrilatère  AECO  est  inscriptible. 

159.  Prouver  qu'on  peut  exécuter  un  pavage,  soit  avec  des  triangles 
équilatéraux,  soit  avec  des  carrés,  soit  avec  des  hexagones  réguliers.  —  On 
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ne  peut  le  faire  en  employant  des  pentagones  réguliers  ou  des  polygoDee 
réguliers  de  plus  de  six  côtés. 

160.  On  peut  exécuter  un  pavage,  soit  en  assemblant  à  la  fois  des 
carrés  et  des  octogones  réguliers  de  même  côté,  soit  en  assemblant  des 
triangles  équilatéraux  et  des  dodécagones  réguliers  de  même  côté,  soit  en 
assemblant  des  décagones  et  des  pentagones  réguliers  de  môme  côté. 

161.  Un  polygone  équilatéral  inscrit  dans  un  cercle  est  régulier.  —Un 
polygone  équilatéral  circonscrit  à  un  cercle  est  régulier,  si  le  nombre  de 
ses  côtés  est  impair. 

162.  Un  polygone  équiangle  inscrit  dans  un  cercle  est  régulier,  si  le 
nombre  de  ses  côtés  est  impair.  —  Un  polygone  équiangle  circonscrit  i 
un  cercle  est  régulier. 

163.  Si  Ton  rapporte  un  polygone  régulier  à  deux  axes  coordonnés,  les 
coordonnées  de  son  centre  sont  respectivement  les  moyennes  arithmétiques 
des  coordonnées  de  ses  différents  sommets  par  rapport  aux  axes  consi- 
dérés. —  Application  au  triangle  équilatéral. 

164.  La  somme  des  distances  d'un  point  pris  à  l'intérieur  d'un  poly* 
gone  régulier  aux  m  côtés  de  ce  polygone  est  égal  à  m  fois  l'apothèise. 
—  Considérer  le  cas  où  le  point  choisi  est  extérieur. 

163.  Si,  d'un  point  P  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  équilatéral  ABC, 

on  mène  des  droites  à  ses  sommets,  la  somme  PA  h-  PB  +  PC  est  con- 
stante. —  Si  ABCP,  A'B'C'P',  sont  deux  cercles  concentriques  dans  lesquels 
soient  inscrits  les  triangles  équilatéraux  ABC,  A'B'C,  on  a 

ÂP'*-h  BF*-h  CP'*=  Â^V  B^V  CT*. 

166.  AB  et  AC  étant  les  côtés  du  pentagone  et  du  décagone  r^:Qlier 
inscrits  daus  un  cercle  dont  le  centre  est  0,  on  mène  la  bissectrice  de 
l'angle  AOC  qui  coupe  en  D  le  côté  AB  :  démontrer  la  similitude  des 
triangles  ACB  et  ACD,  ainsi  que  celle  des  triangles  AOB  et  DOB,  et  en  dé- 
duire la  relation  connue 

âb'=  Ic*-+-  Ôi*. 

167.  Deux  diagonales  d'un  pentagone  régulier  qui  n'aboutissent  pasao 
même  sommet  se  coupent  en  moyenne  et  extrême  raison. 

168.  Dans  un  polygone  inscrit  d'un  nombre  de  côté  pair,  la  somme 
des  angles  de  rang  impair  est  toujours  égale  à  la  somme  des  angles  de 
rang  pair. 

169.  Sur  une  droite  donnée  comme  côté,  décrire  un  octogone  régulier. 

170.  Connaissant  le  côté  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  un  cercle, 
calculer  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  d'un  nombre  de  côtés  deoi 
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6ÎS  moindre.  —  Appliquer  la  formule  trouvée  à  la  recherche  du  côté  du 
Kîntagone  régulier,  connaissant  le  côté  du  décagone  régulier. 

171.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances 
LUX  sommets  d'un  polygone  régulier  est  constante  et  égale  à  un  carré 
lonné. 

172.  m  étant  le  rapport  des  périmètres  de  deux  polygones  réguliers 
nscrit  et  circonscrit  d'un  môme  nombre  de  côtés,  et  m' le  rapport  des 
;>érimètres  des  polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  d'un  nombre  de 
côtés  double,  démontrer  la  relation 


-v^ 


173.  Inscrire  dans  un  triangle  équilatéral  donné  trois  cercles  égaux 
tangents  entre  eux,  et  déterminer  leur  rayon  en  fonction  du  côté  du 
triangle. 

174.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  m  cercles  égaux  tangents  entre  eux, 
et  déterminer  leur  rayon  en  fonction  du  rayon  du  cercle  donné  et  de  la 
corde  qui  sous-tend  la  //i**"*  partie  de  sa  circonférence. 

175.  Dans  deux  circonférences  de  rayons  différents,  le  rapport  des 
angles  au  centre  qui  interceptent  des  arcs  de  même  longueur  est  égal  au 
rapport  inverse  des  rayons. 

176.  Si  deux  circonférences  sont  tangentes  intérieurement  à  une  troi- 
sième circonférence,  et  si  la  somme  de  leurs  rayons  est  égale  à  celui  de 
cette  troisième  circonférence,  l'arc  compris  entre  leurs  points  de  contact 
sur  la  grande  circonférence  est  égal  à  la  somme  des  arcs  respectivement 
compris  sur  les  circonférences  intérieures  entre  leur  point  de  rencontre 
le  plus  rapproché  de  la  grande  circonférence  et  les  mômes  points  de 
contact. 

177.  Démontrer  que  tt  est  compris  entre  3  et  4,  par  la  considération 
des  périmètres  de  l'hexagone  régulier  inscrit  et  du  carré  circonscrit. 

178.  Quelle  erreur  commet-on  en  remplaçant  la  demi-circonférence 
d'un  cercle  par  la  somme  des  côtés  du  triangle  équilatéral  et  du  carré 
inscrit  dans  ce  cercle? 

179.  Connaissant  les  longueurs  a,  b,  c,  des  cordes  de  trois  arcs  formant 
ensemble  la  demi-circonférence,  chercher  de  quelle  équation  dépend  lo 
diamètre  x  du  cercle  considéré. 

180.  Évaluer  le  périmètre  du  polygone  régulier  de  vingt  côtés  formé 
par  les  intersections  successives  des  côtés  du  décagone  régulier  étoile. 

181.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  triangle  isocèle  dont  la  somme 
de  la  base  et  de  la  hauteur  soit  égale  à  une  droite  donnée. 

'    182.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle 
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rectangle,  dont  les  deux  autres  sommets  glissent  respectivement  sur  deux 
axes  rectangulaires  donnés. 

183.  La  courbe  plane  dont  toutes  les  normales  concourent  en  un  même 
point  est  une  circonférence. 

184.  Étant  donnés  sur  une  droite  trois  segments  âB  =  a,  BC  =  ^, 
CD  =  Cy  déterminer  le  point  P  d'où  ces  trois  segments  sont  vus  sous  le 
même  angle  :  discussion.  —  Applications  aux  valeurs  a=i,6=2,  c=3. 

185.  On  partage  une  droite  donnée  en  moyenne  et  extrême  raison; 
puis,  le  plus  grand  segment  trouvé  en  moyenne  et  extrême  raison,  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment.  Trouver  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme 
des  plus  grands  segments  obtenus  de  cette  manière. 

186.  Inscrire  dans  un  cercle  le  polygone  régulier  de  dix-sept  côtés. 
Montrer  que  le  côté  de  ce  polygone  est  sensiblement  égal  à  la  moitié  de 
Texcès  du  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  sur  le  côté  de  Thexagooe 
régulier  inscrit,  et  trouver  une  limite  de  l'erreur  qui  répond  à  cette  \^ 
leur  approchée. 
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LIVRE  DEUXIÈME. 

LES  SURFACES. 


i87.  L'aire  d'un  trapèze  est  égale  au  produit  d'un  de  ses  côtés  non  pa- 
rallèles par  la  perpendiculaire  abaissée  du  milieu  de  l'autre  côté  sur  le 
premier. 

188.  Par  un  point  pris  sur  la  bissectrice  d'un  angle,  mener  une  droite 
telle,  que  la  partie  interceptée  par  les  côtés  de  l'angle  soit  un  minimum 
ou  qu'il  en  soit  de  même  de  l'aire  du  triangle  déterminé. 

189.  Mener,  dans  un  angle  donné,  la  droite  de  longueur  minimum  qui 
intercepte  un  triangle  d'aire  donnée. 

190.  On  donne  un  rectangle  ABCD;  on  prend  un  point  quelconque  E 
sur  BC,  un  point  quelconque  F  sur  CD.  Démontrer  que  le  rectangle  ABCD 
équivaut  au  double  du  triangle  AEF,  augmenté  du  rectangle  ayant  pour 
dimensions  les  segments  BE  et  DF. 

191.  Tout  rectangle  est  moitié  du  rectangle  qui  a  pour  dimensions  les 
diagonales  des  carrés  construits  sur  ses  côtés  adjacents. 

192.  Si,  par  le  milieu  E  de  la  diagonale  BD  d'un  quadrilatère  ABCD,  on 
mène  la  parallèle  FEG  à  la  seconde  diagonale  AC,  démontrer  que  la 
droite  AG  divise  le  quadrilatère  en  deux  parties  équivalentes. 

193.  P  étant  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  d'un  parallélo- 
gramme ABCD,  démontrer  que  le  triangle  PBD  est  équivalent  à  la  somme 
des  triangles  PAB,  PBC. 

194.  ABCD  étant  un  quadrilatère  inscrit,  démontrer  par  les  propriétés 
des  aires  la  relation  connue 

AC       BA.AD-f-BC.CD 
BD  "  AB.BC4-AD.DC" 

195.  Démontrer  que  l'aire  d'un  triangle  en  fonction  de  ses  médianes  a 
P,  7,  est  exprimée  par  la  formule 

S  =  i  v/2a«fjï  H.  2^^2,^2  _^  ay'aî  —  a*  —  fi*  —  7*. 
De  g.  —  Cours,  M,  .  4^ 
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196.  L'aire  d'un  triangle  est  égale  au  rayon  du  cercle  circonscrit,  mol- 
tiplié  par  le  demi-périmètre  du  triangle  formé  en  joignant  les  pieds  des 
hauteurs. 

197.  Deux  triangles  ont  un  sommet  commun  :  quel  est  le  lieu  décrit  par 
ce  sommet  lorsque,  les  deux  bases  restant  fixes,  la  somme  ou  la  différence 
des  aires  des  deux  triangles  demeure  constante?  —  Discussion.  —  Déduire 
du  résultat  obtenu  que  les  milieux  des  trois  diagonales  d'un  quadrilat^ 
complet  sont  en  ligne  droite. 

198.  Les  côtés  consécutifs  d'un  quadrilatère  quelconque  étant  repré- 
sentés par  a^  b,  c^  d,  et  ses  diagonales  par  m  et  /z,  l'aire  de  ce  quadrila- 
tère est  exprimée  par  la  formule 

S  =  7  v/(  2 /«//  -h  «*  —  ^'  -+-  c2  —  c?2 )  ( imni  —  a^-h  b^  —  c*  -h  ft^). 
4 

Si  le  quadrilatère  est  inscriptible  et  si  p  désigne  son  demi-périmètrr, 
cette  formule  devient 

S  =  ^(p-.a)[p^b)(p^c)(p^d). 
Si  le  quadrilatère  est  un  trapèze  ayant  a  et  c  pour  bases,  on  a 

S  =  -j  — — -  ^[b-i-d-i-a  —  c)(b-i~d-hc-^a){a  —  c-hb'-'(i](a-~C'^d'^b\. 

199.  Trouver  l'aire  d'un  quadrilatère  quelconque  en  fonction  des 
deux  diagonales  et  des  deux  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés 
opposés. 

SOO.  Démontrer  que  l'aire  d'un  quadrilatère,  à  la  fois  inscriptible  et 
circonscriptible,  est  égale  à  la  racine  carrée  du  produit  de  ses  quatre 
côtés. 

201 .  On  donne  un  triangle  rectangle  sur  les  côtés  duquel  on  construit 
trois  carrés  ;  on  joint  les  sommets  consécutifs  de  ces  carrés,  et  l'on  de- 
mande l'expression  de  la  figure  totale  ainsi  formée. 

202.  Un  triangle  étant  donné,  partager  sa  surface  en  moyenne  et  extrême 
raison  par  une  parallèle  à  sa  base. 

203.  Sur  les  côtés  AB,  AC,  d'un  triangle  ABC,  on  construit  des  parallé- 
logrammes quelconques  ABDË,  ACFG,  dont  on  prolonge  les  côtés  DE  et  FG 
jusqu'à  leur  rencontre  au  point  H;  démontrer  que  la  somme  des  aires  de 
ces  deux  parallélogrammes  équivaut  à  l'aire  du  parallélogramme  qui  a 
pour  côtés  adjacents  BC  et  une  droite  égale  et  parallèle  à  AH.  —  Dé- 
duire de  ce  théorème  celui  du  carré  de  l'hypoténuse. 

204.  On  donne  un  quadrant  AOB  et  un  point  P  quelconque  sur  l'arc ÀB; 
par  ce  point  P,  on  mène  à  cet  arc  la  tangente  STP  :  S  est  son  point  d'in- 
tersection avec  le  rayon  OA,  T  avec  le  rayon  OB.  On  mène  PM  perpen- 
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diculaire  sur  OÂ,  et  Ton  demande  de  prouver  que  le  triangle  ÂOB  est  la 
moyenne  proportionnelle  des  triangles  SOT  et  OMP. 

S05.  Par  le  milieu  de  chacune  des  deux  diagonales  d'un  quadrilatère, 
on  mène  une  parallèle  à  Tautre,  et  Ton  joint  le  point  d'intersection  de  ces 
deox  parallèles  aux  milieux  des  quatre  côtés  ;  démontrer  que  le  quadrila- 
tère est  ainsi  partagé  en  quatre  parties  équivalentes. 

206.  Démontrer  que  l'aire  du  triangle  formé  avec  les  médianes  d'un 
triangle  donné  est  les  trois  quarts  de  l'aire  de  ce  triangle.  —  En  déduire  : 
1*  qu'entre  tous  les  triangles  qui  ont  la  somme  de  leurs  médianes  con- 
stante, le  triangle  équilatéral  est  maximum  ;  2"  que  de  tous  les  triangles 
équivalents,  le  triangle  équilatéral  est  celui  dans  lequel  la  somme  des 
médianes  est  minimum. 

207.  L'aire  de  l'octogone  régulier  inscrit  dans  un  cercle  équivaut  à 
celle  du  rectangle  qui  a  pour  côtés  adjacents  les  côtés  des  carrés  inscrit 
et  circonscrit. 

208.  L'aire  de  l'hexagone  régulier  inscrit  dans  un  cercle  est  les  trois 
quarts  de  celle  de  l'hexagone  régulier  circonscrit. 

209.  L'aire  de  l'hexagone  régulier  inscrit  est  la  moyenne  proportion- 
nelle de  celles  des  triangles  équilatéraux  inscrit  et  circonscrit. 

210.  Étant  donné  un  polygone  régulier,  on  mène  les  diagonales  qui 
sous-tendent  successivement  deux  côtés  ;  ces  diagonales  déterminent  par 
leurs  intersections  un  autre  polygone  dont  on  demande  la  nature,  et  l'aire 
en  fonction  de  celle  du  premier  polygone. 

211.  Si  Ton  prend  un  point  C  sur  le  diamètre  AB  d'un  cercle,  l'aire 
comprise  entre  ce  cercle  et  les  cercles  décrits  sur  les  segments  ÀC  et  GB 
comme  diamètres  équivaut  au  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  moyenne 
proportionnelle  des  segments  AC  et  CB. 

212.  Dans  des  cercles  différents,  les  secteurs  dont  les  angles  sont  en 
raison  inverse  des  carrés  des  rayons  sont  équivalents. 

213.  La  différence  de  deux  secteurs  semblables  a  pour  mesure  de  son 
aire  le  produit  de  la  différence  des  rayons  par  l'arc  concentrique  mené  à 
égale  distance  des  arcs  considérés. 

214.  On  donne  deux  droites  qui  se  coupent  en  A,  et  l'on  décrit  une 
série  de  cercles  tous  tangents  à  ces  deux  droites  et  successivement  tan- 
gents entre  eux;  OA  étant  la  distance  du  centre  du  cercle  le  plus  éloigné 
au  point  A,  et  OB  son  rayon,  la  somme  des  aires  de  tous  les  cercles  est  à 

Taire  du  plus  éloigné  dans  un  rapport  exprimé  par     ^      ^      • 

215.  Si  le  diamètre  d'un  cercle  est  divisé  en  n  parties  égales  aux 
points  Pi,  Pi,  . . . ,  et  si  l'on  décrit  des  demi-cercles  au-dessus  de  AB  sur 
les  diamètres  APi,  AP2,  . . .,  et  au-dessous  de  AB  sur  les  diamètres  BPi, 

45. 
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BPs,  . . . ,  le  contour  de  chaque  figure  telle  que  ÂPm->i  BPm  est  égal  à  ia 
circonférence  du  cercle  donné,  et  l'aire  de  la  même  figure  à  la  n^  partie 
de  celle  du  cercle  donné. 

216.  A  étant  l'aire  d'un  polygone  régulier  inscrit  et  B  Faire  du  poly- 
gone circonscrit  semblable,  démontrer  que  la  différence  B  —  A  équivam 
à  l'aire  du  polygone  régulier  semblable  inscrit  dans  la  circonférence  qui 
a  pour  diamètre  le  côté  du  polygone  B,  ou  encore  à  Taire  du  polygone 
régulier  semblable  circonscrit  à  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  le 
côté  du  polygone  A. 

217.  A  et  B  désignant  les  surfaces  de  deux  polygones  réguliers  sen- 
blables  inscrit  et  circonscrit  à  un  cercle,  et  A'  et  B'  celles  des  deux  po- 
lygones réguliers  inscrit  et  circonscrit  d'un  nombre  de  côtés  double, 
démontrer  les  formules 

I   _     /i  1  ^   _  ï  /  ï        '  \ 

A'~VÂB     ^^     B'-^Vb^Â'/' 

prouver  en  outre  que  B'  —  A'  est  <  — —  Déduire  des  formules 

obtenues  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Schwab  (234). 

218.  r  et  a  désignant  le  rayon  et  l'apothème  d'un  polygone  régulier, 
r'  et  a'  le  rayon  et  l'apothème  du  polygone  régulier  de  môme  aire  et  d'un 
nombre  de  côtés  double,  démontrer  les  formules 


—  Déduire  de  ces  formules,  en  partant  du  carré  dont  Taire  est  égale  à  2. 
un  théorème  analogue  à  celui  de  Schwab,  c'est-à-dire  le  moyen  d'obtenir 


une  série  de  nombres  tendant  vers 


\/l- 


219.  Partager  un  triangle  en  trois  triangles  équivalents  par  trois  droites 
menées  d'un  môme  point  intérieur  à  ses  trois  sommets. 

220.  Partager  un  quadrilatère  quelconque  en  deux  parties  qui  soient 
dans  le  rapport  de  deux  droites  données,  par  une  parallèle  ou  une  per- 
pendiculaire à  Tun  de  ses  côtés. 

221.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  parallélogramme  amt  ooe 
aire  donnée.  —  Discussion. 

222.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  rectangle  d'aire  donnée. 

223.  Après  avoir  inscrit  un  carré  dans  un  carré  donné,  on  en  inscrit 
un  troisième  dans  le  second  obtenu,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  eo 
adoptant  toujours  la  même  loi  d'inscription. 

On  demande  :  iMa  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  carrés  in- 
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scrits  ;  a"  combien  il  feut  construire  de  carrés  inscrits  pour  que  leur 
somme  soit  équivalente  à  une  surface  donnée. 

224.  Étant  donné  un  triangle,  on  en  forme  un  second  en  joignant  les 
milieux  de  ses  trois  côtés,  un  troisième  en  joignant  les  milieux  des  trois 
côtés  du  second,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  demande  la  limite  de 
la  somme  de  tous  les  triangles  inscrits  de  cette  manière. 

225.  Partager  un  cercle  en  parties  proportionnelles  à  des  nombres 
donnés,  par  des  rayons. 

226.  Partager  un  cercle  en  parties  proportionnelles  à  des  nombres 
donnés,  par  des  circonférences  concentriques. 

227.  Partager  un  triangle  quelconque  en  quatre  parties  équivalentes, 
par  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles. 

228.  Construire  un  triangle  isocèle  équivalent  à  un  triangle  donné. 

229.  Diviser  un  cercle  en  moyenne  et  extrême  raison  par  une  circon- 
férence concentrique. 

230.  Partager  une  longueur  donnée  en  trois  parties  telles,  que  Faire 
du  triangle  correspondant  soit  un  maximum. 
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LIVRE  TROISIÈME. 

LE    PLAN. 


2*31.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  rencontre  deux  droites 
données  non  situées  dans  un  môme  plan. 

232.  Mener  à  une  droite  donnée  une  parallèle  qui  s'appuie  sur  deux 
droites  données  non  situées  dans  un  même  plan. 

233.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  rencontre  une  droite  et 
un  cercle  non  situés  dans  un  même  plan. 

231.  Dans  tout  quadrilatère  gauche,  c'est-à-dire  dont  les  côtés  ne  sont 
pas  situés  dans  un  plan  unique,  les  milieux  des  côtés  sont  les  sommets 
d*un  parallélogramme. 

235.  Plusieurs  droites  étant  données  en  grandeur,  direction  et  sens,  si 
on  les  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes,  de  telle  sorte  que  Fextré- 
mité  de  chacune  d'elles  se  confonde  avec  l'origine  de  la  suivante,  la  droite 
qui  part  de  l'origine  de  la  première  et  aboutit  à  l'extrémité  de  la  dernière 
prend  le  nom  de  résultante  des  droites  proposées;  celles-ci  sont  dites  à 
leur  tour  les  composantes  de  la  résultante.  Composer  des  droites,  c'est 
trouver  leur  résultante;  décomposer  une  droite,  c'est  trouver  des  droites 
qui  aient  pour  résultante  la  droite  donnée.  Ces  définitions  posées,  démon- 
trer les  propositions  suivantes  : 

i""  La  résultante  de  plusieurs  droites  reste  la  même,  quel  que  soit 
l'ordre  dans  lequel  on  compose  ces  droites. 

2*"  La  résultante  de  plusieurs  droites  n'est  pas  changée  quand  on  rem- 
place un  certain  nombre  d'entre  elles  par  leur  résultante. 

3**  Si,  sans  changer  la  direction  ni  le  sens  des  composantes,  on  altère 
leur  grandeur  dans  un  certain  rapport,  la  résultante  conserve  sa  directioD 
et  son  sens,  mais  sa  grandeur  est  altérée  dans  le  même  rapport. 

4''  Si,  sans  altérer  la  grandeur  ni  la  direction  des  composantes,  on 
change  leur  sens,  la  résultante  conserve  sa  grandeur  et  sa  direction,  et 
change  de  sens. 

5*"  Pour  décomposer  une  droite  D  en  deux  autres  dont  l'une  soit  une 
droite  donnée  ^,  il  suffit  de  composer  D  avec  d  prise  en  sens  contraire. 

236.  Une  droite  se  déplace  en  restant  parallèle  à  un  plan  donné  et  en 
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s*appuyant  sur  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan  :  quel  est  le^ 
lieu  des  points  qui  divisent  la  droite  mobile  dans  un  rapport  donné? 

237.  Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan,  il  suffît  qu'elle 
soit  également  inclinée  sur  trois  droites  passant  par  son  pied  dans  ce 
plan. 

S38.  Étant  donnés  un  plan  P  et  deux  points  A  et  B  situés  d'un  môme 
côté  de  ce  plan,  trouver  sur  le  plan  P  un  poiQt  tel,  que  la  somme  de  ses 
distances  aux  points  À  et  B  soit  minimum. 

239.  Étant  donnés  un  plan  P  et  deux  points  À  et  B  situés  de  part  et 
d*autre  de  ce  plan,  trouver  sur  le  plan  P  un  point  tel,  que  la  différence 
de  ses  distances  aux  points  A  et  B  soit  maximum. 

240.  Trouver  le  lieu  des  points  d'un  plan  dont  la  différence  des  carrés 
des  distances  à  deux  points  donnés  hors  de  ce  plan  est  constante. 

241.  Si  par  l'une  des  diagonales  d'un  parallélogramme  on  mène  un 
plan  quelconque,  les  perpendiculaires  abaissées  sur  ce  plan  des  extrémités 
de  r autre  diagonale  sont  égales. 

242.  Le  plan  mené  parallèlement  à  deux  droites  non  situées  dans  un 
même  plan,  par  le  milieu  de  leur  plus  courte  distance,  passe  par  les  mi- 
lieux de  toutes  les  droites  qui  joignent  un  point  de  la  première  droite  à 
un  point  de  la  seconde.  ^ 

243.  Lorsqu'une  droite  est  parallèle  à  un  plan,  la  plus  courte  distance 
de  cette  droite  à  toutes  les  droites  du  plan  qui  ne  lui  sont  pas  parallèles 
est  constante. 

24i.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante, dont  les  extrémités  s'appuient  sur  deux  droites  rectangulaires  et 
non  situées  dans  un  même  plan. 

245.  Si  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  A  sur  deux 
plans  donnés  est  égale  à  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
autre  point  B  sur  les  mômes  plans,  cette  somme  reste  la  même  pour  tout 
autre  point  C  de  la  droite  AB.  —  Étendre  ce  théorème  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  plans. 

246.  Soient  trois  points  A,  B,  C,  et  deux  plans  P  et  Q.  Si  la  somme  des 
deux  perpendiculaires  abaissées  de  chacun  de  ces  points  sur  les  deux  plans 
est  la  même  pour  les  trois  points,  cette  somme  restera  encore  la  même 
pour  tout  autre  point  du  plan  ABC.  —  Étendre  ce  théorème  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  de  plans. 

247.  Si  Ton  projette  un  même  point  de  l'espace  sur  deux  plans  qui  se 
coupent,  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux  projections  sur  l'inter- 
section des  deux  plans  la  rencontrent  au  même  point.  —  Réciproquement, 
si  cette  condition  est  remplie  pour  deux  pomts  des  deux  plans,  ces  points 
sont  les  projections  d'un  même  point  de  l'espace. 
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2  i8.  Deux  droites  égales,  parallèles  et  de  même  sens,  ont  leurs  projec- 
tions sur  un  môme  plan  égales,  parallèles  et  de  môme  sens.  —  Réciproque 
de  cette  proposition. 

219.  Toute  ligne  qui  se  projette,  sur  deux  plans  qui  se  coupent,  suivant 
une  ligne  droite,  est  elle-môroe  une  ligne  droite. 

250.  La  projection,  sur  un  plan  ou  sur  un  axe,  de  la  résultante  de  plu- 
sieurs droites,  est  la  résultante  des  projections  de  ces  droites.  (^'«>Ia 
Question  235.) 

251 .  Si  une  droite  est  également  inclinée  sur  les  deux  faces  d'un  angle 
dièdre,  ses  traces  sur  les  deux  faces  sont  également  distantes  de  Tarêie 
de  Tangle  dièdre.  —  Réciproque. 

252.  Deux  angles  dièdres  qui  ont  leurs  arêtes  parallèles  et  leurs  face> 
perpendiculaires  chacune  à  chacune  sont  égaux  ou  supplémentaires. 

253.  Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs  diàtanc» 
à  deux  plans  donnés  soit  égale  à  une  droite  donnée? 

254.  Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs  di>lances 
à  trois  plans  donnés  soit  égale  à  une  droite  donnée?  —  Étendre  ce  pro- 
blème au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  plans. 

255.  Montrer  que,  si  par  un  môme  point  de  Tarôte  d'un  angle  dièdre 
on  mène  dans  chaque  face  une  droite  faisant  un  angle  donné  a  avec  cette 
arête,  Fangle  rectiligne  ainsi  obtenu  ne  varie  pas  proportionnellement  à 
l'angle  dièdre,  à  moins  que  Tangle  a  ne  soit  droit. 

256.  Couper  un  angle  polyèdre  à  quatre  faces,  de  manière  que  la  sec- 
tion soit  un  parallélogramme. 

257.  Si,  dans  le  plan  de  chaque  face  d'un  angle  trièdre  et  par  son  som- 
met, on  mène  une  perpendiculaire  à  l'arête  opposée,  les  trois  perpendico- 
laires  obtenues  sont  dans  un  môme  plan. 

258.  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'une  des  arêtes  d'un  angle  trièdre 
rectangle  coupe  cet  angle  trièdre  suivant  un  triangle  rectangle. 

259.  La  somme  des  angles  formés  par  les  arêtes  d'un  angle  trièdre  avec 
les  faces  opposées  est  comprise  entre  la  somme  des  faces  et  la  moitié  de 
cette  somme. 

260.  Si,  par  un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle  polyèdre,  m 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  toutes  ses  faces,  le  nouvel  angle  polyèdre 
ainsi  formé  est  supplémentaire  du  premier.  [Foir  les  n**  376,  377.) 

261.  Dans  tout  angle  polyèdre  convexe  de  n  faces,  la  somme  des  angles 
dièdres  est  comprise  entre  aw  et  »«  —  4  angles  droits. 

262.  A,  B,  C,  étant  trois  points  pris  à  volonté  sur  les  arêtes  d'un  angle 
trièdre  trirectangle  et  0  la  projection  du  sommet  S  de  cet  angle  trièdre 
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sur  le  plan  ABC,  démontrer  que  le  triangle  ÂSB  est  moyen  proportionnel 
entre  les  triangles  ABC  et  OAB. 

2S3.  Étant  donné  le  triangle  suivant  lequel  la  feuille  de  dessin  est  ren- 
contrée par  un  angle  trièdre  trirectangle,  trouver,  par  des  constructions 
graphiques  exécutées  sur  le  plan  de  cette  feuille,  les  inclinaisons  des  trois 
arêtes  de  l'angle  trièdre  sur  ce  plan. 

264.  Couper  un  angle  trièdre  trirectangle  par  un  plan  tel,  que  la  sec- 
tion soit  un  triangle  égal  à  un  triangle  donné. 


yi4  QUESTIONS    PROPOSÉES 

LIVRE  QUATRIÈME. 

LES  AIRES  ET  LES  VOLUMES  DES  CORPS. 


265.  i"*  Le  volume  d'un  prisme  triangulaire  a  pour  m^ure  la  moitié  du 
produit  de  Faire  d'une  face  latérale  par  la  distance  de  cette  face  à  raréle 
opposée. 

2*"  Si,  sur  trois  droites  parallèles  et  non  situées  dans  un  môme  plan, 
on  prend  d'une  manière  quelconque  des  longueurs  égales  à  une  droite 
donnée,  le  volume  du  prisme  triangulaire  ainsi  formé  est  constant. 

266.  Couper  un  cube  par  un  plan  de  manière  que  la  section  soit  un 
hexagone  régulier. 

267.  Deux  prismes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  une  base  et  deux  feœs 
adjacentes  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

268.  Deux  prismes  triangulaires  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  leurs  faces 
latérales  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

269.  Vérifier  par  la  Géométrie  la  formule  qui  donne  le  cube  d'nne 
somme  ou  d'une  différence  de  doux  parties. 

270.  On  donne  trois  droites  deux  à  deux  non  situées  dans  un  même 
plan,  et  l'on  demande  de  construire  un  parallélipipède  dont  trois  arêtes 
soient  sur  ces  trois  droites. 

271.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  qui  partage  un  parallélipi- 
pède en  deux  parties  équivalentes. 

272.  Démontrer  que  deux  tétraèdres  sont  égaux  :  i*"  lorsqu'ils  ont  on 
angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacuDc  et 
semblablement  disposées  ;  2**  lorsqu'ils  ont  une  face  égale  adjacente  à  trois 
angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semblablement  disposés  ;  3"  lors- 
qu'ils ont  trois  faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  dispo- 
sées; 4''  lorsqu'ils  ont  une  arête  égale  et  cinq  angles  dièdres  égaux  cha- 
cun à  chacun  et  semblablement  disposés. 
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273.  Les  plans  menés  perpendiculairement  sur  les  milieux  des  arêtes 
d'un  tétraèdre  se  rencontrent  en  un  môme  point. 

274.  Les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  d'un  tétraèdre  se  ren- 
contrent en  un  même  point. 

275.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  chaque  face  d'un  tétraèdre  par 
le  centre  du  cercle  circonscrit  à  la  face  considérée  se  rencontrent  en  un 
même  point. 

276.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  tétraèdre  aux  points 
d'intersection  des  médianes  des  faces  opposées  se  rencontrent  en  un  même 
point,  situé  au  quart  de  chacune  de  ces  droites  à  partir  de  la  face  corres- 
pondante. 

277.  Les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales. 

278.  Trouver  dans  l'intérieur  d'un  tétraèdre  un  point  tel,  qu'en  le  joi- 
gnant aux  quatre  sommets  on  décompose  ce  tétraèdre  en  quatre  tétraèdres 
équivalents. 

279.  Si  Ton  coupe  un  prisme  ou  une  pyramide  par  un  plan  non  paral- 
lèle à  la  base,  et  si  l'on  prolonge  les  côtés  de  la  section  jusqu'à  la  ren- 
contre des  côtés  correspondants  de  la  base,  les  points  d'intersection 
obtenus  sont  en  ligne  droite. 

280.  Le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  d'un  tétraèdre  partage  l'arête 
opposée  en  deux  segments  proportionnels  aux  faces  qui  comprennent  l'angle 
(Uèdre.  —  Considérer  le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  extérieur. 

281.  Le  plan  déterminé  par  une  arête  d'un  tétraèdre  et  le  milieu  de 
l'arête  opposée  partage  ce  tétraèdre  en  deux  tétraèdres  équivalents. 

282.  Tout  plan  conduit  par  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre  le  partage  en  deux  volumes  équivalents. 

283.  Quelle  est  la  différence  des  volumes  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles  et  d'un  prisme  de  môme  hauteur  ayant  pour  base  la  demi-somme 
des  bases  du  tronc  de  pyramide? 

284.  Trouver  l'expression  du  volume  d'un  tronc  de  pyramide  quel- 
conque à  bases  parallèles,  en  le  décomposant  en  troncs  de  pyramide  trian- 
gulaires. 

283.  Les  arêtes  latérales  d'une  pyramide  triangulaire  SABC  ont  pour 
longueurs  L,  M,  N  ;  on  coupe  cette  pyramide  par  un  plan  abc  non  pa- 
rallèle à  la  base,  qui  rencontre  les  arêtes  latérales  à  des  distances  du 
sommet  égales  à  /,  w,  n  :  trouver  le  volume  du  tronc  de  pyramide  ainsi 
déterminé. 

286.  La  hauteur  d'un  tétraèdre  régulier  est  égale  à  la  somme  des  per- 
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pendiculaires  abaissées  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  du  polyèdre  snr 
ses  quatre  faces.  —  Examiner  le  cas  où  le  point  est  choisi  extérieurement. 

287.  Si,  par  un  point  quelconque  pris  dans  l'espace,  on  fait  passer  plu- 
sieurs droites  parallèles  et  égales  aux  différents  côtés  d'un  polygone  oa 
plusieurs  polygones  parallèles  et  égaux  aux  différentes  faces  d'un  polyèdre 
quelconque,  la  somme  algébrique  des  produits  obtenus  en  multipliant  la 
longueur  ou  l'aire  de  chacun  des  éléments  ainsi  transportés  par  la  perpen- 
diculaire abaissée  sur  lui  d'un  autre  point  constant  de  l'espace  est  égale 
à  zéro.  —  Les  produits  considérés  sont  positifs  ou  négatifs,  suivant  que 
les  faces  transportées  laissent  ou  non  d'un  môme  côté  le  centre  commun 
des  perpendiculaires. 

288.  Soit  le  tétraèdre  SABC  ;  menons  une  section  quelconque  DEF  pa- 
rallèle à  la  base  ABC,  et  joignons  les  milieux  des  côtés  de  cette  section 
aux  sommets  opposés  de  la  base  :  les  trois  droites  obtenues  se  croisent  en 
un  môme  point  dont  on  demande  le  lieu. 

289.  Étant  donné  un  tétraèdre  SABC,  on  construit  sur  les  faces  SÂB, 
SBC,  SAC,  trois  prismes  triangulaires  quelconques  dont  les  bases  sapé- 
rieures  se  rencontrent  en  0;  sur  la  base  ABC  du  tétraèdre,  on  construit 
alors  un  quatrième  prisme  triangulaire  en  prenant  ses  arêtes  latérales 
égales  et  parallèles  à  la  droite  SO  :  démontrer  que  le  volume  de  ce  der- 
nier prisme  est  équivalent  à  la  somme  des  volumes  des  trois  premier» 
prismes. 

290.  Mener  un  plan  parallèle  à  la  base  d'un  tétraèdre  donné,  de  ma- 
nière que  ce  plan  détermine  un  autre  tétraèdre  dont  Faire  totale  soit  la 
moitié  de  celle  du  tétraèdre  donné. 

291.  Soit  une  pyramide  triangulaire  SABC.  Par  le  milieu  E  de  Taréte 
SB,  on  mène  le  plan  DEF  parallèle  à  la  base  ABC,  le  plan  EGH  parallèle 
à  la  face  ASC,  et  le  plan  EDH;  la  pyramide  SABC  se  trouve  ainsi  décom- 
posée  en  deux  prismes  triangulaires  équivalents  et  en  deux  pyramide 
triangulaires  équivalentes.  On  peut  faire  subir  la  même  décomposition  à 
la  pyramide  SDEF,  et  continuer  ainsi  indéfiniment  :  en  déduire  le  volume 
de  la  pyramide  SABC. 

292.  Étant  donnée  une  pyramide  triangulaire  SABC,  à  quelle  distance 
de  la  base  ABC  doit-on  mener  un  plan  parallèle  abc,  pour  que  le  rapport 
des  volumes  de  la  pyramide  S  abc  et  du  tronc  de  pyramide  ABCabc  soit 
égal  à  /w? 

293.  Étant  données  trois  droites  parallèles  non  situées  dans  un  môme 
plan,  on  porte  sur  l'une  d'elles  une  longueur  AB  donnée,  et  Ton  prend 
arbitrairement  un  point  C  sur  la  seconde  droite,  un  point  D  sur  la  troi- 
sième ;  démontrer  : 

1**  Que  le  volume  de  la  pyramide  triangulaire  ABCD  est  constant, 
quelles  que  soient  les  positions  des  points  C  et  D  et  la  parallèle  sar 
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laquelle  on  porte  la  longueur  AB;  2**  que  ce  volume  est  proportionnel 
à  AB. 

294.  On  donne  Farête  A  d'un  prisme  triangulaire  quelconque;  sur  Tune 
des  arêtes,  on  prend  à  partir  de  la  base  une  longueur  x  ;  sur  la  seconde 
arête,  on  prend  de  même  une  longueur  a^  et  sur  la  troisième  une  lon- 
gueur h.  Par  les  trois  points  ainsi  déterminés,  on  fait  passer  un  plan  qui 
divise  le  prisme  en  deux  parties.  Pour  quelle  valeur  de  x  ces  parties  sont- 
elles  équivalentes? 

295.  Couper  un  tétraèdre  par  un  plan  parallèle  à  deux  arêtes  opposées, 
de  manière  que  la  section  soit  maximum. 

296.  Par  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d*un 
tétraèdre,  on  peut  faire  passer  une  inOnité  de  plans  :  quel  est  celui  qui 
détermine  la  section  minimum? 

297.  Étant  donné  un  prisme  triangulaire,  le  couper  par  un  plan  tel, 
que  la  section  soit  semblable  à  un  triangle  donné. 

298.  Sur  une  première  droite  AA',  on  donne  deux  points  fixes  «  et  ^; 
sur  une  seconde  droite  quelconque  BB',  deux  points  mobiles  c  et  tf  res- 
tent à  une  distance  constante  :  chercher  pour  quelle  position  du  seg- 
ment cd  Faire  de  la  pyramide  abcd  est  minimum. 

299.  Les  volumes  engendrés  par  un  rectangle  tournant  successivement 
autour  de  ses  côtés  adjacents  sont  de  a  mètres  cubes  et  de  h  mètres 
cubes  :  trouver  la  longueur  de  la  diagonale  de  ce  rectangle. 

300.  Calculer  Taire  convexe,  Faire  totale  et  le  volume  d'un  cône  équi- 
latéral  en  fonction  de  son  côté.  —  Pour  quelle  valeur  de  ce  côté  Faire 
totale  du  cône  est-elle  i  mètre  carré  ou  son  volume  i  mètre  cube? 

301.  Partager  Faire  latérale  d'un  cône  de  révolution  en  n  parties  équi- 
valentes par  des  plans  parallèles  à  sa  base. 

302.  Quel  est  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  un  parallélogramme 
tournant  successivement  autour  de  ses  deux  côtés  adjacents? 

303.  Soit  ABCDEF  un  hexagone  régulier  circonscrit  à  un  cercle  de 
centre  0  et  de  rayon  R.  On  mène  la  diagonale  FG  et  les  droites  AC  et  BF 
qui  se  coupent  en  I  sur  le  rayon  OH  perpendiculaire  à  FG,  et  Fon  demande 
de  calculer,  en  fonction  de  R,  les  volumes  et  les  aires  des  cônes  engen- 
drés par  les  triangles  IHA,  lOF,  en  tournant  autour  de  OH  pris  pour  axe. 

304.  Trouver  le  lieu  des  points  qui  sont  à  la  distance  a  d'un  point  A 
et  à  la  distance  h  d'un  point  B. 

305.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  une  sphère 
donnée. 

306.  Par  une  droite  donnée,  mener  à  une  sphère  donnée  un  plan  sé- 
cant qui  détermine  une  section  de  rayon  donné. 
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307.  Lorsque  trois  sphères  se  coupent  deux  à  deux,  les  plans  des  trois 
cercles  d'intersection  se  coupent  suivant  une  môme  droite  perpendicii- 
laire  au  plan  déterminé  par  les  centres  des  trois  sphères. 

308.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  sphère 
donnée  par  tous  les  plans  sécants  qui  passent  par  une  droite  donnée  oa 
par  un  point  donné. 

309.  Connaissant  les  rayons  de  deux  sections  parallèles  fautes  dansaw 
sphère  et  la  distance  de  ces  sections,  trouver  le  rayon  de  la  ^hère. 

310.  Trouver  la  plus  courte  et  la  plus  grande  distance  d*un  point  donné 
à  une  surface  sphérique.  —  Trouver  le  lieu  des  points  qui  sont  à  une  dis- 
tance donnée  d'une  sphère  donnée. 

311.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'une  droite  donnée  ou  d'un  plaa 
donné  à  une  surface  sphérique. 

312.  Si  d'un  point  de  la  surface  sphérique  comme  pôle  on  trace  m 
cercle  avec  un  rayon  sphérique  égal  au  cinquième  ou  au  tiers  d'un  qua^ 
drant,  le  rayon  du  cercle  obtenu  est  la  moitié  du  rayon  de  la  sphère  oa 
le  plus  grand  segment  de  ce  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 

313.  La  somme  des  carrés  des  cordes  interceptées  par  une  sphèrp 
donnée  sur  trois  droites  rectangulaires  partant  d'un  point  donné  est  con- 
stante, ainsi  que  la  somme  des  carrés  des  six  segments  déterminés  sur  o^ 
trois  cordes  par  le  point  donné. 

314.  Si,  d'un  point  de  Tespace,  on  mène  des  sécantes  à  une  sphère 
donnée,  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  d^interseo 
tion  de  chaque  sécante  avec  la  sphère  est  constant. 

31o.  Étant  données  deux  sphères  solides,  trouver  la  distance  de  leurs 
centres  par  une  construction  plane. 

316.  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  dont  le  rapport  des  distances 
à  deux  points  fixes  est  constant.  —  Trouver  le  lieu  des  points  de  Te^inoe 
également  éclairés  par  deux  lumières  données. 

317.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances 
à  deux  points  donnés  est  constante.  —  Trois  points  étant  donnés,  trouver 
le  lieu  des  points  dont  la  somme  das  carrés  des  distances  est  à  la  fois 
constante  par  rapport  au  premier  et  au  deuxième  point,  par  rapport  au 
premier  et  au  troisième. 

318.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  Ton  voit  une  sphère  donnée,  deux 
sphères  données  ou  trois  sphères  données,  sous  un  angle  donné. 

319.  Indiquer  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  droite  donnée  sous 
un  angle  donné,  ou  deux  droites  données  issues  d'un  même  point,  soa> 
des  angles  respectivement  donnés. 
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320.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  deux  sphères 
données  ou  trois  sphères  données  suivant  des  grands  cercles. 

321 .  Construire  une  sphère  : 

I**  De  rayon  donné,  qui  passe  par  trois  points  donnés; 

îi*  De  rayon  donné,  passant  par  deux  points  donnés  et  tangente  à  un 
plan  ou  à  une  sphère  donnée  ; 

S*'  De  rayon  donné,  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  deux 
plans  ou  à  deux  sphères  données  ; 

4°  De  rayon  donné,  tangente  à  trois  plans  ou  à  trois  sphères  données  ; 

5**  De  rayon  donné,  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  un  plan 
et  à  une  sphère  donnés. 

322.  Connaissant  les  latitudes  et  les  longitudes  de  deux  lieux  de  la  sur- 
face terrestre  supposée  parfaitement  sphérique,  trouver,  à  l'aide  d'opéra- 
tions exécutées  sur  un  globe,  la  distance  de  ces  deux  lieux  en  degrés. 

323.  Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  sphérique. 

324.  Transformer  un  polygone  sphérique  en  un  triangle  sphérique  équi- 
valent. 

32o.  Dans  un  losange  sphérique,  les  diagonales  se  coupent  à  angle 
droit. 

326.  Deux  triangles  sphériques  sont  équivalents  lorsque  leurs  triangles 
polaires  ont  môme  périmètre,  et  réciproquement. 

327.  Si,  de  chaque  sommet  d'un  parallélipipède  comme  centre,  on  décrit 
des  sphères  égales,  toutes  ces  sphères  réunies  interceptent  une  portion  du 
valume  du  parallélipipède  égale  à  l'une  d'elles.    ^ 

328.  Calculer  en  myriamètres  carrés  l'aire  de  l'une  des  deux  zones 
glaciales,  sachant  que  le  petit  cercle  qui  lui  sert  de  base  est  à  i^'^^o'  du 
pôle. 

329.  La  calotte  interceptée  par  une  sphère  ùxe  sur  une  sphère  sécante 
de  rayon  variable  et  qui  ^fesse  toujours  par  son  centre,  a  une  aire  con- 
stante. —  La  zone  interceptée  par  deux  sphères  fixes  concentriques  sur 
une  sphère  sécante  de  rayon  variable  et  qui  passe  toujours  par  leur  centre 
commun,  a  une  aire  constante. 

330.  Ayant  mené  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés  d'un 
triangle,  on  le  fait  tourner  autour  de  son  troisième  côté  pris  pour  axe  : 
quel  est  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  les  deux  parties  du  triangle? 

331 .  On  prolonge  un  des  côtés  a  d'un  triangle  équilatéral  d'une  lon- 
gueur égale  à  a  et,  par  l'extrémité  obtenue,  on  élève  une  perpendiculaire 
à  ce  côté  :  calculer  le  volume  engendré  par  le  triangle  équilatéral  en  tour- 
nant autour  de  cette  perpendiculaire. 

332.  Étant  donnée  une  série  de  cercles  concentriques,  on  mène  dans 
ces  cercles  des  cordes  toutes  égales  entre  elles  et  parallèles  à  un  diamètre 
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commun  :  les  volumes  engendrés  par  les  segments  correspondanU  en 
tournant  autour  de  ce  diamètre,  sont  équivalents. 

333.  Étant  donné  un  triangle  rectangle  inscrit  dans  un  deroi-oerde, 
trouver  le  rapport  du  volume  ou  de  l'aire  qu'il  engendre,  lorsque  la  figure 
tourne  autour  du  diamètre  du  demi-cercle ,  au  volume  ou  à  Taire  de  la 
sphère  engendrée  par  ce  demi-cercle.  —  Cas  où  le  triangle  rectangle 
donné  est  isocèle. 

334.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  sachant  que  le 
volume  engendré  par  ce  triangle  en  tournant  autour  du  troisième  côté  est 
égal  à  la  somme  des  volumes  qu'il  engendre  en  tournant  successivement 
autour  des  deux  côtés  donnés. 

333.  D'un  point  B  extérieur  à  une  circonférence  0,  on  Im*  mène  deui 
tangentes  BA,  BC,  et  l'on  projette  le  point  de  contact  C  sur  le  rayon  OA 
en  D  :  démontrer  que,  si  l'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  l'axe  AOD, 
le  volume  engendré  par  le  triangle  mixtiligne  ABC  est  équivalent  an  oéœ 
engendré  par  le  triangle  rectangle  BAD,  et  le  segment  sphérique  engendré 
par  le  triangle  mixtiligne  DAC  équivalent  au  volume  engendré  par  k 
triangle  BCD. 

336.  On  donne  un  cône  de  révolution  et  deux  sphères  inscrites  dansœ 
cône  et  tangentes  extérieurement  l'une  à  l'autre;  le  volume  compris  entre 
le  cône  et  les  deux  sphères  proposées  est  la  moitié  du  volume  compris 
entre  ce  même  cône  et  la  sphère  qui  passe  par  ses  deux  cercles  de  contact 
avec  les  sphères  données. 

337.  Indiquer  le  lieu  des  points  qui  sont .-  i""  à  la  distance  a  d'une 
droite  A  et  à  la  distance^  d'une  droite  B;  s"*  à  la  distance  a  d'une  droite  A 
et  à  la  distance /?  d'un  plan  P;  3"*  à  la  distance  a  d'une  droite  Â  et  à  la 
distance  b  d'un  point  B. 

338.  Étant  donnés  dans  l'espace  un  point  et  une  surface  conique  oa 
cylindrique  de  révolution,  trouver  la  plus  courte  distance  du  point  à  la 
surface. 

339.  Chercher  le  rapport  des  volumes  de  deux  tétraèdres,  dont  Puna 
été  formé  en  menant  par  les  sommets  de  l'autre  des  plans  parallèles  am 
faces  opposées. 

340.  Deux  tétraèdres  sont  semblables  :  i^  lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre 
égal  compris  entre  deux  faces  semblables  chacune  à  chacune  et  sembia- 
blement  disposées  ;  2°  lorsqu'ils  ont  une  face  semblable  adjacente  à  trois 
angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semblablement  disposés  ;  V  lors- 
qu'ils ont  trois  faces  semblables  chacune  à  chacune  et  semblablement  dis- 
posées; 4"  lorsqu'ils  ont  cinq  angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et 
semblablement  disposés. 

3 il.  Les  carrés  des  volumes  de  deux  polyèdres  semblables  sont  pro- 
portionnels aux  cubes  de  deux  faces  homologues. 
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342.  Une  droite  comprise  entre  deux  faces  d'un  polyèdre  donné  est 
li visée  en  plusieurs  segments;  sur  chaque  segment,  considéré  comme 
'homologue  de  la  droite  donnée,  on  construit  un  polyèdre  semblable  au 
>olyèdre  donné  :  démontrer  que  Taire  de  ce  polyèdre  est  égale  au  carré 
ie  la  somme  des  racines  carrées  des  aires  des  polyèdres  segmentaires,  et 
|U6  son  volume  est  égal  au  cube  de  la  somme  des  racines  cubiques  des 
rolumes  de  ces  mêmes  polyèdres. 

343.  Construire  deux  droites  qui  soient  dans  le  même  rapport  que  deux 
cubes  donnés. 

344.  Démontrer  que  le  tétraèdre  formé  en  joignant  les  points  de  ren- 
contre des  médianes  des  faces  d'un  tétraèdre  donné  est  semblable  au 
symétrique  de  ce  tétraèdre;  chercher  le  rapport  des  volumes  de  ces  doux 
tétraèdres. 

345.  Le  voluine  d'un  cube  est  égal  à  six  fois  le  volume  de  l'octaèdre 
régulier  qui  a  ses  sommets  aux  centres  des  faces  du  cube. 

346.  Les  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre  régulier  sont  les  sommets 
d'un  octaèdre  régulier. 

347.  Trouver  l'aire  et  le  volume  d'un  polyèdre  régulier. 

348.  Connaissant  le  rayon  d'une  sphère,  trouver  l'aire  et  le  volume  des 
polyèdres  réguliers  inscrits. 

349.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  tangent  à  deux  sphères  don- 
nées. 

350.  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphères  données. 
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LIVRE  CINQUIÈME. 

ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DE  QUELQUES  œURBES  USUELLES. 


35i .  Quelles  sont  la  plus  courte  et  la  plus  grande  distance  du  centre 
de  r ellipse  à  un  point  de  la  courbe? 

3Sâ.  Quel  est  le  lieu  du  centre  d'une  ellipse  qui  glisse  entre  deux  axes 
rectangulaires? 

353.  Deux  ellipses  dont  les  grands  axes  sont  égaux  et  qui  ont  un  foyer 
commun  ne  peuvent  se  couper  qu'en  deux  points. 

354.  Quel  est  le  lieu  des  points  également  distants  de  deux  circonfé- 
rences intérieures  ou  extérieures  l'une  à  l'autre? 

355.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  deux  cerdes 
donnés?  —  On  examinera  les  différents  cas  possibles. 

356.  Sur  les  deux  tangentes  PM,  PM',  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbok' 
dont  les  foyers  sont  F  et  F',  on  prend  des  longueurs  PQ,  PQ',  ^espectiv^ 
ment  égales  à  PF  et  à  PF'  :  démontrer  que  la  droite  Ç)Q'  est  égale  au 
grand  axe  de  l'ellipse  ou  à  l'axe  transverse  de  l'hyperbole. 

357.  Le  grand  axe  de  l'ellipse  ou  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  et 
une  tangente  quelconque  interceptent,  sur  les  deux  tangentes  meoée^ 
aux  extrémités  de  l'axe  de  la  courbe,  des  longueurs  dont  le  produit  est 
constant. 

358.  Des  cercles  touchent  une  droite  AB  en  un  point  fixe  C,  et  des 
points  fixes  A  et  B  on  mène  des  tangentes  à  ces  cercles  :  trouver  le  lim 
des  points  d'intersection  de  ces  tangentes.  —  Le  point  G  peut  être  entre! 
et  B  ou  sur  AB  prolongée. 

359.  Soient  les  deux  tangentes  menées  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  par 
un  point  extérieur  et  une  troisième  tangente  quelconque  :  démontrer  que 
la  longueur  interceptée  sur  cette  troisième  tangente  par  les  deux  pre- 
mières est  vue  de  chaque  foyer  sous  un  angle  constant. 

360.  Démontrer  directement  que,  si  l'on  mène  à  une  hyperbole  deoi 
tangentes  PM,  PM',  par  un  môme  point  extérieur  P,  les  angles  PFM,  PFIT, 
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sont  égaux  aux  supplémentaires,  suivant  que  les  points  de  contact  M  et  M' 
ippartiennent  ou  non  à  la  même  moitié  de  la  courbe. 

361 .  Trouver  le  lieu  des  centres  des  ellipses  dont  le  grand  axe  a  la 
même  longueur,  qui  ont  un  foyer  commun  et  qui  touchent  une  droite 
donnée. 

362.  Quels  sont  les  lieux  géométriques  :  i**  des  sommets;  i""  des  points 
de  rencontre  des  côtés  non  parallèles;  3*  des  points  d'intersection  des 
diagonales,  des  trapèzes  construits  sur.  une  base  fixe,  et  dans  lesquels  la 
longueur  de  l'autre  base  est  donnée,  ainsi  que  la  somme  ou  la  différence 
des  côtés  non  parallèles? 

363.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant  :  l'uses  foyers 
et  un  point  ;  2®  ses  foyers  et  une  tangente  ;  3*  un  foyer,  deux  points  et 
une  tangente;  4*  un  foyer,  un  sommet  et  une  tangente;  5"  un  foyer,  deux 
tangentes  et  le  point  de  contact  de  Tune  d'elles  ;  6*  un  foyer  et  trois  tan- 
gentes ;  7**  le  centre,  deux  tangentes  et  la  longueur  du  grand  axe  ou  do 
l'axe  transverse. 

361.  La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  de  la  parabole  sur  une  tan- 
gente à  la  courbe,  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  vecteur  du 
point  de  contact  et  la  moitié  du  paramètre  ip. 

365.  Si  PM  et  PM'  sont  les  deux  tangentes  menées  à  la  parabole  par  un 
point  extérieur  P,  les  triangles  FPM,  FPM',  sont  semblables,  et  FP  est  la 
moyenne  proportionnelle  des  rayons  vecteurs  FM,  FM',  des  deux  points 
de  contact. 

366.  MN  étant  une  tangente  commune  à  la  parabole  et  au  cercle  décrit 
sur  la  corde  menée  perpendiculairement  à  l'axe  par  le  foyer  comme  dia- 
mèlro,  démontrer  que  les  droites  FM  et  FN  sont  également  inclinées  sur 
celte  corde. 

367.  La  tangente  en  un  point  de  la  parabole  rencontre  la  directrice  et 
la  corde  menée  par  le  foyer,  perpendiculairement  à  l'axe,  en  des  points 
équidistants  du  foyer. 

368.  Si  le  diamètre  de  la  parabole  menée  par  le  point  M  rencontre  la 
directrice  en  K  et  la  corde  menée  par  le  foyer  parallèlement  à  la  tangente 
MTcn  H,  on  a 

MK  =  MH. 

369.  Quel  est  le  lieu  du  point  d'intersection  du  diamètre  mené  en  un 
point  de  la  parabole  avec  la  corde  tracée  par  le  foyer  parallèlement  à  la 
tangente  au  môme  point? 

!  370.  AB  et  AC  étant  deux  droites  rectangulaires,  on  mène  la  droite 
quelconque  AR  et  la  parallèle  fixe  CR  à  AB;  puis,  on  prend  sur  AR  un 
point  M  tel  que  son  ordonnée  MQ  par  rapport  à  AB  soit  égale  à  CR  :  quel 
est  le  lieu  du  point  M? 

46. 
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371 .  On  considère  dans  un  cercle  un  diamètre  fixe  AOB  et  un  rayon 
quelconque  OC  ;  D  étant  le  milieu  de  la  corde  CE  menée  paraUèlemeot 
au  diamètre  fixe,  on  demande  le  lieu  du  point  d'intersection  des  droites 
OC  et  AD. 

372.  Si  deux  tangentes  égales  à  la  parabole  sont  coupées  par  une  troi- 
sième, les  segments  déterminés  sur  ces  tangentes  sont  égaux,  mais  le> 
segments  égaux  ne  sont  pas  placés  de  même  sur  les  deux  tangentes. 

373.  Le  cercle  déterminé  par  les  points  d'intersection  de  trois  tangentes 
à  la  parabole  passe  par  le  foyer. 

374.  Du  sommet  S,  on  mène  deux  droites  rectangulaires  qui  viennent 
rencontrer  la  parabole  aux  points  M  et  M';  le  paramètre  np  est  la  moyenne 
proportionnelle  des  abscisses  des  points  M  et  M'. 

373.  Quel  est  le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  secteur  circu- 
laire AOB,  dont  l'un  des  rayons  OA  est  fixe  et  dont  l'autre  OB  est  mo- 
bile? 

376.  Si  l'on  tire  par  le  sommet  de  la  parabole  des  cordes  à  angle  droil 
l'une  sur  l'autre,  et  qu'on  construise  sur  ces  cordes  un  rectangle,  que! 
est  le  lieu  de  son  quatrième  sommet  ? 

377.  Si  une  parabole  roule  sur  une  autre  parabole  égale,  les  somm^ 
étant  d'abord  confondus,  le  foyer  de  chaque  courbe  trace  la  directrice  de 
l'autre. 

378.  Quel  est  le  lieu  des  points  également  distants  d'une  droite  et  d'une 
circonférence  données? 

379.  Quel  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme  ou  la  différence  des  dis- 
tances à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe  est  constante? 

380.  Construire  une  parabole  connaissant  :  i*"  le  foyer  ou  la  directrice 
et  deux  points;  2°  le  foyer  ou  la  directrice,  un  point  et  une  tangente; 
3°  le  foyer  ou  la  directrice,  une  tangente  et  son  point  de  contact  ;  4*  le 
foyer  ou  la  directrice  et  deux  tangentes;  5**  trois  tangentes,  parmi  les- 
quelles la  tangente  au  sommet  ;  6**  quatre  tangentes. 

381 .  Étant  donnée  une  tangente  à  l'ellipse  ou  l'hyperbole,  la  droite  qoi 
joint  au  foyer  correspondant  son  point  de  rencontre  avec  une  directrice 
est  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact.  —  Les  tan- 
gentes aux  extrémités  d'une  corde  focale  se  coupent  sur  la  directrice 
correspondante. 

382.  Quel  est  le  lieu  des  milieux  des  cordes  focales  d'une  ellipse? 

383.  M  étant  un  point  quelconque  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole,  quels 
sont  les  lieux  décrits  par  les  centres  des  cercles  inscrit  et  exinscrits  an 
triangle  FMF? 

384.  M  étant  un  point  de  l'ellipse  de  grand  axe  AA',  quel  est  le  lieu 
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des  points  d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  en  A  et  en  A'  a  ai 
droites  AM  et  A'M  ? 

385.  Si  deux  cordes  menées  par  les  extrémités  d'un  diamètre  de  Tel- 
lipse  aboutissent  à  un  même  point  de  la  courbe,  les  diamètres  parallèles 
à  ces  cordes  sont  conjugués. 

386.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant  :  i""  ses 
directrices  et  un  point  ;  a*  ses  directrices  et  une  tangente  ;  3*  une  direc- 
trice, deux  points  et  une  tangente;  4''  une  directrice,  un  sommet  et  une 
tangente;  5**  une  directrice,  deux  tangentes  et  le  point  de  contact  de  Tune 
d'elles;  6°  une  directrice  et  trois  tangentes;  7**  un  foyer,  la  directrice 
correspondante  et  une  tangente  ;  S"*  un  foyer  ou  une  directrice  et  trois 
points. 

387.  Soient  MP  l'ordonnée  d'un  point  de  l'hyperbole  dont  le  centre  est 
C  et  PQ  une  tangente  au  cercle  principal;  si  l'on  trace  jusqu'à  l'axe  trans- 
verse MN  parallèle  à  GQ,  on  a 

PN  =  L 

388.  Si  l'on  mène  deux  tangentes  quelconques  à  l'hyperbole,  les  droites 
déterminées  par  leurs  points  d'intersection  avec  les  asymptotes  sont  pa- 
rallèles. 

389.  Le  rayon  du  cercle  qui  touche  une  hyperbole  et  ses  asymptotes 
est  égal  à  la  portion  de  la  corde  focale  principale  prolongée  comprise  entre 
la  courbe  et  Tune  de  ses  asymptotes. 

390.  Soient  un  cercle  de  diamètre  AA'  et  une  corde  PQ  perpendicu- 
laire à  A  A'  :  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  droites  AP  et 
A'Q. 

391 .  Si  deux  tangentes  partant  d'un  même  point  P  coupent  l'une  des 
asymptotes  de  l'hyperbole  en  R  et  en  S,  l'autre  asymptote  en  r  et  en  s, 
on  a 

PR.PS  =  Pr.P.y. 

392.  MM'  étant  la  double  ordonnée  d'une  ellipse  de  grand  axe  AA',quel 
est  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  AM  et  A'M'? 

393.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  droite  qui  se  meut  en 
formant  avec  deux  axes  rectangulaires  un  triangle  d'aire  constante? 

394.  On  fait  passer  un  cercle  par  un  point  quelconque  M  d'une  hyper- 
bole et  les  extrémités  A  et  A'  de  son  axe  transverse  :  trouver  le  lieu  du 
point  Q  où  l'ordonnée  MP  prolongée  rencontre  ce  cercle. 

395.  Trouver  l'angle  des  asymptotes  de  l'hyperbole  obtenue  en  cou- 
pant un  cône  de  révolution  par  un  plan.  —  Cas  où  le  plan  sécant  est  pa- 
rallèle à  l'axe  du  cône. 

396.  Deux  cônes  de  révolution  qui  ont  môme  sommet,  môme  généra- 
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trice  et  leurs  axes  rectangulaires,  sont  coupés  par  deux  plans  menés 
parallèlement  à  leurs  axes  d'un  même  point  de  la  génératrice  coimnoiief 
suivant  des  hyperboles  conjuguées. 

397.  Quel  est  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  sections  paraboliques  d'ao 
cône  de  révolution  donné? 

398.  Quel  est  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  sections  elliptiques  de 
même  excentricité  dans  un  cône  de  révolution  donné? 

399.  Quel  est  le  lieu  des  extrémités  des  petits  axes  de  toutes  les  sec- 
tions elliptiques  parallèles  d'un  cône  de  révolution  donné? 

400.  Dans  quel  cas  un  plan  peut-il  couper  un  cône  de  révolution  donnj 
suivant  une  hyperbole  équilatère? 

401.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  :  i*un  foyer  ou  une  direc- 
trice, la  longueur  de  Taxe  transverse  et  une  asymptote;  a"*  un  foyer  ou 
une  directrice,  une  tangente  et  une  asymptote  ;  3°  deux  asymptotes  et  qq 
point  ;  4**  trois  points  et  une  asymptote. 

402.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  qui  passent 
par  une  ellipse  ou  une  hyperbole  donnée  de  position  et  de  grandeur. 
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1.  Le  sinus  d*un  certain  angle  étant  -y  trouver  ses  autres  rapports  tri- 

gonométriques. 

2.  Le  cosinus  d'un  certain  angle  étant  I/ô'  trouver  ses  autres  rap- 
ports trigonométriques. 

3.  La  tangente  d'un  certain  angle  étant  l»  trouver  ses  autres  rapports 
trigonométriques. 

4.  Démontrer  la  formule 

(  sin»  a  —  sin*  a  sin  *p  )  (  cos*  a  —  cos*  a  cos*  p  ) 
=  (  sin*  p  —  sin*  a  sin*  P)  (  cos*  p  —  cos*  «  cos*  p  ) . 

5.  Démontrer  la  formule 

sin*  a  tanga  ■+■  cos*x  cota  -»-  2  sin  a  cos  a  =  tanga  h-  cota. 

6.  Existe-t-il  un  angle  x  satisfaisant  à  la  relation 

(a  -4-^)* 

7.  Si  l'on  représente  par  Si ,  Ss ,  S3 ,  . . . ,  S«, ,  les  sommes  des  pro- 
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duits  I  à  ï,  2  à  2,  3  à  3,  ....  m  à  m,  des  tangentes  de  m  arcs  û,  b,  f, 
ft,  ...,/,  on  a 

1  —  Dt  -f-  04  —  ÎH  -h  .  . . 

[On  vérifiera  d'abord  cette  formule  dans  le  cas  de  deux  et  de  trois  arcs; 
puis,  suivant  un  mode  de  raisonnement  connu,  on  prouvera  que,  si  elle 
est  vraie  pour  (/n  —  i)  arcs,  elle  subsiste  pour  m.] 
Déduire  de  là  tang/na  en  fonction  de  tango. 

8.  Étudier  les  variations  de  la  fonction 

cos.r  —  sinx, 
lorsque  x  varie  de  o*  à  360'. 

9.  Étudier  les  variations  de  la  fonction 

cotj:—  langx, 
lorsque  x  varie  de  o"*  à  180*. 

10.  Étudier  les  variations  de  la  fonction 

cosécx  — sécjc, 
lorsque  x  varie  de  o'  à  36o**. 

11.  En  désignant  par  la  notation  G.  a  la  corde  de  l'arc  a,  démontrer  ta 
formule 

12.  Vérifier  les  égalités 

.3  .   4      îT 

arc  sin  -  h-  arc  sm  ^  =  -  ? 
5  5       2 

arc  tang  -  -+-  2  arc  tang  r  =  7 1 
7  ^4 

I  .3        37r 

arc  cot  -  H-  arc  col  -7  =  -7-  • 

7  4       4 

13.  On  donne  les  côtés  d'un  contour  polygonal  ABGDE,  ainsi  que  les 
angles  formés  par  le  premier  côté  avec  un  axe  Ox  et  par  chacun  des 
autres  côtés  avec  le  prolongement  de  celui  qui  le  précède  :  trouver 
l'expression  générale  de  la  projection  du  contour  sur  l'axe  Ox. 

14.  Vérifier  les  formules 

,,       8inf/7-h  A)sin(/7  — ^) 
tang*«  —  tang»^  = r r-r > 


arcsm 


^/I|I  =  arctang^, 


j:  cosa  .       X  —  sma 

arc  tang ; arc  tang =  a, 

°  I  —  j:  sma  °     cosa 
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15.  Démontrer  la  formule 

sin/i -f- sin 3 /7 -+- sin  5 <7  H- . . . -f- sin  ( 9. /w  —  I ) a 

tang/na  = ^ z ; ^* 

°  cosfl-f-  cos3«-4-  cos5û-i-. .  .-^  cos  (a/w  —  i)rt 

(Suivre  la  marche  indiquée  pour  l'exemple  7.) 

16.  Démontrer  par  la  Géométrie  la  formule 

tanff-^ - 

»mp  ■+■  siny  _  .     °      a 

sin/?-sin7""^^^/>-~y' 

17.  Rendre  calculable  par  logarithmes  l'expression 

/7sinA 
I  -H  û  cos  A 

18.  Rendre  calculables  par  logarithmes  les  expressions 

séca  -h  sécb    et    sécfl  —  sécô. 

19.  Rendre  calculables  par  logarithmes  les  expressions 

I  -h  siurt    et    I  —  sinr/. 

20.  Démontrer  la  formule 


^\i       2/      Vi-hsin« 


21 .  Démontrer  la  relation 

.  ,  /-sin(45*±:tf) 

i±tangflt=  y/i — — -' 

°         ^  cosa 

22.  Yériaer  l'égalité 

arc  tang  -  ■+■  arc  tang  ■=  -h  arc  tang  0  =  7' 

'À  D  ''04 

23.  Étant  donnée  la  relation 

cosB  —  e 
cosa= g, 

I  — d'OOSp 

6 
trouver  tang  -  en  fonction  de  tang  ^  • 

24.  Démontrer  la  formule  de  vérification  d'EvLER  (construction  des 
Tables  trigonométriques)  : 

8inx  =  sin(36'H- j:)  — sin(36°—  x)-+-  sin(72°— x)  —  sin(72*-t- jt). 

25.  Démontrer  la  formule  de  vérification  de  Legekdre  : 

cosx  =  sin( 54®  -t-  a:)  H-  sin(54**  —  a:)  —  sin(i8**  -f-  x)  —  sin(i8**  —  x). 
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26.  Trouver  deux  arcs,  connaissant  leur  somme  ou  leur  différence, 
ainsi  que  la  somme  ou  la  différence  :  i*  de  leurs  sinus  ou  de  leurs  co- 
sinus; 2^  de  leurs  tangentes  ou  de  leurs  cotangentes;  3"*  de  leurs  sécantes 
ou  de  leurs  cosécantes. 

27.  Trouver  deux  arcs,  connaissant  leur  somme  ou  leur  différence, 
ainsi  que  le  produit  ou  le  rapport  :  i""  de  leurs  sinus  ou  de  leurs  cosinus; 
q!*  de  leurs  tangentes  ou  de  leurs  cotangentes  ;  Z"*  de  leurs  sécantes  on  de 
leurs  cosécantes. 

28.  Résoudre  Téquation 

a  tangx  -+-  b  cotj:  =  c, 
où  a,  b,  r,  sont  des  nombres  donnés,  positifs  ou  négatifs  (voir  le  n*  137). 

29.  La  somme  des  trois  angles  a,  b,  c,  étant  égale  à  iSo"*,  démontrer 
les  relations  suivantes  : 

,  ,   .   a   .    b  ,    c 

i'    cos«  -h  cos^  -f-  cosc  =  4  sm  -  sm  -  sm  — h  i , 

.    ,        .  ,  ,    a  .   b        c 

2*    sma -t-sm^  —  smc  =  4sm-sm-cos-> 

2  2  2 

3**    8in*fl  -\-  sin*é»  +  sin»f  —  2  coso  cos^  cosc  =  2, 

4*    sin*2/î-f-sin*2^-+-  sin*2CH-  2COS2acos2  6cos2c  =  2, 

5°      C0S2Û  -h  C082^  H-  C0S2C  -f-  4  COSfl  COS^  COSC  =  —  l , 

6**     C0S4«-H  C0S4^  H-  C0S4<^  —  4  C0S2aC0S2^C0S2C  =  —  I, 

7°    cote  -f-  cot ^  -t-  cote  ==  cottf  cot6  cote  -H  coséca  coséc^  cosécc, 

a             b             c        ,        TT  —  a        TT  —  b        tz  ^  c 
8°     COS  -  -f-  cos  -  H-  cos  -  =  4  cos ; —  cos  — - —  cos  — ; —  ' 

2  2  2  4  4  4 

a             b              r        ,        TT -+- fl         n -h  b         n  —  c 
o**    cos  -  H-  cos cos  -  =  4  cos  — ; —  cos  — ; —  cos î 

^2224  4  4 

^      .    a         .    b         .    c        ,    .    TT  —  a    ,    TT  —  b    .    tt  —  c 

10**    sm  -  -f-  sm  -  H-  sm 4  sm  — ; —  sm  — r —  sm  — ; —  =  i, 

2224  4  4 

II*    tang-  tang-  -t-  tang-  tang-  -h  tang-  tang-  =  i, 

^«  ^^  .^  .0     ,b       c 

12°    cot- H-COt-  -hcot- =  cot- cot- cot-> 
2  2  2  222 

,„    sinrt-+- sin^  — sine       .       a^       b 

\y* r-7 r—  =  tang-  tane-> 

smfl-+- sinw -f- smc  °2       ^^  2 

.-      .,c       (sinA -h  sine  — sin<7)(sinrt-4- sinr  — sine) 

14'*    sm*  -  =  -î ,   '       •   i > 

2  4sm^sm^ 
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a  ^  h  ^  C 

L      .  tang  -  tang  -  tang - 

tang/y  -*-  tango  h-  tangr  ^       "a      °  a      °  a 

(sina  -h  sinb  -h  sine)*   ~"     a  cosa  cos6  cosc 

^„       tang«       tang^       tang^/       tangc       tang^       tangc 
taug^       tang  a       tangc       tangr<       tangc       tang^ 
=  sécfl  séc^  sécc  —  a. 

30.  A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  trois  angles  a,  ^,  c,  pour 
que  la  relation 

cos'/i  ■+■  cos*6  -h  cos*c  H-  a  cosa  cos6  cosc  =  i 
puisse  exister? 

31.  Démontrer  régalité 

siii(«  — 6)  -hsm(o  — cjH-smic—  a)  =  4sin sin sin • 

32.  Démontrer  Fégalité 

COS  (rt-4-^-4-c)-4-COS(^-hC  —  fl)-f-COS(a-hC  —  i)-hCOS(rt-f-^  —  c) 

=  4  cosfl  cos^  cosr. 

33.  Lorsque  la  somme  de  quatre  angles  est  égale  à  deux  angles  droits, 
ia  somme  des  tangentes  de  ces  angles  équivaut  à  la  somme  des  produits 
3  à  3  de  ces  mêmes  tangentes. 

3~i.  Lorsque  les  sinus  des  angles  d'un  triangle  forment  une  progression 

arithmétique,  il  en  est  de  môme  des  cotangentes  des  demi-angles. 

• 

35.  Démontrer  que,  pour  exprimer  approximativement  en  parties  du 
rayon  un  arc  évalué  en  degrés,  minutes  et  secondes,  il  faut  diviser  le 
nombre  de  secondes  de  cet  arc  par  ao6a65.  —  Réciproque. 

36.  Lorsqu'une  longueur  /est  vue  sous  un  angle  de  i",  quelle  distance 
la  sépare  de  l'observateur? 

37.  Quelle  est  la  hauteur  d'un  objet  qui,  à  la  distance  de  1*^°*,  est  vu 
sous  un  angle  de  5"  ? 

38.  Résoudre  l'équation 

sin'jc  H-  cos'x  =  o. 

39.  Résoudre  Féquation 

a  sin*  X  —  5  cosa:  —  4  =  o. 

40.  Résoudre  l'équation 

(sinx  —  cosx)  sin:r  =  a. 
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41.  Résoudre  l'équation 


4 
Sinx-h  cosa:  =  -• 

TT 

42.  Résoudre  Féquation 

sinj:  ■+-  o,438  C0S2 x =  o. 

TT 

(  Ces  deux  dernières  équations  se  présentent  en  Mécanique.) 

43.  Résoudre  réquation 

sin*x  —  2  cosa:  -h  -  =  o. 
4 

44.  Résoudre  Féquation 

tangf  y  —  JTJH-COtf-r  —  xj— |=o. 

45.  Résoudre  l'équation 

sin.r  H-  cosj:  —  î—  =  o. 

2 

46.  Résoudre  l'équation 

3  séc*x  —  lo  séc* x  -4-8=0. 

47.  Résoudre  l'équation 

cosSa:  -h  C0S2x  -h  cosx  =  o. 

48.  Résoudre  l'équation 

siu3x  -H  sin2x  -t-  sinx  =  o. 

49.  Calculer  x  et  j  d'après  les  deux  équations 

sin(ar— /)=-î     cos(x-t-/)  = -• 

50.  Étant  donnée  l'équation 

cosp  (cosx  —  cosa)  _  tang'2 
cos a  ( cosx  —  cos f>)  "~  tang*  ^ ' 

exprimer  tang-  en  fonction  de  tang-  et  de  tang°- 

51.  Démontrer  par  la  Géométrie  la  formule 


^^v/r 


, .  —  cosa 
tang 


5â.  Si  l'on  donne  sinSx,  quel  est  le  nombre  de  valeurs  de  tangx? 


cos« 
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53.  Résoudre  réquation 

CCS  a*  —  lang  j:  =  o. 

54.  Résoudre  réquation 

psm{n  —  j:)  =  ^  sm(b  —  x). 
53.  Résoudre  Téquation 

sin3x  ■+-  sinaj:-*-  sinx  =  cos2jr  -+-cosj:-4- i. 

56.  Sachant  que  la  somme  des  angles  a,  b,  c,  est  égale  à  180'',  résoudre 

réquation 

sin'j:  —  sin(a  —  x)  sin(^  — x)  sin(6"  —  jr)  =  o. 

57.  Résoudre  l'équation 

tang^  =  tangp  tang(j<  -+-  a), 
et  chercher  les  conditions  de  réalité  de  tangx. 

58.  Résoudre  le  système 

sin  X  tang/  =  tanga, 
cotj:cosj^=  cot^. 

59.  La  somme  de  deux  angles  étant  donnée,  dans  quels  cas  la  somme  de 
leurs  sinus  est-elle  maximum,  et  la  somme  de  leurs  tangentes  minimum? 

60.  Prouver,  par  la  Trigonométrie,  que  la  relation 

x-i-j'  -h  z  =  xjrz 
entraîne  la  suivante  : 

l.r  iy  23  7.x  1Y  22 

I— j:*       1 — j*       I — z*       I — x^  I — y^  I  —  z* 

61 .  Deux  cercles,  de  rayons  R  et  r,  étant  tangents  extérieurement,  dé- 
terminer le  sinus  de  Tangle  formé  par  leurs  deux  tangentes  communes 
exténeures. 

62.  La  corde  AR  d'un  cercle  0  partage  ce  cercle  en  segments  tels,  que 
le  plus  grand  est  moyen  proportionnel  entre  le  plus  petit  et  le  cercle 
entier;  en  d'autres  termes,  la  corde  AR  partage  l'aire  du  cercle  en 
moyenne  et  extrême  raison. 

On  demande  de  calculer,  à  un  dixième  d^  seconde  près,  le  plus  petit 
des  deux  arcs  sous-tendus  alors  par  la  corde  AR. 
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LIVRE  DEUXIÈME. 

TRIGONOMÉTRIE    RECTILIGNE. 


63.  On  suppose  un  remblai  de  chemin  de  fer  ayant  une  haateur 
de  A"",  une  largeur  de  /"  au  sommet,  et  des  talus  gazonnés  dont  l'angle 
avec  le  plan  horizontal  a  p  pour  tangente.  Ce  remblai  étant  établi  sur 
une  longueur  de  rf*^™,  on  demande  combien  il  a  exigé  de  mètres  cubes  de 
terre  et  de  mètres  carrés  de  gazon. 

64.  On  donne  les  deux  côtés  de  Tangle  droit  d'un  triangle  rec- 
tangle ABC  et  la  projection  BP  de  l'hypoténuse  sur  un  axe  OX  passant 
par  le  sommet  B  :  on  demande  de  calculer  Tangle  ABX  =  x. 

Conclure  de  la  marche  suivie  un  moyen  de  résoudre  l'équation 

m  cosjc  -+■  n  sinj:  =  /?, 
où  m,  /?,  p^  sont  des  nombres  donnés  (137). 

65.  Quelle  est  la  hauteur  d'une  tour  dont  l'ombre  a  rf^,  lorsque  le  So- 
leil est  à  a'*  au-dessus  de  l'horizon? 

66.  Calculer  les  tangentes  des  angles  aigus  d'un  triangle  rectangle,  en 
fonction  des  médianes  correspondantes  aux  côtés  de  l'angle  droit. 

67.  On  divise  en  trois  parties  égales  l'hypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle, et  l'on  joint  les  points  de  division  au  sommet  de  l'angle  droit  : 
calculer  la  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle  intermédiaire. 

68.  Résoudre  un  triangle  rectangle ,  connaissant  l'hypoténuse  et  la 
somme  ou  la  différence  des  côtés  de  l'angle  droit. 

69.  Résoudre  un  triangle  rectangle,  connaissant  un  angle  aigu  et  la 
somme  ou  la  différence  des  côtés  de  l'angle  droit. 

70.  Résoudre  un  triangle  rectangle,  connaissant  son  périmètre  et  la 
hauteur  relative  à  l'hypoténuse. 

71.  Démontrer  que  toute  transversale  détermine  sur  les  côtés  d'uq 
triangle  six  segments  tels,  que  le  produit  de  trois  segments  non  consé- 
cutifs est  égal  au  produit  des  trois  autres  segments. 

72.  Démontrer  que,  lorsqu'un  faisceau  de  quatre  droites  concourantes 
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OA,  OB,  OC,  OD,  est  coupé  par  une  sécante  XY  en  quatre  points  a,  b^ 
c,  rf,  le  rapport  — ^  :  -^  est  constant,  c'est-à-dire  indépendant  de  la  direc- 
tion de  la  sécante. 

73.  Démontrer  que,  lorsqu'un  faisceau  de  quatre  plans  A,  B,  C,  D, 
passant  par  une  même  droite  PQ,  est  coupé  par  une  transversale  XY  en 

quatre  points  a,  6,  c,  d,  le  rapport  -^  *  -^  6St  constant. 

74.  Lorsque  trois  longueurs  r/,  b,  c,  et  trois  angles  A,  B,  C,  chacun 
moindre  que  iSo*",  satisfont  aux  relations  qui  forment  le  groupe  (2)  des 
formules  fondamentales  relatives  à  la  résolution  des  triangles  quel- 
conques (iSi),  ces  quantités  sont  nécessairement  les  six  éléments  d'un 
triangle. 

75.  Résoudre  un  triangle  quelconque,  connaissant  son  périmètre  et  ses 
angles. 

76.  Résoudre  un  triangle  quelconque,  connaissant  son  aire  et  ses 
angles. 

77.  Résoudre  un  triangle  quelconque,  connaissant  un  côté,  l'angle  op- 
posé, et  la  somme  ou  la  différence  des  deux  autres  côtés. 

78.  Résoudre  un  triangle  quelconque,  connaissant  un  côté,  l'un  des 
angles  adjacents,  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux  autres  côtés. 

79.  Résoudre  un  triangle  quelconque,  connaissant  ses  trois  hauteurs. 

80.  Résoudre  un  triangle  quelconque,  connaissant  ses  trois  médianes. 

81.  Résoudre  un  triangle  quelconque,  connaissant  ses  angles  et  le  rayon 
du  cercle  inscrit  ou  circonscrit. 

82.  Résoudre  un  triangle  quelconque,  connaissant  les  rayons  des  cercles 
ex-inscrits. 

83.  Démontrer  que,  si  les  bissectrices  de  deux  angles  d'un  triangle 
sont  égales,  ces  deux  angles  sont  eux-mêmes  égaux. 

84.  En  employant  les  notations  des  n**  172  et  173,  démontrer  les  rela- 
tions suivantes  entre  les  rayons  des  cercles  circonscrit,  inscrit  et  ex- 
inscrits  à  un  triangle  : 

D        ^rt  -+-  r/,  -f-  r^  —  r        i  i  i  i 

K  =   ;; j        -   = 1 1 • 

4  r        Ta        rb        n 

85.  Calculer  l'aire  d'un  trapèze,  connaissant  ses  bases  et  ses  diago- 
nales. 

86.  Calculer  l'aire  d'un  trapèze,  connaissant  ses  quatre  côtés. 

87.  Étant  donnés  deux  côtés  adjacents  d'un  parallélogramme  et  l'angle 
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formé  par  Tun  d'eux  avec  Tune  des  diagonales,  calculer  ies  angles  et  le» 
diagonales  de  ce  parallélogramme. 

88.  Calculer  les  trois  bissectrices  d'un  triangle,  dans  lequel  on  connait 
un  côté  et  deux  angles. 

89.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  son  aire  et  deux  côtés. 

90.  Par  un  point  Â  pris  dans  le  plan  d'un  cercle  0,  on  lui  mène  nœ 

sécante  quelconque  qui  le  rencontre  aux  points  B  et  C  :  prouver  que  le 

.  .,  ,       AOB ,       AOC     ,         ,    , 
produit  tang tang est  constant. 

91 .  Dans  quel  cas  l'aire  du  triangle  formé  par  deux  rayons  d'une  cir- 
conférence et  la  corde  de  l'arc  qu'ils  interceptent,  est-elle  maximum? 

9â.  On  donne  la  distance  des  centres  et  les  rayons  de  deux  cercles  qui 
se  coupent  :  calculer  l'aire  de  la  partie  commune  à  ces  deux  cercles. 

93.  Déterminer  les  éléments  d'un  triangle,  sachant  que  ses  côtés  sont 
exprimés  par  trois  nombres  entiers  consécutifs  et  que  son  plus  grand 
angle  est  double  du  plus  petit. 

91.  Partager  un  arc  en  deux  parties  telles,  que  la  somme  ou  le  produit 
des  cordes  des  deux  arcs  obtenus  soit  un  maximum. 

95.  Connaissant  la  distance  des  centres  et  les  rayons  de  deux  circonfé- 
rences, calculer  les  longueurs  de  leurs  tangentes  communes  et  les  angb 
qu'elles  forment  avec  la  ligne  des  centres. 

96.  Trois  points  inaccessibles  étant  indiqués,  reconnaître  s'ils  sont  en 
ligne  droite. 

97.  Quatre  points  inaccessibles  étant  indiqués,  reconnaître  s'ils  sont 
dans  un  même  plan  ;  puis,  si  cette  condition  est  remplie,  reconnaître  s'ik 
appartiennent  à  une  môme  circonférence. 

98.  Vérifier,  en  considérant  le  groupe  (  3  )  des  formules  fondamentaIe^ 
relatives  à  la  résolution  d'un  triangle  quelconque  (151),  que  la  connais- 
sance des  angles  d'un  triangle  est  insufiQsante  pour  déterminer  ses  côtés:. 

99.  Démontrer  que,  dans  tout  triangle  ABC,  on  a  les  relations 

«sinA  — ôsinB=:  csin(A  — B), 

a  A 

-  (cosB  —  cosC)  =  (c  —  6)  cos*  -  • 

100.  Démontrer  que  l'aire  de  tout  triangle  ABC  est  égale  à 

"T       A-+-B-G' 

4  tang 
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101.  R  et  r  étant  les  rayons  des  cercles  circonscrit  et  inscrit  à  un 
triangle  ABC,  l'aire  de  ce  triangle  a  pour  expression 

R/-(sinA  -f-  sinB  -*-  sinC). 

102.  On  donne  un  triangle  quelconque  ABC,  et  Ton  forme  un  second 
triangle  en  joignant  les  pieds  des  hauteurs  du  premier  :  démontrer  que 
le  rapport  do  l'aire  du  second  triangle  à  celle  du  premier  est  égal  à 
'i,  cosÂcosBcosC. 

103.  L'aire  de  tout  quadrilatère  ABGD  circonscrit  à  une  circonférence 
de  rayon  R  a  pour  expression 


A-*-B  .    C 

sm sm  — 


R' 


.    A    ,   B         .    C    .   D 

sm— sm-       sm-sm- 

'2  '2  a  2y 


sin  A 

104.  Si  l'on  a  cosB  =    '  .  ,^  >  le  triangle  ABC  est  isocèle. 

2smC  ® 

105.  Résoudre  un  triangle  quelconque,  connaissant  un  côté,  la  hauteur 
correspondante  et  la  différence  des  angles  adjacents  à  ce  môme  côté. 

106.  Résoudre  un  triangle  quelconque,  connaissant  un  angle  et  les 
sommes  respectives  du  côté  opposé  à  cet  angle  avec  chacun  des  deux 
autres  côtés. 

107.  Si  les  angles  d'un  triangle  sont  en  progression  par  quotient  de 
raison  -  >  le  rapport  du  plus  grand  côté  du  triangle  à  son  périmètre  est 

exprimé  par  asin— • 

108.  Si  la  base  d'un  triangle  est  divisée  en  trois  parties  égales,  et  si 
^1,  ^1)  ^3)  sont  les  angles  sous  lesquels  ces  parties  sont  vues  du  sommet, 
on  a 

VtangOi  "^  tangoj  \taiig9,  "*"  tangOaj  =  '^  \^*  "^  tâni^  j" 

iOi).  Si  A  et  C  sont  le  plus  grand  et  le  plus  petit  angle  d'un  triangle 
dont  les  côtés  sont  en  progression  arithmétique,  on  a 

4(i  —  cosA)  (i  —  cosC)  =  cosA  -f-  cosC. 

110.  La  somme  des  diamètres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  à  un 
triangle  ABC  est  égale  à 

a  cot  A  -+-  ^  cot  B  -f-  c  cotC. 
De  c.  —  Cours,  II.  4  7 
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111.  Dans  tout  triangle  ABC,  on  a  les  relations  suivantes 

1°    tf(^cosC— ccosB)=  ^*  — c*; 
2**    fl(cosBcosC-hcosA)  =  ^(cosAcosC-+- cosB) 
=  c(cosA  cosB  ■+■  cosC); 
A  B  r 

3*»    (^H-c  — r7)tang  -  =  (c-^a  —  b)  tang-=  (a-+-^  —  c)lang-; 

4°    ^cosBh-ccosG  =  «cos(B  — C); 

5""    {a -h  b)  cosC -i-  (c -+-/?)  cosB-f-(^-+-c)cosA  =  a-^b-^c; 

6*    (tfî  —  b^)  cote  -h  (c«  —  fl»)  cotB  -h  (b^  -  c*)  cotA  =  o; 

G  B  A 

7*     {a  —  b)  cot  — h  (c  —  ^)  cot  — \-(b  —  c)  cot-  =  o; 

8«    I  — tang- tang- = 


„    sin*A       cosAcosB       cosAcosC       cosBcosC 

lo**    rtCOsA  -4-  ^cosB-+-  ccosC  =  2asinBsinC; 

,  A        B  ^   A-4-B 

11°    «  -H  6  -f-  c  =  2c  cos  —  cos  -  sec 

2  2  2 

112.  Résoudre  un  quadrilatère,  connaissant  deux  de  ses  côtés  adjacents 
ou  opposés,  SCS  deux  diagonales  et  leur  angle. 

113.  Résoudre  un  quadrilatère,  connaissant  trois  de  ses  côtés  et  les 
angles  que  Tun  d'eux  fait  avec  les  deux  autres. 

114.  Par  le  point  d'intersection  de  deux  circonférences  données,  on 
mène  une  sécante  quelconque  qui  détermine  une  corde  dans  chacune 
d'elles  :  quelle  direction  doit  avoir  cette  sécante  pour  que  la  somme  ou 
le  produit  de  ces  deux  cordes  soit  maximum? 

115.  On  mène,  par  un  point  extérieur,  deux  tangentes  à  un  cercle 
donné,  et  l'on  fait  tourner  la  figure  obtenue  autour  de  l'un  des  diamètres 
qui  correspondent  aux  points  de  contact  des  deux  tangentes  :  quelle  ddt 
être  leur  angle,  pour  que  le  volume  engendré  par  une  révolution  com- 
plète de  l'aire  mixtiligne  limitée  par  ces  tangentes  et  l'arc  qu'elles  m- 
brassent  ait  un  rapport  connu  avec  la  sphère  déterminée  par  la  rotation 
du  cercle  donné? 

116.  Trouver  la  condition  pour  que  l'aire  du  rectangle  inscrit  dans  un 
secteur  donné  soit  maximum. 

117.  On  donne  un  axe  XY  et,  d'un  môme  côté  de  cet  axe,  deux  points 
A  et  B  :  trouver  sur  XY  le  point  d'où  l'on  aperçoit  la  droite  AB  sous  on 
angle  maximum. 
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118.  Par  un  point  X  extérieur  à  un  cercle  donné,  on  lui  mène  une  tan- 
gente AX  et  une  sécante  XBG  :  quel  doit  être  Fangle  de  la  tangente  et  de 
la  sécante,  pour  que  le  triangle  ABC,  déterminé  par  le  point  de  contact 
de  la  tangente  et  par  les  points  d'intersection  de  la  sécante,  ait  une  aire 
maximum? 

il9.  Une  portion  de  plan  horizontal  infiniment  petite  étant  donnée,  un 
point  lumineux  se  trouve  placé  sur  une  verticale  extérieure  :  quelle  doit 
être  sa  position,  pour  que  la  portion  de  plan  reçoive  l'éclairage  maxi- 
mum? ^ 

420.  Si  r  est  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  ABC,  et  ra^ 
rbi  rcj  les  rayons  des  cercles  ex-inscrits  au  môme  triangle,  on  a 

V^arb  ■+•  yfrbTc  -f-  \fr^a  =  r. 

121.  R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC,  on  a 

a  cosA  H-  h  cosB  -+-  c  cosC  =  4R  sinA  sinB  sinC. 

122.  R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC,  si  l'on 
forme  le  triangle  A'B'C  en  joignant  les  pieds  des  hauteurs  du  triangle 
ABC,  on  a 

B'C'=Rsin2A. 

123.  Démontrer  que  les  distances  du  centre  du  cercle  inscrit  à  un 
triangle  ABC  aux  centres  des  cercles  ex-inscrits  au  môme  triangle,  sont 
respectivement  proportionnelles  aux  sinus  des  demi-angles  du  triangle 
donné. 

124.  Le  rapport  de  l'aire  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  ABC  à  l'aire 
de  ce  triangle  est  égal  à 


ABC 

cot—  cot-  cot- 

2  2  2 


12o.  r  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  ABC,  l'aire  du 
triangle  formé  en  joignant  les  centres  des  cercles  ex-inscrits  au  triangle 
donné,  a  pour  expression 

abc 


126.  Si  r  est  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC  et  /•'  le 
rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  formé  en  joignant  les  centres  des 
cercles  ex-inscrits  au  triangle  ABC,  on  a 

.A     ,B       C 

cot— cot -cot - 

,  2  2  2 

r  ^  r 


ABC 

COS h  COS h  COS  - 

2  2  ^2 


47- 


y4o  QUESTIONS    PROPOSÉES 

127.  Dans  quel  cas  le  triangle  formé  en  prenant  pour  côtés  les  hau- 
teurs d'un  triangle  donné  est-il  semblable  à  ce  triangle? 

128.  Quatre  points  A,  B,  C,  D,  étant  en  ligne  droite  sur  un  terrain 
horizontal,  on  a  vu,  d'un  point  X  de  ce  terrain,  les  segments  Âfi,  BC,  CD, 
sous  un  même  angle  :  calculer  cet  angle  et  retrouver  la  position  du 
point  X. 

129.  A  quelle  distance  faut-il  se  placer  d'une  colonne  et  de  son  pié- 
destal, pour  apercevoir  sous  un  même  angle  les  deux  parties  du  monu- 
ment? La  hauteur  de  Tœil  de  l'observateur  au-dessus  du  sol  est  connue. 

130.  De  trois  points  A,  B,  C,  donnés  dans  le  plan  de  sa  base,  on  a  tu 
une  tour  sous  des  angles  «,  P,  7  :  trouver  sa  hauteur. 

131.  D'un  vaisseau  se  dirigeant  vers  le  nord,  on  aperçoit  deux  phars 
placés  exactement  à  l'ouest.  Après  une  heure  de  marche,  robservateur 
aperçoit  l'un  de  ces  phares  au  sud-ouest,  et  l'autre  au  sud-sud-ouest 
(voir  la  Cosmographie).  Sachant  que  la  distance  des  deux  phares  est  rf^, 
trouver  la  vitesse  de  marche  du  vaisseau  en  la  supposant  uniforme. 

132.  Un  voyageur  gravit  une  montagne  par  un  sentier  dont  Fincli- 
naison  sur  l'horizon  est  d'abord  a,  puis  devient  ensuite  p  >  a.  Au  point 
de  départ,  ce  voyageur  a  mesuré  avec  le  graphomètre  l'angle  7  sons  le- 
quel il  a  vu  la  hauteur  de  la  montagne;  au  point  d'arrivée,  il  a  mesuré 
effectivement  cette  hauteur  h  à  l'aide  du  baromètre.  On  demande  de  cal- 
culer la  longueur  totale  du  trajet  qu'il  a  parcouru. 

133.  On  considère  un  triangle  et  le  cercle  inscrit  dans  ce  triangle: 
trouver  les  rayons  des  trois  cercles  qu'on  peut  inscrire  dans  les  espace» 
compris  entre  le  triangle  donné  et  son  cercle  inscrit. 

134.  Déterminer  trois  cercles  tels,  que  chacun  d'eux  touche  les  deux 
autres  et  soit  en  même  temps  tangent  à  deux  côtés  d'un  triangle  donné. 


SUR    LA    TRIGONOMÉTRIE.  jj^l 


LIVRE  TROISIÈME. 

TRIGONOMÉTRIE    SPHÉRIQUE. 


133.  Résoudre  un  triangle  sphérique,  connaissant 

a  =  20°  35' 22",  7, 
b  =  65o49'35',3, 
A=a2«4o'i5",5. 

On  déterminera  l'erreur  de  Tangle  B,  en  supposant  que  les  données  soient 
approchées  à  un  dixième  de  seconde  près. 

136.  Dans  un  triangle  sphérique  équilatéral,  on  a 

a 

tang- 

cosA  = . 

tang/7 

Déduire  de  celte  formule  la  valeur  de  Tangle  dièdre  du  tétraèdre  régu- 
lier. 

137.  Chercher  la  valeur  de  Fangle  dièdre  :  i**  de  l'octaèdre  régulier; 
2**  de  ricosaèdre  régulier;  3**  du  dodécaèdre  régulier. 

138.  Dans  tout  triangle  sphérique  isocèle,  on  a  les  relations  suivantes  : 

.a  ...    A 

sm-    =sm6sm-i 
2  2 

cosb    =cotBcot  — j 
2 

tang  -  =  tangB  cosB, 

A  ^        •        Ti 

cos~  =  cos-  smB. 
2  2 

(Les  deux  côtés  égaux  du  triangle  sont  supposés  b  et  c.) 

139.  Résoudre  un  triangle  sphérique  rectangle,  connaissant  l'h^'poté- 
nuse  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 
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140.  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle  ABC,  on  a  les  relations 
suivantes  : 

C  C 

!*•    sin(a-f-6)  =  cosftsinccot-  =  cosatangccot-i 

C  C 

2**    8in(a  — ^)=  cosôsinctang-  =  cosa  tangctang-> 

Q 

3°    cos(û -+-^)  =  cosc  — sinôsinccot-> 

Q 

4*    cos(fl  —  ô)  =  cosc-f- sinftsinctang  A 
5*    sin*  -  =  sm*  -  cos*  -  -f-  cos'  -  sm*  -  > 

a  2  2  2  2 

o«*       a-i-  b  ^       a  —  b      ,       .c 
6*    tang tang =  tang*  -  » 

2  2  2 

B  C 

7'    sin(^  — c)  =  sin^  tang sine  tang-- 

14i .  Si  Ton  désigne  par  ^  la  valeur  de  Tare  abaissé  perpendiculaire- 
ment du  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  ABC  sur  son 
hypoténuse,  on  a 

cote^  =  v/coi*^-+-cot*c. 

142.  Si  Ton  a,  dans  un  triangle  sphérique  rectangle  ABC,  B  =  r  et 

C  =  5  >  on  a  aussi  a  -h  o  h-  c  =  -  • 
3  2 

143.  Si  Ton  désigne  par  r  et  R  les  rayons  sphériques  des  cercles  in- 
scrit et  circonscrit  à  un  triangle  équilatéral,  on  a 

tangR  =  2  tangr. 

144.  Résoudre  un  triangle  sphérique,  connaissant  un  côté,  Tangle  op- 
posé ou  l'un  des  angles  adjacents  à  ce  côté,  et  la  somme  ou  la  différence 
des  deux  autres  côtés. 

145.  Résoudre  un  triangle  sphérique,  connaissant  un  côté,  l'angle  qai 
lui  est  opposé,  et  la  hauteur  qui  lui  correspond. 

146.  Résoudre  un  triangle  sphérique,  connaissant  les  sommes  obtenoes 
en  ajoutant  chacun  de  ses  angles  au  côté  opposé. 

147.  Démontrer  géométriquement  les  analogies  de  Neper  (217). 

148.  Des  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique,  dé- 
duire celles  de  la  Trigonométrie  rectîligne. 

149.  Calculer  la  distance  sphérique  de  Paris  à  Moscou,  sachant  que  la 
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longitude  de  Moscou,  rapportée  au  méridien  de  Paris,  a  pour  valeur 
35**i7'3o',  et  que  les  latitudes  de  Paris  et  de  Moscou  sont  égales  à 
48'^5o'a''età55»45'i3". 

450.  Dans  quel  cas  Taire  d'un  triangle  sphérique  dont  deux  côtés  ont 
des  valeurs  données  est-elle  maximum? 

i5i.  Deux  triangles  appartenant  à  la  même  sphère  sont  équivalents, 
lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  des  côtés  dont  les  moitiés  ont 
des  cotangentes  inversement  proportionnelles. 

152.  Sur  une  sphère  de  rayon  R,  6n  trace  un  petit  cercle  de  rayon 
sphérique  r,  et  l'on  divise  la  circonférence  de  ce  cercle,  aux  points  Â, 
B,  C,  en  parties  proportionnelles  aux  nombres  i,  a,  3.  On  demande  de 
calculer  les  côtés  du  triangle  sphérique  ABC  en  mètres,  ses  angles  en 
degrés,  son  aire  en  mètres  carrés,  en  prenant 

R  =  6366 198"    et    r  =  R cos48**5o' i3". 

153.  Calculer  les  distances  du  pôle  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle 
sphérique  à  ses  trois  sommets,  et  les  dislances  du  pôle  du  cercle  cir* 
conscrit  aux  trois  côtés  du  triangle. 

154.  Si  trois  arcs  de  cercle  «,  ô,  c,  de  même  rayon  R,  et  trois  angles 
dièdres  A,  B,  G,  chacun  moindre  que  180'',  satisfont  aux  relations  qui 
forment  le  groupe  (i)  des  formules  fondamentales  relatives  à  la  résolution 
des  triangles  quelconques  (195),  ces  quantités  sont  les  six  éléments  d'un 
triangle  sphérique. 

155.  Dans  tout  triangle  sphérique,  les  sinus  des  hauteurs  sont  inver- 
sement proportionnels  aux  sinus  des  côtés  correspondants. 

156.  Si,  dans  un  triangle  sphérique  ABC,  on  désigne  par  G,  7  et  ^|/, 
les  arcs  bissecteurs  des  angles  A,  B,  G,  respectivement  terminés  aux 
côtés  opposés,  on  a 

A  R  P 

cotG  cos  — h  cot<p  cos  — h  cot^^  cos  -  =  cola  -t-  coib  -t-  cote. 

157.  Si  l'on  désigne  par  ^,  dans  un  triangle  sphérique  ABG,  la  valeur 
de  l'arc  abaissé  perpendiculairement  du  sommet  A  sur  le  côté  opposé  a, 
on  a  

cot^  =  v'cosécttlcos'^  -h  cos^c  —  2  cos  a  cos  6  cosc). 

158.  Si  un  côté  d'un  triangle  sphérique  est  divisé  en  quatre  parties 
égales,  et  si  l'on  appelle  d,,  9,,  63,  ô^,  les  angles  obtenus  en  joignant  par 
des  arcs  de  grand  cercle  les  points  de  division  successifs  du  côté  consi- 
déré au  sommet  opposé  du  triangle,  on  a 

sin(ôi-t-  ôj)  sinôj  sinO^  =  sin(03  -t-  64)  sinOi  sinôs. 

159.  Étant  donné  un  triangle  sphérique  ABC,  on  forme  la  pyramide 
OABC  en  joignant  ses  sommets  entre  eux  et  au  centre  de  la  sphère. 
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R  étant  le  rayon  de  la  sphère,  et  /•,  ra-,  r^,  r^,  étant  les  rayons  sphériqu» 
des  cercles  inscrit  et  ex-inscrits  au  triangle  ABC,  le  volume  de  la  pyra- 
mide OABC  a  pour  expression 


v/tangr  tangr^  tangr^  langr^. 

i60.  On  abaisse,  des  sommets  d'un  triangle  sphérique,  des  arcs  per- 
pendiculaires sur  les  côtés  opposés,  c'est-à-dire  on  mène  les  hauteurs 
du  triangle.  Les  pieds  de  ces  hauteurs  déterminent  six  segments  sur  les 
côtés  du  triangle.  Démontrer  que  le  produit  des  tangentes  de  trois  seg- 
ments non  consécutifs  est  égal  au  produit  des  tangentes  des  trois  autres 
segments. 

16i.  Si  Ton  joint  un  point  quelconque  d'une  sphère  aux  sommets  d'un 
triangle  sphérique  tracé  sur  cette  sphère,  en  prolongeant  les  arcs  ob- 
tenus jusqu'à  la  rencontre  des  côtés  opposés,  on  détermine  sur  ces  côlfe 
six  segments.  Démontrer  que  le  produit  des  sinus  de  trois  segments  non 
consécutifs  est  égal  au  produit  des  sinus  des  trois  autres  segments. 

Conséquences  de  la  réciproque  de  cette  proposition,  relativement  aux 
hauteurs,  aux  bissectrices,  aux  médianes,  etc.,  d'un  triangle  sphérique. 

162.  Dans  tout  triangle  sphérique  ABC,  on  a  les  relations  sui>^ntes  : 

.    ,         ,,       sinrfcosB -h  cosA) 
I*    8m(«  -h  h)  = ^, 

2  sin*  - 
a 

.   ,         ,,       sincfcosB  — cosA) 
1"    sm(^z  — ^)=  ~ -t 

2  cos'  - 

2 

.   «    .   ^   .   p 
.      r^      n  sm  -  sin  -  sm  L 

A-4-B-+-C  2  2 

2  C 

COS- 

2 

.       „      ^       cos-cos-smC 
Ah-B  — C  2       2 

40    cos = , 

a  c 

cos- 

2 

,    a        h    .   ^ 
.       ^      ^       sm-cos-smC 
A  — 15  —  t.              2         2 
50     cos = ) 

2  .     C 

sm  - 
2 

-„    ^       A-+-B  — C       I  — cosff  —  cosA -4- cosr 

6°    tang = -. .   ,    .  ^ T 

°         2  sm/ismfc>smC 

^    cotA        cosflrsinc  — sin<7COSccosB 


cot  fl       COS  A  sinC  -+-  sin  A  cos  C  cos  b 
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163.  La  médiane  d'un  triangle  sphérique  ÂBC,  qui  correspond  au 
côté  a,  divisant  ce  côté  en  deux  segments  /  et  /',  on  a 


sm/  a 

-r—r,  =  2  COS  -  • 

sm/'  2 

164.  On  mène  les  hauteurs  AD,  BE,  CF,  du  triangle  sphérique  ABC, 
qui  se  rencontrent  en  un  point  0  et  dont  les  pieds  sur  les  côtés  opposés 
sont  les  points  D,  E,  F.  Démontrer  les  relations 

^     tangAD  __  cosA           tang.BE  _             cosB 

tangOD  "~  cosBcosC'     tangOE  ~"         cosAcosC' 

tangCF  _  cosC 

taiigOF  ""  cosAcosB' 

2*     tangAO  tangOD  =  tangBO  tangOE  =  tangCO  tangOF  ; 

^^  cosAD cosBE        _        cosCF 

cosAOcosOD  ""  cosBOcosOK  ~"  cosGOcosOF* 

165.  Exprimer  la  longueur  d'une  diagonale  d'un  parallélipipède  quel- 
conque, en  fonction  des  arêtes  qui  aboutissent  à  cette  diagonale  et  des 
angles  qu'elles  forment  entre  elles. 

166.  Si  l'on  désigne  par  \  /x,  v,  les  longueurs  des  arêtes  contigiies 
d'un  parallélipipède  quelconque  et  par  «,  h^  c,  les  angles  qu'elles  forment 
entre  elles,  son  volume  peut  être  encore  (238)  représenté  par  Fexpres- 
sion  

\tAV  v/l  —  COS*«  —  COS^^  —  COS*C  ■+■  1  COSrt  cos^  cosc. 

167.  Calculer  le  volume  d'un  tétraèdre  en  fonction  de  ses  six  arêtes. 

168.  On  considère  sur  une  sphère  0  deux  triangles  supplémentaires 
ABC,  A'B'C,  et  Ton  forme  deux  parallélipipèdes  ayant  respectivement 
pour  arêtes  contiguës,  le  premier,  OA,  OB,  OC,  le  second,  OA',  OB',  OC. 
Si  Ton  représente  par  c  et  V  les  volumes  de  ces  deux  parallélipipèdes,  et 
par  a,  6,  7,  les  angles  AOA',  BOB',  COC,  on  a  les  relations  suivantes  : 

v  =  sinacosa  =  sin^  cos^  =  sinccosy, 

V=  sinAcosa  =  sinBcosp  =  sinCcosy, 

(*V  =  cos«  cosp  cosy  =  sina  sinô  sincsinA  sinB  sinC, 

•r?  =  sin«  sin£>  sine,     —  =  sinA  sinB  sinC. 

V  V 

169.  Par  un  point  donné  sur  un  côté  d'un  triangle  sphérique,  mener  un 
arc  de  grand  cercle  qui  divise  l'aire  du  triangle  dans  un  rapport  donné. 

170.  Si  la  somme  des  angles  d'un  triangle  sphérique  ABC  est  égale  à 
quatre  angles  droits,  on  a 

COS»  -  -f-  COS*  -  -h  COS'  -  =  I , 
2  a  '2 
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171.  Trouver  les  distances  sphériques  du  pôle  du  cercle  circonacrità 
un  triangle  sphérique  aux  pôies  des  cercles  inscrit  et  ex-inscrits  à  ce 
triangle. 

172.  Soit  un  triangle  sphérique  dont  deux  côtés  varient,  tandis  que  le 
troisième  est  donné.  L'arc  de  grand  cercle  qui  passe  par  les  milieox  des 
côtés  variables  vient  couper  le  côté  constant  prolongé  en  un  point  fixe 
dont  la  distance  au  milieu  de  ce  côté  est  égale  à  un  quadrant. 

173.  On  donne,  sur  une  sphère  0  de  rayon  R,  un  triangle  sphérique 
ABC  dont  les  milieux  des  côtés  BC,  AC,  AB,  sont  A',  B',  C  Si  l'on  désigne 
par  2 A  l'angle  A-f-B-f-C  — i8o**,  et  par  V  le  volume  du  parallélipipède 
construit  sur  les  rayons  OA',  OB',  OC',  comme  arêtes  contiguës,  on  a 

V=RîsinA. 

174.  Si  l'on  représente  par  a  ei  b  les  longueurs  de  deux  arêtes  oppo- 
sées d'un  tétraèdre,  par  d  leur  plus  courte  distance,  par  a  leur  angle, 
par  V  le  volume  du  tétraèdre,  on  a 

V  =  -^z^^sina. 
G 
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NOTE  I. 

PROBLÈME  DE  LA  SPHÈRE  TANGENTE  A  QUATRE  PLANS. 


Nous  avons  démontré  (  Géom.,  52S)  que,  par  quatre  points  non  situés 
dans  un  même  plan,  on  peut  toujours  faire  passer  une  sphère  et  une 
seule.  Il  en  résulte  que  tout  tétraèdre  SABC  est  inscriptible  à  la  sphère 


Les  six  arêtes  du  tétraèdre  sont  des  cordes  de  la  sphère  circonscrite. 
Par  conséquent,  si  sur  ces  arêtes  et  par  leurs  milieux  on  élève  des  plans 
perpendiculaires,  ces  six  plans  se  coupent  en  un  môme  point,  qui  est 
le  centre  de  la  sphère  déterminée  par  les  quatre  sommets  du  tétraèdre. 

Tout  tétraèdre  est  aussi  circonscriptible  à  la  sphère.  Menons,  en  effet, 
les  trois  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  déterminés  par  la  base  ABC 
et  les  trois  faces  latérales  du  tétraèdre  SABC.  Ces  plans  constituent  un 
nouveau  tétraèdre  OABC,  dont  le  sommet  0  est  le  centre  d'une  sphère 
tangente  aux  quatre  faces  du  tétraèdre  donné;  car,  d'après  les  pro* 
priétés  connues  des  plans  bissecteurs  (  Geom.,  385) ,  ce  point  0  est  à 
égale  distance  de  ces  quatre  faces  :  il  est  d'ailleurs  unique. 


ySo  NOTE    I. 

A  un  tétraèdre  donné,  on  ne  peut  donc  inscrire  qu'une  seule  sphère 
qui  a  pour  rayon  la  perpendiculaire  01  abaissée  du  point  0  sur  la  base 
ABC.  Gomme  on  peut  prendre  pour  base  du  tétraèdre  telle  face  qu'on 
veut,  on  voit  que  les  six  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  d*nn  té- 
traèdre concourent  en  un  môme  point,  qui  est  le  centre  de  la  sphère  Ut- 
scrite. 

Cela  posé,  on  donne  quatre  plans  formant  un  tétraèdre  ABCD  [fig>^), 
et  l'on  demande  combien  il  peut  exister  de  sphères  tangentes  aux  quatre 
faces  de  ce  tétraèdre  indéfiniment  prolongées^  c'est-àrdire  de  points 
également  distants  de  ces  quatre  faces. 


Le  lieu  des  points  à  égale  distance  des  deux  faces  ABC,  ABD,  prolongées, 
est  Tensemble  des  deux  plans  bissecteurs  a  et  a'  des  angles  dièdres  DABC, 
DABH,  formés  par  ces  faces.  De  môme,  le  lieu  des  points  à  égale  distance 
des  deux  faces  ABC,  ACD,  est  l'ensemble  des  deux  plans  bissecteurs  p 
et  p'  des  dièdres  qu'elles  forment.  Les  deux  plans  p  et  p'  coupent  les 
deux  plans  a  et  a'  suivant  quatre  droites  partant  du  point  A.  L'une  d'elles 
AOi,  intersection  des  plans  a  et  p,  tombe  dans  l'intérieur  du  té- 
traèdre ABCD  ;  les  trois  autres  tombent  en  dehors.  L'intersection  OAt  des 
plans  a  et  ^'  perce  le  plan  BCD  dans  la  partie  EDCF  ;  l'intersection  AO) 
des  plans  a'  et  p  perce  le  plan  BCD  dans  la  partie  HBDK;  enfin,  l'inter- 
section AO4  des  plans  a,'  et  P'  perce  le  plan  BCD  dans  sa  partie  GBCP. 

Les  quatre  droites  AOi,  AOs,  AOs,  AO4,  ainsi  obtenues,  étant  le  lieu  des 
points  de  l'espace  à  égale  distance  des  trois  faces  ABC,  ABD,  ACD,  les 
plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  les  faces  ABD,  ACD,  passeront 
par  ces  droites.  Les  centres  des  sphères  tangentes  aux  quatre  plans 
donnés  ne  peuvent  donc  se  trouver  que  sur  les  quatre  droites  déter- 
minées. Mais  ces  centres  doivent  aussi  appartenir  aux  deux  plans  bissec- 
teurs 7  et  7'  des  dièdres  formés  par  les  faces  ABC,  BCD,  prolongées;  et 
comme  un  plan  et  une  droite  ne  peuvent  avoir  qu'un  point  commun,  il 
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ne  peut  y  avoir  plus  de  huit  points  d'intersection  entre  les  quatre  droites 
considérées  et  les  deux  pians  7  et  7'.  En  outre,  les  points  ainsi  trouvés, 
étant  à  égale  distance  des  quatre  faces  du  tétraèdre  ABCD,  sont  contenus 
dans  les  plans  bissecteurs  des  autres  dièdres  à  la  base.  Il  ne  peut  donc 
exister  plus  de  huit  sphères  tangentes  aux  quatre  plans  donnés.  Voyons 
comment  elles  sont  placées. 

La  sphère  tangente  intérieurement  ou  inscrite  dans  le  tétraèdre  existe 
toujours  ;  car  le  plan  7  faisant  un  angle  aigu  avec  le  plan  BCD,  dans  le 
sens  CD,  rencontre  nécessairement  la  droite  AOi  dans  l'intérieur  du  té- 
traèdre. 

Les  quatre  sphères  tangentes  extérieurement  à  l'une  des  faces  du  té- 
traèdre et  au  prolongement  des  trois  autres,  ou  sphères  ex-inscrites^ 
existent  également  toujours.  Car  le  plan  7'  coupe  nécessairement  la 
droite  OAi  au-dessous  du  plan  BCD,  à  l'intérieur  de  l'espèce  de  tronc  de 
pyramide  ouvert  formé  par  ce  plan  et  les  prolongements  des  trois  autres 
faces  du  tétraèdre.  De  môme,  si  ^  et  è'  sont  les  plans  bissecteurs  des 
dièdres  suivant  l'arête  CD,  le  plan  extérieur  ^  coupe  AO2  en  un  point 
situé  entre  A  et  O2,  centre  de  la  sphère  ex-inscrite  qui  repose  sur  la 
face  ACD.  Si  e  et  e'  sont  les  plans  bissecteurs  des  dièdres  suivant  BD,  le 
plan  e'  coupe  AO3  au  centre  de  la  sphère  ex-inscrite  qui  repose  sur  la 
face  ABD.  Enfin,  le  plan  7'  coupe  AO^  au  centre  de  la  sphère  ex-inscrite 
qui  s'appuie  sur  la  face  ABC. 

Il  reste  à  considérer  les  sphères  tangentes  aux  seuls  prolongements 
des  faces.  Ces  sphères  ne  peuvent  être  contenues  que  dans  les  espèces  de 
combles  prismatiques  ayant  pour  faîtes  les  arêtes  du  tétraèdre.  Consi- 
dérons les  deux  combles  MCFNDE,  GBHD'AC,  qui  se  terminent  aux 
deux  arêtes  opposées  CD  et  AB.  Le  plan  bissecteur  $  coupera  AOj,  soit 
au-dessous  du  plan  BCD,  soit  au  delà  de  A  et  au-dessous  de  D'AC.  Donc, 
s'il  existe  une  sphère  tangente  dans  l'un  des  deux  combles  répondant  à 
deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre,  elle  ne  pourra  pas  exister  dans  l'autre. 
Par  suite,  les  six  combles  prismatiques  ayant  pour  faites  les  six  arêtes  du 
tétraèdre  ne  pourront  renfermer  que  trois  sphères  tangentes;  ce  qui 
conduit  bien  au  nombre  total  de  huit  sphères  tangentes  indiqué  plus 
haut. 

Les  trois  dernières  n'existeront  pas  toujours,  car  il  peut  arriver 
que  le  plan  ^,  par  exemple,  soit  parallèle  à  la  droite  AO»  :  le  centre 
de  la  sphère  correspondante  se  transportant  alors  à  l'infini,  elle  cessera 
d'exister. 

Soient  a,  b,  c,  d,  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  ABCD  opposées  aux 
sommets  A,  B,  C,  D,  et  V  son  volume;  soient  ri,  rj,  rj,  r^,  rs,  le  rayon 
de  la  sphère  inscrite  et  ceux  des  sphères  ex-inscrites  tangentes  aux  faces 
b,Cjdj  a.  Joignons  le  centre  de  chacune  d'elles  aux  sommets  du  tétraèdre, 
et  exprimons  le  volume  de  ce  tétraèdre  en  fonction  des  volumes  des  quatre 
tétraèdres  obtenus.  Ces  tétraèdres  sont  tous  additifs  pour  la  sphère 
inscrite  ;  et,  pour  chaque  sphère  ex-inscrite,  celui  qui  repose  sur  la  face  à 
laquelle  elle  est  tangente  devient  soustractif,  tandis  que  les  autres  restent 
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additifs.  On  a  donc  successivement 

d'où  l'on  déduit 

3V  3V  3V 

a -Jr  b  -{-  c  -\-  a  a  -\-  c  -^  a  —  0 

3V  3V 


a  ' 


'•^  =  ^  .  A  .  - — :>>    ''5  = 


b-^  c  —  d  h-^  c  -h  d  —  a 

Toutes  ces  valeurs  positives  et  finies,  puisque  chaque  face  d'un  tétraèdre 
est  plus  petite  que  la  somme  des  trois  autres,  prouvent  de  nouveao 
l'existence  certaine  des  cinq  premières  sphères  tangentes.  On  passe  de  h 
valeur  de  r^  à  l'une  quelconque  des  autres,  en  changeant  le  signe  de  h 
face  sur  laquelle  s'appuie  la  sphère  ex-inscrite  dont  on  cherche  le  rayon, 
parce  que  les  centres  de  cette  sphère  et  de  la  sphère  inscrite  sont  de 
côtés  différents  par  rapport  à  cette  face,  et  du  même  côté  par  rapport 
aux  trois  autres. 

Soient  maintenant  pi,  pji  p3,  les  rayons  des  trois  dernières  sphères. 
Le  centre  de  l'une  d'elles,  comparé  à  celui  de  la  sphère  inscrite,  se  trouTe 
d'un  même  côté  par  rapport  à  deux  des  faces  du  tétraèdre  et  de  côté» 
différents  par  rapport  aux  deux  autres  faces.  Si  la  sphère  considérée  est 
dans  le  comble  MCFNDE,  on  aura 

si  elle  est  dans  le  comble  opposé  GBHD'AC,  on  aura 

V=5Pi[(«-^^)-(c-^^)]. 

De  même,  s'il  s'agit  de  la  sphère  située  dans  le  comble  LBHNDK  on  dans 
son  opposé  PC  F  B' AD',  on  aura 

V=ipî[(ÔH-^)-{a  +  c)]      OU      V=ip,[(«-4-c)-(^-hrf)]. 

Enfin,  pour  la  sphère  située  dans  le  comble  MCPLBG  ou  dans  son  op- 
posé EDKB'AC,  il  viendra 

y=lpz[(à-^c)^{a-+^d)-\    ou    V=ip3[(«-^J)-(i-f.c)]. 

Il  sera  facile  de  décider  entre  ces  valeurs  ;  car,  si  Ton  suppose  que  les 
quatre  faces  du  tétraèdre,  rangées  par  ordre  de  grandeur,  donnent  la 
série  «,  b,  c,  d^  on  aura 
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c'est-à-dire  que  les  rayons  des  deux  premières  sphères  auront  les  valeurs 
finies  et  positives 

3V  .  3V 


P*~    ?/,_t-   /,\   _-   //»-4-//\'  ^* 


Les  autres  valeurs  de  pi  et  de  pt,  étant  négatives,  devront  être  rejetées. 

Si  la  somme  b-^c  n'est  pas  égale  à  la  somme  a-hd,  elle  sera  plus  grande 

ou  plus  petite,  et  Ton  n'aura  aussi  pour  pg  qu'une  seule  valeur  finie  et 

positive,  qui  sera 

3V 

P'""  ±[(6-+-c)  — (an-r/)]' 

On  prendra  en  dehors  de  la  parenthèse  le  signe  -h  ou  le  signe  —,  sui- 
vant qu'on  aura  ^-hc>  ou  <fl-+-^. 

Si  b  -\-  c  =  a  -^  d^  ps  est  infini,  et  l'une  des  trois  sphères  seulement 
possibles  disparaît. 

Si  l'on  a  à  la  fois  a  =  b  et  c  =  d^  auquel  cas  la  condition  précédente 
est  encore  satisfaite,  ps  devient  aussi  infini,  et  des  trois  sphères  seulement 
possibles,  deux  disparaissent. 

Enfin,  si  l'on  a  à  la  fois  a  =  by  c  =  d,  et  a-^b  =  c-hd^  c'est-à-dire 
a=^  b  =  c  =  d,  pi  devient  infini  comme  pt  et  pa,  et  les  trois  sphères  seu- 
lement possibles  disparaissent  toutes  les  trois. 

En  résumé,  les  huit  sphères  tangentes  se  réduisent  à  sept,  si  la  somme 
de  deux  des  faces  du  tétraèdre  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres 
faces;  elles  se  réduisent  à  six,  si  en  outre  chaque  face  du  premier  groupe 
est  équivalente  à  une  face  du  second  groupe  ;  elles  se  réduisent  à  cinq,  si 
les  quatre  faces  du  tétraèdre  sont  équivalentes. 

Les  plans  proposés  peuvent  avoir  quelques-unes  de  leurs  intersections 
parallèles;  ils  peuvent  être  parallèles  entre  eux  en  tout  ou  en  partie;  en 
s'appuyant  sur  ce  qui  précède,  il  sera  facile  de  traiter  directement  ces 
cas  particuliers. 

On  peut  traiter  la  question  précédente  en  faisant  usage  des  coordon- 
nées tétraédriques.  Nous  renverrons  sur  ce  point  au  Traité  de  Géo- 
métrie, par  Eugène  Rouché  et  Ch.  de  Comberousse,  4^  édition. 
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NOTE  IL 

EMPLOI  DE  LA  RÈGLE  A  CALCUL  EN  GÉOMÉTRIE 
ET  EN  TRIGONOMÉTRIE. 


Nous  avons  donné  (t.  I,  Note  II )  la  théorie  générale  de  la  régiehcahd. 
Il  nous  reste  à  montrer  l'usage  qu'on  en  peut  faire  pour  abréger,  au  poial 
de  vue  pratique  et  lorsqu'une  très-grande  approximation  n'est  pas  néœ^ 
saire,  les  calculs  géométriques  et  trigonométriques. 

Applications  géométriqnes. 

Si  Ton  désigne  par  a,  b,  c,  les  dimensions  d'un  parallélipipède  rectangle 
et  par  D  le  poids  spécifique  (t.  I,  Jrithm.,  363)  do  la  substance,  le  poids 
du  corps  considéré  sera  représenté  par  le  produit 

/    TV  ^^^ 

abcj)    ou     — • 

I 

D 

Les  Tables  inscrites  au  revers  de  la  règle  font  connaître  I>  et  |r  pour 

les  matières  les  plus  usuelles.  Ces  valeurs  sont  inscrites  dans  les  deox 
colonnes  qui  suivent  la  désignation  des  substances. 

S'il  s'agit  d'un  cylindre  ayant  d  pour  diamètre  de  sa  base  et  A  poor 
hauteur,  son  poids  sera  exprimé  par  la  formule 

-nd^hD     ou     — 7— • 
ttD 

La  colonne  intitulée  Cfl.  fait  connaître  les  valeurs  de  -^  pour  ks 

substances  considérées. 
Enfin,  pour  une  sphère  ayant  d  pour  diamètre,  le  poids  sera 

^D    ou    ^. 
ttD 

La  colonne  intitulée  Sph.  fait  connaître  les  valeurs  de  -=r  • 


NOTE   II.  ^55 

La  surface  d'un  cercle  est  —7-  en  fonction  de  son  diamètre,  ou 
4 


4       I ,273 

Le  volume  d'un  cylindre  peut  être  alors  exprimé  par 

1,273' 

ird^ 

De  même,  le  volume  d'une  sphère,  égal  à  —^ ,  peut  être  représenté 

par 

d^       d^ 

6  "1,91* 

Si  Ton  connaît  la  ciroonféronce  C  =  nd  d'un  grand  cercle,  on  a  pour 
le  volume  de  la  sphère 

C^d_  C»  ^    C> 
6Tr  ~  ÔTT*  "*"  59,22 

Les  nombres  ainsi  introduits,  nombres  inscrits  sur  la  règle,  permettent 
d'arriver  aux  résultats  cherchés  à  l'aide  d'un  seul  mouvement  <le  la 
réglette. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  calculer  le  volume  d'un  cy- 

d^h 
lindre  en  employant  la  formule  5  •  On  n'a  qu'à  amener  le  divi- 
seur 1,273  lu  sur  la  réglette  au-dessus  du  nombre  d  lu  sur  l'échelle 
inférieure  de  la  règle,  et  il  est  évident  que  le  volume  correspond,  sur 
l'échelle  supérieure,  au  nombre  h  lu  sur  la  réglette. 

S'il  s'agit  d'un  poids,  c'est  le  diviseur  i  ,273  qui  varie. 

Pour  une  sphère,  le  procédé  est  le  même,  en  remplaçant  le  facteur  // 
par  un  facteur  d. 

Applications  trigonométrignes. 

Le  revers  de  la  réglette  présente,  outre  l'échelle  des  logarithmes,  deux 
échelles,  l'une  au  milieu,  l'autre  qui  correspond  au  bord  supérieur  de  la 
réglette.  Ces  échelles  peuvent  remplacer  une  Table  de  sinus  naturels  s'é- 
tendant  de  3o'  à  90^  et  une  Table  de  tangentes  naturelles  s'étendant  de 
3o'  à  45^ 

L'échelle  des  sinus  est  l'échelle  supérieure  du  revers  de  la  réglette. 
Cette  échelle  est  divisée  en  parties  proportionnelles  aux  logarithmes  des 
sinus,  de  sorte  qu'elle  est  identique  en  longueur  à  l'échelle  supérieure  de 

48. 
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la  règle.  Quant  à  la  graduation,  elle  donne  les  arcs 

do  lo'  en  lo',  depuis  Tare  de  40'  jusqu'à  celui  de  lo*; 
de  20'  en  20',  »  10**  »  20*; 

de  3o'  en  3o',  »  20*»  •  3o*; 

de  degré  en  degré,       »  3o*  »  60"; 

de  2°  en  2*,  »  Go'»  »  70**. 

Les  trois  dernières  divisions  correspondent  aux  arcs  de  75**,  80*,  96*. 

L'échelle  supérieure  de  la  règle  donne  les  logarithmes  des  nombres  de  i 
à  100  ou  de  0,01  à  i.  L'arc  qui  a  pour  sinus  naturel  o,ot  est  Tare  de  M' 
environ.  Cet  arc,  qui  a  o  pour  partie  décimale  de  son  log  sin,  répond  an 
commencement  de  l'échelle. 

Supposons  qu'on  demande  le  sinus  de  12°. 

On  fera  concorder  toutes  les  extrémités  de  droite  des  échelles  de  la 
règle  et  de  la  réglette  retournée.  A  partir  de  la  division  marquée  10  sur 
l'échelle  supérieure  de  la  réglette,  on  comptera  six  divisions  (6  x  20'= a'), 
et  on  lira,  au-dessus  de  la  dernière,  sur  l'échelle  supérieure  de  la  règle. 
0,208,  en  remarquant  que,  lorsque  le  sinus  demandé  tombe  dans  la  se- 
conde partie  de  l'échelle  supérieure  de  la  règle,  le  premier  chiiOTre  signifi- 
catif exprime  des  dixièmes.  Ce  premier  chiffre  est  un  chiffre  de  centièines, 
lorsque  le  sinus  tombe  dans  la  première  partie  de  l'échelle. 

On  trouve  dans  la  Table  des  sinus  naturels  sinia**=  0,2079. 

Si  l'on  demande  l'arc  correspondant  à  un  sinus  donné,  on  lit  le  sinus 
sur  l'échelle  supérieure  de  la  règle,  et  le  nombre  de  degrés  cherché  loi 
correspond  sur  l'échelle  supérieure  de  la  réglette. 

On  peut,  si  cela  semble  plus  commode,  ne  pas  retourner  la  réglette,  b 
laisser  dans  sa  rainure.  On  fait  alors  coïncider  Textrémité  de  l'arc  lu  an 
revers  de  la  réglette  avec  l'extrémité  droite  de  la  règle,  et,  au-dessous  de 
la  dernière  division  de  la  règle,  on  lit  sur  la  face  de  la  réglette  le  sinos 
cherché. 

Si  l'on  demande,  au  contraire,  l'arc  correspondant  à  un  sinus  donné,  il 
faut  amener  l'extrémité  de  ce  sinus  lu  sur  la  face  de  la  réglette  au-dessous 
de  la  dernière  division  de  la  règle  ;  l'arc,  exprimé  en  degrés,  se  lira  alors 
sur  le  revers  de  la  réglette  et  au-dessous  de  l'extrémité  de  droite  de  b 
règle. 

L'échelle  des  tangentes  est  l'échelle  ^placée  au  milieu  du  revers  de  h 
réglette.  Cette  échelle  est  divisée  en  parties  ppoportionnelles  aux  log^ 
rithmes  des  tangentes,  et  les  procédés  à  appliquer  pour  s'en  servir  sont 
identiques  à  ceux  qu'on  vient  d'indiquer  relativement  aux  sinus. 

Supposons  qu'on  demande  l'arc  dont  la  tangente  est  0,6249.  La  règle, 
comme  les  Tables,  donne  32^. 

La  tangente  d'un  angle  exprime  aussi  la  pente  par  mètre  d'une  certaine 
ligne  droite  par  rapport  à  l'horizon.  L'échelle  des  tangentes  permet  donc 
de  réduire  immédiatement  les  pentes  par  mètre  en  degrés,  et  réciproque- 
ment. 
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Les  ingénieurs  évaluent  les  inclinaisons  par  rapport  à  l'horizon  en  de- 
grés ou  en  centimètres  par  mètre.  Dans  le  génie,  la  pente  est  indiquée 
par  une  fraction  dont  le  numérateur  est  i,  et  le  dénominateur  la  base  du 
talus  pour  une  hauteur  égale  à  i.  1^  tangente  égale  à  0,1  correspond  à 
un  angle  de  5^42'  environ  sur  l'horizon,  ou  à  une  pente  de  10  centimètres 

par  mètre,  ou  à  une  pente  de  — ;  c'est-à-dire  que,  pour  s'élever  sur  le 

talus  d'une  hauteur  égale  à  i",  il  faut  parcourir  10"  en  projection  hori- 
zontale. 


TABLES  NUMÉRIQUES. 


TABLES    NUMÉRIQUES. 
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TABLE  I. 


ËYaluatioii  des  angles  ou  des  arcs  en  parties  du  rayon. 

Pour  exprimer  rapidement  un  arc  dont  on  connaît  le  nombre  de  degrés 
en  parties  du  rayon  correspondant,  on  n'a  qu'à  multiplier  par  ce  rayon 
la  valeur  de  l'arc  du  même  nombre  de  degrés  dans  le  cercle  trigonomé- 
trique;  et,  pour  trouver  cette  valeur,  on  peut  se  servir  utilement  de  la 
petite  Table  ci-dessous,  dont  les  éléments  se  rapportent  au  cercle  trigo- 
nométrique. 


Aaci" 

=  0,0000048, 

ARCl'  = 

=  0,0002909, 

ARC  1°  = 

0,0174533. 

10" 

0,000048 

10' 

0,002909 

0 
40 

0,174533 

20 

0,000097 

20 

o,oo58i8 

20 

0,349066 

30 

0,000145 

30 

0,008727 

30 

0,523599 

40 

0,000194 

40 

0,01 i636 

40 

0,698132 

SO 

0,000242 

50 

0,014544 

50 

0,872665 

60 

0,000291 

60 

0,017453 

60 

1,047198 

70 

0,000339 

70 

o,o2o36a 

70 

1,221731 

80 

o,ooo388 

80 

0,023271 

80 

1,396264 

90 

0, 000436 

90 

0,026180 

90 

1,570797 

j6^  TABLES    NUMÉRIQUES. 


TABLE  11. 


Lignes  trigonométriqnes  naturelles  des  angles  on  des  arcs, 
▼ariant  d«  minute  en  minute,  depuis  0""  jusqu'à  90^. 

(On  appelle  lignes  trigonométriques  naturelles  les  droites  qui  repré- 
sentent les  rapports  trigonométriques,  quand  on  considère  le  cercle  de 
rayon  i  (8).  On  peut  avoir  recours  très  utilement  à  la  Table  de  ces 
valeurs  directes  des  rapports  trigonométriques,  dans  un  grand  nombre 
de  questions  pratiques  où  il  est  inutile  de  faire  intervenir  l'emploi  des 
logarithmes.  ) 


TABLES    IVUMI^BIQUES. 


( 

Tiing. 

1 

Oosio. 

» 

Sin. 

CoaiQ. 

CotaDiï. 

m 

Û 

Sin. 

Tang. 

Cotani 

»  n.ooootn) 

1,000000 

O.OOîîOOft* 

InLlnlo 

0,0l74:i2 

0,099S48" 

0, 01745 J 

57,'2no< 

t   O,00t>^"l' 

l.WWOÛ 

o,ooov^r 

rn3:,74e7* 

55) 

l 

Î743 

9H43' 

?j46 

56.350" 

2       (jî^-r 

1  ,{*)IKKJ0 

0-.R'2' 

l71H,873i* 

■(?< 

^ 

Srj34 

98:17 

eo;n 

55,441! 

3       (iMTtr 

1  »  0001)00 

0S7:r' 

lh5,9l5.T 

57 

3 

83^25' 

9a32 

8Ï28 

54,56i: 

*          \UÀ* 

!J^J!) 

il  134* 

S59,43fT3 

51» 

4 

86  î  6' 

9S27" 

8619 

^5.^,708< 

5         Uo'i 

imi' 

Hî>4 

687,54,^9' 

5;i 

& 

8907* 

9^21 

891Û 

[)2,882 

•          1745 

9906 

\nb 

572.957Z 

54 

6 

9197 

9^16* 

9Î01 

52,080r 

7   ►    ^a^ti 

tnïsa* 

7(m 

4^1,1060 

5:^ 

7 

1        9488 

9aio 

9492 

51,303^ 

8          ^.rJ7 

9097 

'im 

429,7170' 

52 

8 

9779 

9804 

0783 

hO,^\S 

»        -..ist 

9097* 

^fil8 

3S1 ,9710" 

51 

9 

0,020070- 

îf75B* 

0,020074 

49,81-1 

10       2i*oy 

'     oaoe-; 

20oa' 

3U,7737 

:>o 

10 

0361- 

9793- 

0365 

49,103- 

t  û,oo:î^t>ir 
i       3(91" 

0,909905' 

0,003200- 

312,5214* 

^9 

11 

0,0^0652' 

O,9907Sr 

0,020656 

48,412 

0904" 

3491' 

2R6,;777 

4S 

'  t2 

mî 

9781* 

01147 

47,7391 

9          37>t2' 
«          407^ 

90ÎI3" 

3732" 

304,4408 

^7 

13 

1233 

9775* 

1238 

!47,0S5: 

09^f^" 

4073' 

24:^5520' 

46 

i; 

1524 

0768 

152S) 

45,44» 

ft         4363 

oour 

43*a 

22D,lën" 

«b 

15 

t815' 

0762 

18^0 

45,829 

1       m^\ 

0989 

4654 

?t4,857fi 

'.4 

16 

2106" 

0756* 

2111 

45,226 

'         4lUh 

99fiîi^ 

494:> 

2^2 .3mr 

4a 

17 

2:197' 

0749 

240^3 

4L6^ 

bilîl) 

OS&i 

h'i^\ 

190/JS4r 

h-: 

ts 

2687 

974»' 

26[I3 

44,066 

5j27* 

908:i' 

h^lT 

180,9322 

u 

19 

7978 

9736- 

2im 

13,508 

ssts- 

9983 

5818- 

171,8851 

hU 

20 

3^269 

9729 

3275 

42,054 

0,0061  nfl' 

O^OflOORl 

0,00(1109- 

i63.70Q2* 

m 

21 

0.023560^ 

0.999722 

0,0^23560 

4S,4331 

-       Q'im" 

09fl»" 

G400' 

1âfl,259r 

y.s 

22 

3851' 

9716* 

:t85i 

4f,915l 

i'       tviixi 

0*J7B' 

eiior 

149,465(ï 

:î7 

Z\ 

4141 

9700* 

4148 

41,4104 

s.           tîlkNl 

997()- 

eosi 

143,2571 

■3ii 

U 

44T2 

9701 

4440* 

40,917^ 

W      z-m 

997i- 

T272 

137,5075^ 

;i5 

25 

4723 

9694 

4731" 

40,4351 

B        TZ^f^:! 

0071 

75^ 

13'2,218& 

34 

Î6 

5014* 

9687 

50^22* 

39,965i 

17         7;iyi' 

OyflO 

nu 

127,3^213 

;î3 

27 

5305- 

OdSû* 

rï313" 

39,505J 

»         81  't  y 

90fï7* 

SlVi 

1.!2,774U' 

32 

2S 

55fl5 

9H72 

5tJ0l* 

39,0561 
3«,6l?' 

B         8i.:+j' 

^,m 

fH't^] 

na,540r2' 

31 

'2tt 

58^i 

0B05' 

r^^95* 

M 1      iîCir 

OOÉÎi* 

è72T 

ll4,5«i*7' 

30 

30 

6177* 

13657 

6lt>6' 

'3Ê,18S; 

b  û, 00X117 

0,999959 

0,009018* 

no,89-2r 

29 

31 

Opftîfi'iRS^ 

0, 9^39050* 

0,0^2fH77 

37,7681 

n       mm 

90â7' 

9309' 

Iff7,4iïtî5- 

28 

:ïï 

67&9' 

9042' 

G76& 

:i7,3571 

h       !i:>^9 

^Jh^' 

900U' 

104j7ffJ  , 

27 

33 

7049 

9634 

7059 

36,956( 

u  '      Msm 

O-iol 

S8ÏÏ1' 

101,1069 

26 

34 

7;i^0 

90'2fî 

7350 

36,562^ 

Wt  û.oicjisr 

9948 

D,OiOlët 

98,2179 

25 

3J 

7d.Jl* 

*M\$ 

,        7041 

3<ï,lT7t 

m      Q'iir 

0945 

047Î 

05,4&fâ" 

24 

M 

7022* 

9610 

7933- 

35,S0tt 

?         I}7«i3' 

9942 

07li3 

î^2,90aâ* 

23 

37 

«2(2 

9602- 

8224' 

35,43i: 

B         H}W 

90;i9" 

1054 

90,4533 

tx 

38 

85(KÏ 

9504* 

8515- 

:!5,06SK 

è  1      t;i44 

ggrxr 

i;i45 

«8, 1456* 

21 

3y 

8794 

9585 

8SiJ6* 

34,7151 

1       um 

mi 

io;kï 

S5,ÎJ3iJS* 

20 

40 

9085' 

V577" 

yo'^7 

34„'Ï67Ï 

1  U,01IH20 

0,099029* 

o,Q\i\m 

83,8435 

19 

41 

0,O293ÎG' 

0,99:^68 

0,0293Sa 

,<W.ffï72 

ri       ■i2i7 

mh 

2218- 

81,8470 

18 

42 

lilî66 

0560* 

9679 

33,r,93: 

a       'i:*^' 

WJ^ 

2-109' 

79,9434 

17 

43 

9957 

9551 

9'J7l' 

33.366Î 

i       iTM 

99'8 

2800" 

78,1263 

16 

44 

0,OW248- 

9542 

0,03^J262* 

.n,0^5î 

1       ;ïuuur 

90L4 

30or 

76,3000 

15 

45 

0539* 

0534- 

0553' 

32,730; 

(       r.8r 

9[»10 

a,-»:- 

74,7292* 

14 

46 

0*29 

i        9525* 

0844' 

32,42U 

î       :w7t 

9007* 

3673' 

73,1390' 

13 

47 

1120 

9516* 

1135 

3^2.1181 

fi      mi 

990J' 

39É«' 

7l,t>i:il- 

\-2 

48 

14H' 

9507* 

142ri 

31,82^ 

»         4ZJ3 

9eîJ8 

4-2:%»* 

70,15:13 

11 

49 

1702' 

^497 

1717 

31.5281 

^      Aôii* 

W04 

4545 

liS,750r 

10 

50 

I9a2 

9188 

2000- 

31,2VH 

Ik  0,[i|iv.i5' 

0,099890" 

D,01483« 

07,4019' 

9 

51 

0,032283 

0,999479' 

Û,03'Z300- 

30,{\m 

ï       DiiiJ- 

iJH84r 

5127 

06,1055' 

8 

Ô2 

2574* 

^;69 

'2m 

m,mi 

1         a;i7' 

9Sdl 

541H 

(Î4,35^ 

7 

j3 

)ii^i 

94bO' 

'm^ 

itO,41ï( 

1         ;.7rj7 

mu- 

5709 

'    03,6567 

6 

54 

3155 

94EîO 

3173 

3^ï,144* 

£      âu'ja 

m?2 

'     6000 

ti2,49'J2- 

& 

55 

3Uti' 

9441- 

3465* 

29,8S-:ï; 

II!        *'^'m 

9867 

6291 

61,3*23 

4| 

56 

;1737' 

9S3r 

3756- 

29,624.= 

P         6 1?^- 

unoa* 

imt 

60,30-58 

3 

57 

4Û37 

9421- 

4047 

29,.Î711 

p       mir 

^M^- 

6H7:î 

WJ.KhT 

2 

58 

4318 

S*4I1* 

4338 

29J>2<: 

p      Tiar 

\my 

7Î64 

hH,hi\Z* 

1 

59 

460î>* 

0401' 

4630' 

2«.S77I 

fi         745-2 

w^r 

7455 

5/ ,  29LXJ' 

0 

*k) 

49IX)' 

93LH- 

4921' 
Colang* 

28.<;36L' 

tkiîiin. 

Sin, 

Cotaii;?. 

Tantï. 

CoMa, 

8£ 

ïaïîff 

"^      8 

9- 

î'»^'^* 
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TABLES    nUMÉRlQVES. 


Sin. 

Cosin. 

0,03490* 

0,99939 

519 

a?8 

548 

937 

577 

936* 

606 

935* 

635 

934* 

664 

933- 

693 

932* 

723* 

931* 

752* 

930* 

781' 

929* 

0,03810* 

0,09fô7 

839* 

926 

868* 

925 

897* 

924 

926* 

923* 

955 

922' 

984 

921* 

0,04013 

919 

042 

918 

071 

917 

0,04100 

0,99916' 

129 

915* 

m' 

913 

188' 

912 

217" 

911 

246' 

910- 

275* 

909* 

304' 

907 

833' 

906 

362' 

905* 

0,04391 

0,99904* 

420 

902 

449 

9or 

478 

900* 

507 

898 

536 

897 

565 

896* 

594 

894 

623 

893 

053' 

892* 

0,04682* 

0,09890 

711' 

889* 

740' 

888' 

769' 

886 

798- 

885- 

82r 

883 

856' 

882 

885' 

881* 

914 

879 

943 

878' 

0,04972 

0,99876 

0,05001 

875' 

030 

873 

059 

872* 

088 

870 

117 

869* 

146 

867 

175 

866' 

205" 

8(>4 

234' 

803- 

Cosin. 

Sin. 

Taag. 

Cotang. 

0,03492 

2«,6363' 

60 

521 

28,3994* 

59 

550 

28,1B(*>4 

58 

579 

27.9372 

57 

609' 

27,7117 

56 

638* 

27,4899* 

55 

66r 

27,2715' 

54 

696' 

27,0566* 

53 

725 

26.8450* 

52 

754 

26.636r 

51 

783 

26,4316 

50 

0,03812 

26,2296 

49 

842' 

26,0307 

48 

87r 

25,8348 

47 

OOO* 

25,6418 

46 

929 

25,45ir 

45 

958 

25,2644* 

U 

987 

25,0798* 

43 

0,04016 

24,8978 

i^ 

046' 

24,7185 

41 

075" 

24,5418* 

40 

0,04104* 

24,9675 

99 

133* 

24.1957 

38 

162 

24.0263 

97 

191 

29.8593* 

96 

220 

23,6945 

95 

250" 

23.5321' 

34 

279" 

29,3718* 

93 

308* 

23.2137* 

92 

337' 

29,057r 

91 

366 

22,9038" 

90 

0,04905 

22,7519* 

29 

424 

22,6020 

28 

454' 

22,4541* 

27 

483* 

22.3081* 

26 

512- 

22,1640* 

25 

541- 

22,0217 

24 

570 

21,8813* 

23 

599 

21.7426- 

22 

628 

21.6056 

21 

658* 

21,4704 

20 

0,04687* 

21,3369 

19 

716* 

21.2049 

18 

n- 

21.0747* 

17 

20.9460* 

16 

803 

20,8188 

15 

833* 

20,6032 

14 

862* 

20,5691 

13 

891* 

20,4465- 

12 

920' 

20,3253 

U 

949 

20,2056 

10 

0,04978 

20,0872* 

9 

0,050071 

19.9702 

8 

037' 

19,8546- 

7 

066* 

19.7403' 

6 

095* 

19,6273' 

5 

124 

19.5156- 

4 

153 

19,4051 

3 

182 

19,2959 

2 

212* 

19,1879 

1 

241* 

19,0811 

0 

Cotan^. 

Tang. 

r 

870 


Sin. 


0,05234* 
263* 
292* 
821* 
850* 
979* 

408* 

437* 
466* 
495 
524 

0,05553 
582 
611 
640 
669 


727 
756 
785 
814 

0,05844* 
873* 
902* 
991* 
960* 

989* 
0,06018* 
047* 
076* 
105* 

0,06194* 
163* 
192* 
221* 
250 

279 
308 
337 
366 
395 

0,06424 
453 
482 
511 

540 

569 
598 
627 
656 
685 

0,06714 
743 
773" 
802* 
831- 

8G0* 
889* 
918* 
947' 
976- 


Cosin. 


Cosin.     Tang. 


0,9Q86r 
861 
860' 
858 
85r 
855 

854- 
852 
851* 
849* 
847 

0,99046' 
844 
842 
841* 


838* 
836' 
834 
833* 
831- 

0,90829 
827 
826* 
824* 
822 

©r 

819* 
817 
815 
813 

0,99812* 
810* 
808 
806 
804 

803* 
801- 
799 
797 
795 

0,99793 

792" 
790" 
788" 
786* 

784' 
782 
780 
778 
776 

0,99n4 
772 
770 
768 
766 

764 
762 
760 
758 
756 


0,0K4r 

§r 

828 
357 
38r 

416- 

445* 

474 

503 

533' 

o,066er 

591' 
620 
649 
678 

708* 
TST 
766' 
795 
824 

0,06854* 
883- 
912" 
941 
970 

0,06029- 

œ8- 

087 
118 

0,06145 
175* 
204- 


291 
321- 
350- 
379 
406 

0,06198- 
467- 
496- 
525 
554 

584' 
613- 
642* 
671 
700 

0,06730* 
759" 
788 
817 
84r 

876- 
905' 
934 
963 


19,Plt 

i8.r3& 

t8,s;ir 

18.767 

I8.«ur 
18,S6«d* 

18.ttfô* 
18,9» 
18,»7? 
18.17» 

17.1 

n,Mi 

17,7» 
17,706 

!7,ew 

17,4)ltf] 
«7,»ff 
17,15» 

17,18B 

i7,nv 

16,98» 
16.91S0 
16.S»f 
16,74S 

16,tBSl 
16,564* 

IM» 
I6,i9r 

16,919» 

16,279 
I6,19tt 
16,11» 
1<,0i3Sr 

i5,9ar 

lS,»iS 
*15.8»i 
15,74» 
45.6718 
15,l04r 

15,53» 
1S,46S 
15,3Mr 
15,S54' 

15,2571' 

15,18S 
15.1-22 
15.œô: 
M.MS* 
14.£44 

14,8» 

14.7S64* 
14,73ir 
14,66!fi 
14,e0ô9 

14,54» 

14,4823- 
14,4212 
14,3607- 
14,300r 


Sin.      Cotang.     Taag.    ' 


TABLES   HUXÉRIQUES. 


765 


40 

5« 

" 

' 

Sin. 

Cosin. 

Tang. 

Cotang. 

60 

r 

Sin. 

Cosin. 

Tang. 

Cotang. 

60 

0 

0,06976' 

0,99756 

0,06993* 

14,3007- 

0 

0,08716- 

0,99619 

0,08749- 

"'i^or 

! 

0,07006* 

754 

0,07022- 

2411 

59 

1 

745- 

617' 

778 

3919* 

59 

2 

0:J4- 

752 

051 

1821- 

58 

■l 

774- 

614 

807 

3540- 

58 

3 

063- 

750 

080 

1235 

b: 

.1 

803- 

612* 

837* 

3163 

57 

4 

092* 

748 

110- 

0655' 

&a 

■1 

831 

609 

866 

2789- 

56 

5 

121' 

746 

139- 

0079* 

e:. 

h 

860 

607* 

895 

2417 

55 

6 

150- 

744 

168 

13,9507 

h\ 

6 

889 

604 

925' 

2048* 

54 

7 

179* 

742* 

197 

8940 

&^! 

7 

918 

602* 

954 

1681* 

53 

8 

206* 

740* 

227* 

8378 

%^ï 

8 

947 

599- 

983 

1316 

52 

9 

237* 

738- 

256* 

7821* 

hi 

[) 

976 

596 

0,09013" 

0954 

51 

10 

266* 

736* 

285 

7267 

tu 

II) 

0,09005 

594- 

042 

0594 

50 

11 

0,07295- 

0,99784* 

0,07314 

13,ff719' 

iii 

U 

0,09034 

0,90591 

0,09071 

11,0237* 

*S 

12 

324' 

731 

344* 

6174 

«H 

1'' 

063 

588 

101* 

10,9881* 

48 

f. 

353- 

729 

373* 

5634* 

47 

1;^ 

092 

586- 

130 

9529* 

47 

382- 

727 

402 

50U8- 

W 

121 

583 

159 

9178* 

46 

15 

4ir 

725 

441 

4566 

'■-'1 

1.. 

150 

580 

189' 

8^ 

45 

16 

440- 

723* 

461' 

4039- 

li' 

u\ 

179 

578- 

218 

8483* 

44 

17 

469* 

721* 

490- 

3515 

17 

208 

575 

247 

8139* 

43 

18 

498* 

719* 

519 

2996- 

^•^ 

ÎS 

237 

572 

27r 

7797* 

42 

19 

527* 

716 

548 

2'i80 

41 

1^^ 

266 

570- 

306 

745r 

41 

20 

556* 

714 

578* 

1969- 

to| 

•^0 

295- 

567 

335 

7119 

40 

21 

0,07585- 

0,99712' 

0,07607* 

13,1461 

an 

'^^ 

0,09324- 

0,9^ 

0,09365* 

10,6788 

89 

22 

614- 

710* 

636 

0^8- 

as; 

i!.' 

353- 

562* 

394 

6450- 

88 

23 

643- 

708' 

665 

Oi58* 

&T 

2;] 

382- 

559- 

423 

6118 

87 

24 

672- 

705 

695' 

12,9962- 

B^J 

24 

411* 

556 

453* 

5789* 

86 

25 

701' 

703 

724* 

9469 

S^ 

ÏÏ5 

440- 

553 

482 

5462* 

85 

26 

TSO* 

70f 

753 

8981 

8'/ 

2(3 

469* 

551* 

511 

5136 

84 

27 

758* 

699- 

782 

8496- 

II 

27 

498- 

548' 

541* 

4813* 

33 

28 

788- 

696 

812* 

8014 

.23 

52r 

545 

570 

4491 

32 

29 

8ir 

694 

841' 

7536 

SI 

211 

556* 

542 

600- 

4172* 

81 

30 

846- 

692* 

870 

7062 

m 

:n.) 

585* 

540* 

629* 

3854* 

30 

81 

0,07875* 

0,996g 

0,07899 

12,6591 

2^ 

,11 

0,09614' 

0,99537* 

0,09658 

10,8538 

29 

32 

904* 

687 

929' 

6124* 

2« 

3i 

642 

534 

68r 

3224 

28 

33 

933* 

685' 

958- 

5660* 

27 

3;l 

671 

531 

717 

2913* 

27 

34 

962* 

683* 

987 

5199 

20 

:\A 

700 

528 

746 

2602 

26 

35 

991- 

680 

0,08017* 

4742 

2:^ 

D5 

729 

526* 

776* 

2294 

25 

36 

0,08(R0' 

678- 

046* 

4288 

2^* 

^i> 

758 

523* 

805 

1988* 

24 

37 

049* 

676* 

075 

3838' 

23 

^7 

787 

520* 

834 

1683 

23 

38 

078* 

673 

104 

3390 

£■: 

:« 

816 

517 

864* 

1381* 

22 

89 

107* 

671* 

134' 

2946 

21 

IVi 

845 

514 

893 

1060* 

21 

40 

136* 

668 

163* 

2505 

Su 

■'i9 

874 

511 

923* 

0780 

20 

41 

0,08165* 

0,90666 

0,08192 

12,2067 

t'.i 

w 

0,09903 

0,99508 

0,00952* 

10,0483 

19 

42 

194* 

664* 

221 

1632 

1^ 

'il 

9.32* 

506* 

981 

0187 

18 

43 

223* 

661 

251* 

1201* 

t; 

43 

961* 

503* 

0,10011- 

0,9893 

17 

44 

252- 

659* 

280 

0772* 

1  » 

44 

990* 

500* 

040 

9601' 

16 

45 

281- 

657* 

309 

0346 

kb 

0,10019- 

497* 

069 

9310 

15 

46 

310* 

654 

339' 

11,9923 

r* 

40 

048- 

494* 

099- 

9021 

14 

47 

339* 

652* 

368' 

9504* 

i:i 

W 

077- 

491 

128 

8734* 

13 

48 

368' 

649 

397 

9087- 

1-î 

^-3 

106* 

488 

158- 

8448 

12 

49 

397' 

647* 

427' 

8673* 

n 

W 

135- 

485 

187 

8164 

11 

50 

426* 

644 

456* 

8262- 

ii] 

'■.O 

164- 

482 

216 

7882- 

10 

51 

0,08455- 

0,99642* 

0,08485 

11,7853 

M 

f.l 

0,10192 

0,99479 

0,10246- 

9,7601' 

9 

52 

484' 

639 

514 

7448- 

s 

^^ 

221 

476 

275 

7322' 

8 

53 

513* 

637 

544- 

7045 

7 

la 

250 

473 

305- 

7044 

7 

54 

542* 

635* 

573 

6645* 

<i 

b'. 

279 

470 

334* 

6768 

6 

55 

571* 

632 

602 

6248* 

hb 

308 

467 

363 

6493 

5 

56 

600* 

630* 

632* 

5853* 

4 

% 

337 

464 

lïï 

6220 

4 

57 

629- 

627 

661- 

5461- 

:i 

r>7 

366 

461 

5949 

3 

58 

G58- 

625* 

690 

50?2' 

■■■8 

395* 

458 

452- 

5679 

2 

59 

687- 

622 

720- 

4685- 

ï 

:9 

424- 

455 

481 

5411- 

1 

60 

716- 

619 

749* 

4301- 

ij 

UO 

453- 

452 

510 

5144* 

0 

Cosin. 

Sin. 

Cotang. 

Tang. 

Cosin. 

Sin. 

Cotang. 

Tang. 

1 

Î5« 

840 

49- 


y66 


TABLES    NUM^.RIQUBS. 


' 

Sin. 

Cosin. 

0 

0,10453- 

0,99452 

1 

482* 

449 

o 

511' 

446 

3 

540* 

443 

4 

569* 

440' 

5 

597 

437' 

6 

626 

434' 

7 

055 

431' 

8 

684 

428' 

9 

713 

424 

10 

742 

421 

11 

0,iai71 

0,99418 

12 

800* 

415 

13 

829* 

412' 

14 

858' 

409' 

15 

887* 

406' 

16 

916' 

402 

17 

945- 

399 

18 

973 

396 

1» 

0,11002 

393' 

20 

031 

390' 

21 

0,11060 

0,99386 

22 

089 

383 

V3 

118* 

380 

24 

147- 

377' 

2b 

176- 

374' 

26 

205' 

370 

27 

234' 

367 

28 

263' 

364' 

29 

291 

360 

30 

320 

357 

31 

^'**2iî 

0,99354' 

32 

378 

351' 

33 

407 

347 

34 

436* 

344' 

35 

465- 

341' 

36 

494' 

337 

37 

523' 

334' 

38 

552' 

331' 

311 

580 

327 

40 

609 

324' 

41 

0,11038 

0,99320 

42 

667 

317 

43 

696* 

314' 

44 

725' 

310 

45 

754- 

307' 

46 

783' 

303 

47 

812' 

300' 

48 

840 

297* 

49 

869 

293 

50 

808 

290' 

51 

0,11927 

9,99286 

52 

956- 

283' 

53 

985' 

279 

54 

0,12014' 

276« 

55 

043" 

272 

56 

071 

269* 

57 

100 

265 

58 

129 

262' 

59 

158 

258 

60 

187' 

255' 

Cosin. 

Sin. 

Tang. 

Cotang. 

0,10510 

9,51436 

540' 

9,48781 

569 

6141 

599' 

3515 

628 

0904' 

657 

9,38307' 

687' 

5724' 

716 

3155' 

746' 

0599 

775 

8058 

805' 

9,25530 

0,10834 

9,23016 

863 

9,20516' 

893' 

9,18028 

922 

5554 

952' 

3093 

981 

0646' 

0,11011' 

9,08211* 

040' 

5789' 

070* 

3379 

099' 

0983- 

^'*^^?f. 

8,98598 

158' 

6227* 

187 

3867 

217' 

1520 

246 

.  9185 

276* 

6862 

305 

45ul 

335' 

2252' 

364 

8,79964 

394' 

7689' 

0,11423 

8,75425- 

452 

3172' 

482' 

0931' 

511 

8,68701' 

541' 

6482 

570 

4275' 

600' 

2078 

629 

8,59893' 

659' 

7718 

688 

5555- 

0,11718- 

8,53402' 

747 

1259 

777' 

8,49128' 

806 

7007' 

836* 

4896' 

865 

2795 

895' 

0705 

924 

8,38625 

954* 

6555 

983 

4496- 

0,12013' 

8,32446- 

042 

0406' 

072' 

8,28376- 

101 

8,26355 

131' 

4345' 

160 

2344' 

190' 

0352 

219 
249' 

0,1«370 
6398* 

278 

4435- 

Cotang. 

Tang. 

h'A 


n 


830 


Sin. 


0,12187' 
216* 
245' 
274' 
302 
331 

360 
389 
418- 
447' 
476' 

0,12504 
533 
562 
591 
620* 

649' 
678' 
706 
735 
764 

0,1-2793 
822' 
851' 
880' 
908 

937 
966 
995- 
0,13024- 
053' 

9,13081 
110 
139 
168' 
197' 

^>6' 
254 
283 
312 
341' 

0,13370' 
399* 
427 
456 
485 

514* 
543' 
572' 
600 
629 
0,13658 
687' 
716- 
744 
773 

802 
831' 
800' 
889' 
917 


Cosin. 


Cosin. 


0,99255* 
251 
248' 
244' 
240 
237' 

233 
230* 
226* 
222 
219* 

0,99215 
211 
208' 
204 
200 

197* 
193 
189 
186- 
182 

0,99178 
175' 
171- 
167 
163 

160- 
156' 
152 
148 
144 

0,99141' 

137' 

133 

.  129 

125 

122' 
118* 
114- 
110' 
106 

0,09102 
098 
094 
091' 
08r 

083* 
079' 
075* 
071- 
067' 

063* 
059' 
055' 
051' 
047' 

043* 
039' 
035' 
031- 
027* 


Tang. 

Cotant  1 

0,12278 

S,1M35'| 

308* 

2481- 

338-       OiK'l 

367 

S,O88U0 

397' 

6574* 

426 

4756 

i.'»' 

?8tt' 

485 

ms 

515' 

7,mÂ* 

544 

7176- 

574- 

5302 

0,12603 

7,9343- 

633* 

V^' 

662 

7,89734* 

692 

7883' 

r22' 

6064 

751 

424Î* 

781* 

«sr 

810- 

ftS 

840- 

7,7»fâj' 

869 

7035 

0,12899 

7,7324' 

«9* 

3'i» 

958 

17(5- 

988- 

7,»67 

0,13017 

&2ÛS* 

047* 

6466' 

076 

473r 

106 

m 

136* 

128? 

165 

7,595^ 

0,13195 
224 
254 
284' 
313 

343' 
372 
402 
432* 
401 

0,13491* 
521* 
550 

58ir 

609 

639 
66J' 
6.H8 
728" 

758' 

0,13787 
817* 
846 
876 
906* 

935 
9i>5 
91>5* 
0,140?4 
054 


TABLKS    KUM^.llIQOES. 


767 


8- 

en 

90                            1 

Sin. 

Cosin. 

Tang. 

Cotang. 

0 

Sin. 

Cosin. 

Tang. 

Cotang. 

60 

0,i:î9l7* 

0,99027' 

0,14054 

7,11537' 

0,15643 

0,98769* 

0,15838 

6,31375 

94G 

02.T 

08 'i- 

00:W 

£>îi 

1 

672 

764 

8(>8 

0189* 

59 

975- 

019" 

113 

7,085'.<i- 

r»s 

2 

701* 

700* 

898 

6,39007* 

58 

O.i400r 

•      015- 

143 

70ûy 

57 

3 

730* 

755 

9-2S' 

78-29- 

57 

033* 

OU* 

173' 

5570 

5fi 

4 

758 

751* 

958* 

6655 

56 

061 

006 

202 

4105- 

5,^ 

5 

787 

746* 

988' 

5486* 

55 

090 

002 

232 

2637' 

5i 

6 

816* 

741 

0,16017 

4321* 

54 

119* 

0,9899S 

262* 

1174 

^: 

7 

845* 

737* 

047 

3160 

53 

148- 

994 

291 

6,99718 

&■: 

8 

873 

732 

077 

20)3 

52 

177- 

990 

321 

82B8' 

51 

.9 

902' 

728' 

107' 

0851 

51 

205 

986' 

351* 

6823 

5" 

10 

931* 

723* 

137' 

6,19703' 

50 

0,1423i 

0,98982* 

0,14381* 

6,95385* 

4îi 

11 

0,15959 

0,98718 

0,16167* 

6,18559* 

49 

203* 

978* 

410 

3952- 

4k 

12 

988 

714* 

19Ô 

7419* 

48 

21)2- 

973 

440* 

2525' 

47 

13 

0,16017* 

709' 

226 

6283* 

47 

320 

969 

470' 

llO'i* 

4tï 

14 

046* 

70i 

256 

5151* 

46 

349 

965 

499 

6,89688* 

4:. 
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661 

419 

5715* 

m 

50 

697* 

509 

515 

1713 

10 

£1 

0,65408 

0,75642 

0,86470 

3,15647* 

'.ï 

51 

0,66718 

0,74489 

0,89567 

1,11648* 

9 

52 

430 

623 

521* 

5579* 

.V 

52 

740' 

470* 

620* 

1582 

8 

53 

452 

604 

572* 

5511 

7 

53 

762* 

451* 

672 

1517 

7 

54 

474 

585 

623* 

5443 

*f 

54 

783 

431 

?25* 

1452* 

6 

55 

496 

566 

674* 

5375 

■i 

55 

805* 

412* 

777 

1387* 

5 

56 

518 

547 

725' 

5308* 

* 

56 

827* 

392 

830* 

1321 

4 

57 

540 

528 

776* 

5240* 

;; 

57 

848 

373* 

883' 

1-256 

3 

58 

562* 

509 

827* 

5172 

-> 

58 

870' 

353 

935 

1191 

2 

59 

584* 

490 

878* 

5104 

'\ 

59 

891 

334* 

988* 

1126 

1 

60 

606* 

471* 

9>9* 

5037* 

i\ 

60 

913 

314 

0*90040 

1061 

0 

Cosin. 

Sin. 

Cotang. 

Tang. 

Cosin. 

Sin. 

Cotang. 

Tang. 

490 

48" 

784 
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■2^ 
Tang. 

43- 

0 

Sin. 

Cosin. 

Cotang. 

60 

0 

Sin. 

Cosin. 

Tang. 

Cotang. 

10 

0,66913 

0,74314 

0,90040 

1,11061 

0,68200* 

0,73135 

0,93252* 

1,07237* 

1 

935* 

295 

093 

0996 

59 

1 

221 

116* 

306* 

7174 

» 

o 

956 

276* 

146* 

0931 

58 

2 

242 

0%* 

360 

7112* 

» 

3 

978- 

256 

199* 

0867* 

57 

3 

264* 

076* 

415* 

7049 

57 

4 

999 

237* 

251 

080'>- 

56 

4 

285* 

056* 

469 

6987 

5« 

5 

0,67021 

217 

304 

0737- 

55 

5 

30*5 

036 

524* 

6925* 

» 

6 

043- 

198* 

357* 

0672 

54 

6 

327 

016 

578 

ess& 

54 

7 

064 

178 

410* 

0608* 

53 

7 

349* 

0,72996 

633* 

6800 

13 

8 

086- 

159* 

463* 

0543* 

52 

8 

370* 

976 

688* 

6738* 

K 

9 

107 

139 

516* 

0478 

51 

9 

391 

957* 

742 

6676* 

51 

10 

129* 

120* 

569* 

0414- 

50 

10 

412 

937* 

797* 

6613 

âO 

ii 

0,67151* 

0,74100 

0,90621 

1,10349 

49 

11 

0,68434* 

0,72917* 

0,93852- 

!,0fô51 

41 

12 

172 

080 

674 

0285* 

48 

12 

455* 

897* 

906 

6489 

48 

13 

194* 

061* 

727 

0220 

47 

13 

476* 

877* 

961 

6427 

47 

14 

215 

041 

781* 

0156* 

46 

14 

497 

857 

0,94016- 

6365 

4S 

15 

237* 

022* 

834* 

0091 

45 

15 

518 

837 

071- 

6303 

tà 

16 

258 

002 

887* 

0027 

44 

16 

539 

817 

125 

6241 

44 

17 

280* 

0,73983* 

940* 

1,09963* 

43 

17 

561* 

797 

180 

6179 

43 

18 

301 

963 

993* 

9899* 

42 

18 

582* 

777 

235 

6117 

42 

19 

323* 

944* 

0,91046 

9834 

41 

19 

603 

757 

290 

6(fâ6* 

41 

20 

344 

924* 

099 

9770 

40 

20 

624 

737 

345 

5994* 

46 

21 

0,67366* 

0,73904 

0,91153* 

1,09706 
9642 

39 

21 

0,68645 

0,72717 

0,94400 

1,06832 

3» 

22 

387 

885* 

206* 

38 

22 

666 

697 

455 

5870 

» 

23 

409* 

865 

259 

9578* 

37 

23 

688* 

677 

510 

5809- 

37 

24 

430 

846* 

313* 

9514- 

36 

24 

709* 

657 

565 

5747 

36 

25 

452* 

826- 

366* 

9450 

35 

25 

730* 

637 

fâO 

5685 

35 

26 

473 

806 

419 

9386 

34 

26 

751 

617 

676- 

5624* 

34 

27 

495* 

787* 

473* 

9322 

33 

27 

772 

597 

731* 

5562 

33 

28 

516 

767 

526 

9258 

32 

28 

793 

577 

786* 

5501- 

32 

29 

538* 

747 

580* 

9195* 

21 

29 

814 

557 

841 

5439 

31 

30 

559 

728* 

633 

9131* 

30 

30 

835 

537 

896 

5378 

36 

31 

0,67580 

0,73708 

0,91687* 

1,09067 

29 

31 

0,68857* 

0,72517 

0,94962* 

1,0M17- 

9 

32 

602- 

688 

740 

9003 

28 

32 

878' 

497 

0,95007 

5255 

2* 

33 

6^3 

669* 

794* 

8940* 

27 

33 

899- 

477 

062 

5194 

27 

34 

645* 

649 

847 

8876 

26 

34 

920* 

457 

118* 

5133* 

2$ 

35 

660 

629 

901 

8813* 

25 

35 

941' 

437 

173 

5072- 

25 

36 

688* 

610* 

955* 

8749 

24 

36 

962* 

417 

229* 

5010 

24 

37 

709 

590 

0,92008 

8686* 

23 

37 

983 

397 

284 

4949 

23 

38 

730 

570 

062 

8622 

22 

38 

0,69004 

377 

340- 

4888 

n 

39 

752* 

551* 

no- 

8559- 

21 

39 

025 

357* 

395 

4827 

21 

40 

773 

531* 

no* 

8496* 

20 

40 

046 

337* 

451* 

4766- 

2D 

41 

0,67795* 

0,73511 

0,92224- 

1,08432 

19 

41 

0,69067 

0,72317- 

0,9^ 

1,04705- 

19 

42 

816* 

491 

277 

8369* 

18 

42 

088 

297* 

562 

4644 

IS 

43 

837 

472* 

331 

8306* 

17 

43 

109 

277* 

618* 

4583 

17 

44 

859* 

452* 

385 

8243* 

16 

44 

130 

257* 

673 

4522 

U 

45 

880 

432 

439 

8179 

15 

45 

151 

236 

729 

4461 

^H 

46 

901 

413* 

493 

8116 

14 

46 

172 

216 

785* 

4401- 

^M 

47 

923* 

393- 

547* 

8053 

13 

47 

193 

196 

841* 

4340* 

13 

48 

944 

373* 

601 

7990 

12 

48 

214 

176 

897* 

4279 

12 1 

49 

965 

353 

655 

7927 

11 

49 

235 

156* 

952 

4218 

If) 

50 

987* 

333 

709 

7864 

10 

50 

256 

136* 

0,96008 

4158- 

10 

51 

0,68008 

0,73314* 

0,92763 

1,07801 

9 

51 

0,69277 

0,72116* 

0,96064 

1,04097 

& 

52 

029 

294* 

817 

7738 

8 

52 

298 

095 

120 

4036 

8 

53 

051* 

274 

872* 

7676* 

7 

53 

319 

075 

176 

3976* 

7 

54 

072 

254 

926* 

7613* 

6 

54 

340 

055 

232 

3915 

6 

55 

093 

234 

980* 

7550 

5 

55 

361 

035* 

288 

3855* 

5 

56 

115* 

215* 

0,93034 

7487 

4 

56 

382 

015* 

344 

37*i 

4 

57 

136* 

195* 

088 

7425* 

3 

57 

403 

0,71995* 

400 

3734 

3 

58 

157 

175 

143* 

7362 

2 

58 

424* 

974 

457* 

3674- 

2 

59 

179' 

155 

197 

7299 

1 

59 

445* 

954 

513* 

3613 

1 

60 

200* 

135 

252* 

7237* 

0 

60 

466* 

934* 

569* 

3553 

0 

Cosin. 

Sin. 
4 

Cotang. 

Tang. 

Cosin. 

Sin. 

Cotang. 

Tang. 

7. 
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Sin. 

Cosin. 

0 

0,69466* 

0,71934* 

1 

487* 

914* 

2 

508* 

894* 

3 

529* 

873 

4 

549 

853 

h 

570 

833* 

6 

591 

813* 

7 

612 

792 

8 

633 

772 

9 

654* 

752' 

10 

675* 

732* 

11 

0,69696* 

0,71711 

12 

717- 

691 

13 

737 

671* 

14 

758 

650 

15 

779 

630 

16 

800* 

610* 

17 

821- 

590' 

18 

842* 

569 

19 

862 

549* 

20 

883 

529* 

21 

0,69904* 

0,71508 

22 

925* 

488* 

23 

946* 

408* 

24 

96ti 

447 

25 

987 

427* 

26 

0,70008* 

407* 

27 

029* 

386 

28 

049 

366 

29 

070 

345 

SO 

091* 

325 

SI 

0,70112* 

0,71305* 

32 

132 

284 

33 

153 

264* 

34 

174* 

243 

35 

195* 

223 

36 

215 

203* 

37 

236 

182 

38 

257* 

162* 

39 

277 

141 

40 

298 

121* 

41 

0,70319* 

0,71100 

42 

339 

080* 

43 

360 

059 

44 

381* 

039 

45 

401 

019* 

46 

422 

0,70998 

47 

443* 

978* 

48 

463 

957 

49 

484 

937* 

50 

505* 

916 

51 

0,70525 

0,70696* 

52 

546* 

«75 

53 

567* 

855* 

54 

587 

834* 

55 

608- 

813 

56 

628 

793* 

57 

649* 

772* 

58 

670* 

752* 

59 

690 

731 

60 

711* 

711* 

Cosin. 

Sin. 

Tang. 


0,96569* 
625 
681 
738* 
794* 
850 

907* 
963 
0,97020* 
076 
133* 

0,97189 
246* 
302 
359 
416* 

472 
529 
586' 
643' 
700* 

0,97756 
813 
870 
927 
984 

0,98041 
098 
155 
213* 
270* 

0,98327* 
384 
441 
499* 
556 

613 
671* 
728 
786* 
843 

0,96901- 
958 

0,99016* 
073 
131 

189* 
247* 
304 
362 

420* 

0,99478* 
536* 
594* 
652* 
710* 

768* 
826* 
884* 
942* 
1,00000 

Cotang. 
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1,03553 
3493* 
3433* 
3372 
3312 
3252 

3192* 
3132* 
3072* 
3012* 
2952 

1,02892 
2832 
2772 
2713* 
2653* 

2598 
2533 
2474* 
2414 
2355* 

1,02295 
2236' 
2176 
2117* 
2057 

1998* 
1939' 
1879 
1820* 
1761* 

1,01702* 
1642 
1583 
1524 
1465 

1406 
1347 
1288 
1229 
1170 

1,01112* 
1053* 
0994* 
0935 
0876 

0818 
0759* 
0701* 
0642 
0583 

1,00525. 
0467* 
0408 
0350* 
0291 

0233 

0175* 

0116 

0058 

1,00000 

Tang. 
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Les  Tables  trigonométriques  qui  précèdent  ont  été  corrigées  avec  le 
plus  grand  soin.  Elles  ont  été  revues  notamment  sur  celles  (*)  qui  ont  été 
publiées  en  1872  par  le  major  Vladimir  Vassal,  chez  M.  Gauthier- Villais, 
et  qui  font  le  plus  grand  honneur,  comme  exactitude  et  comme  disposi- 
tion typographique,  à  leur  Auteur  et  à  leur  Éditeur.  M.  Vassal  a  compro- 
mis sa  vue  dans  ce  travail,  mais  il  a  rendu  un  véritable  service  aux 
sciences  et  aux  calculateurs. 


('  }  Nouvelles  Tables  donnant,  avec  cinq  décimales,  les  logarithmes  vulffaires 
et  naturels  des  nombres  de  i  à  10  800  et  des  fonctions  circulaires  et  hyperboliques 
pour  tous  les  degrés  du  quart  de  cercle  de  minute  en  minute,  i  yoI.  iii-/| . 
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Comme  nous  Tavons  expliqué  dans  notre  Préface,  nous  avons  laissé  à 
dessein  de  côté,  dans  la  Géométrie  élémentaire,  des  questions  que  nous 
comptons  traiter  plus  loin  par  la  Géométrie  analjrtiqtte.  Mais  le  Pro- 
gramme d'admission  à  l'École  Polytechnique,  qui  n'a  été  imprimé  au 
Journal  officiel  que  deux  mois  et  demi  après  l'apparition  de  ce  Volume, 
nous  oblige,  pour  rester  fidèle  à  noire  titre,  d'exposer  ici  à  part  quelques 
points  omis  volontairement. 

Des  divisions  et  des  faisceaux  harmoniques. 

1.  Nous  allons  reprendre,  en  le  complétant,  ce  que  nous  avons  déjà  dit 
à  cet  égard  (Géom.,  i36,  i37). 

Trois  nombres  forment  une  proportion  /uirmonique,  lorsque  le  rapport 
de  Texcès  du  premier  sur  le  deuxième  à  l'excès  du  deuxième  sur  le  troi- 
sième est  égal  au  rapport  du  premier  nombre  au  troisième. 

La  dénomination  employée  vient  de  ce  que,  lorsqu'une  corde  sonore 
rend  l'accord  parfait  ut,  mi,  sol,  elle  est  frappée  successivement  en  trois 
points  qui  correspondent  à  des  longueurs  de  corde  proportionnelles  aux 

nombres  i ,  ^9  -zy  donnant  précisément  la  proportion 

5""  3         3 

2.  Nous  avons  vu  (  Géom,,  i36)  que,  A  et  B  étant  deux  points  fixes  pris 
sur  une  droite  indéfinie  [fig,  i),  il  existe  toujours  sur  cette  droite  deux 

Fîg.  I. 


points  G  et  D,  situés  nécessairement  d'un  même  côté  du  milieu  I  de  cette 
droite,  l'un  intérieur  à  AB,  l'autre  extérieur,  tels  que  les  rapports  —: 
et  -^  soient  égaux  en  valeur  absolue. 
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On  a  donc 
,  ,  C4       DA 

<*)  CB=bB" 

En  échangeant  les  moyens,  on  en  déduit 

DB       DA         .    ,  .   ,.         DA-AB       DA 

CB=cr'    <^^t-à-d«^    ÂB^rcÂ  =  CA- 

Les  trois  longueurs  DA,  AB,  CA,  constituent  par  suite  une  proportion  har- 
monique, et  Ton  dit  que  la  droite  AB  est  divisée  harmoniquement  aux 
points  C  et  D,  qu'on  appelle  points  conjugués  harmoniques  par  rapport  à 
la  droite  AB.  On  donne  alors,  par  extension,  à  la  relation  (i)  le  nom  de 
proportion  hannonique. 
Si  i*on  tient  compta  des  signes  des  segments  [Géom,,  12),  le  rapport 

Ta  est  négatif,  tandis  que  le  rapport  =— ■  est  positif,  La  véritable  forme 

de  la  proportion  harmonique  est  ainsi 

CA  __  DA  CA.  DA  __ 

CB  ""      DB     °"     CB  •  DB  "^       '" 

Comme  cette  même  relation  peut  s'écrire,  par  échange  de  moyens  et 
simples  permutations  de  lettres, 

AC  .  BC  __ 
AU-BD"      '» 

la  droite  CD,  à  son  tour,  est  divisée  hnrmonûptement  aux  points  A  et  B, 
qui  sont  conjugtiés  harmoniques  par  rapport  à  CD. 

Les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  forment  un  système  ou  une  division  har- 
monique, 

3.  La  moitié  M  de  la  droite  AB  (fig.  i]  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  distances  du  point  I  aux  deux  points  conjugués  harmoniques  C 
et  D. 

Nous  n'avons  besoin,  pour  démontrer  ce  théorème,  que  de  considéier 
les  valeurs  absolues  des  segments,  puisque  les  points  C  et  D  sont  tous  deux 
d'un  même  côté  du  point  I.  Nous  déduirons  donc  de  la  relation  (i) 

CA  — CB  _  DA  — DB 
CA-+-CB  ""DA-t-DB' 

c'est-à-dire 

(AI-hlC)-(BI-IC)  _        AB 
(AI-4-lC)-i-(Bl  — 10)  ~  AB-+-aBD* 

Puisque  AI  égale  Bien  valeur  absolue,  cette  dernière  expression  revient! 

2^IC  _  2AI 
2AI  ■"  2ID' 
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et  il  en  résulte  immédiatement 

(a)  Âi'=IC.lD. 

Réciproquement,  si  un  point  M  pris  sur  AB  satisfait  à  cette  condition^ 
ce  point  se  confond  nécessairement  avec  le  milieu  I  de  AB. 

Car,  s*il  était  à  gauche  ou  à  droite  de  I,  on  ne  pourrait  avoir  en  même 
temps 

Âm'  =  MC.MD    et    ÂI*  =  IC.ID, 

puisque,  ÀM  étant  <  ou  >  AI,  on  aurait,  au  contraire,  à  la  fois  MC>  ou 
<  IC  et  MD  >  ou  <  ID. 

4.  La  relation  (a),  qui  est  une  autre  forme  de  la  proportion  harmo- 
nique, met  bien  en  évidence  la  position  relative  des  points  d*un  système 
harmonique,  et  conduit  à  la  détermination  facile  du  quatrième  point  du 
système  quand  on  connaît  les  trois  autres. 

Supposons,  en  particulier  (Jîg.  i),  que  le  point  C  vienne  en  I;  on  aura 
IC  =  o  et,  par  suite,  ID  =  »  . 

Le  conjugué  harmonique  du  milieu  d'une  droite  est  donc  à  V infini  sur 
cette  droite  y  dans  un  sens  ou  dans  Vautre;  et,  réciproquement,  le  conjw 
gué  harmonique  de  Vinfini  est,  sur  une  droite,  le  milieu  de  cette  droite. 

On  voit  par  là  que  deux  points  quelconques,  le  milieu  de  la  droite  qui 
les  joint  et  le  point  à  l'infini  sur  cette  droite,  forment  une  division  har^ 
monique. 

5.  Traçons  deux  cercles  orthogonaux  I  et  0  {fig,  a),  c'est-à-dire  se 
coupant  à  angle  droit  au  point  E.  L'angle 

lEO  est  alors  droit,  et  les  tangentes  en  E  Fig.  3. 

sont  respectivement  dirigées  suivant  les 
rayons  des  deux  cercles. 

Si  l'on  mène  un  diamètre  quelconque 
AB  du  premier  cercle,  coupant  le  second 
en  C  et  en  D,  on  a  donc  (  Géom.,  181  ) 

ÎÊ'ou  Îa'=IC.ID. 

Par  suite  (3),  deux  cercles  orthogonaux  divisent  harmoniquement  toute 
droite  passant  par  le  centre  de  l'un  d'eux, 

6.  Si  Ton  joint  (fig,  3)  un  môme  point  0  aux  quatre  points  conjugués 
harmoniques  A,  B,  C,  D,  on  forme  un  faisceau  harmonique,  dont  le 
point  0  est  le  centre  et  dont  les  droites  OA,  OB,  OC,  OD,  sont  les  rayvns. 
Les  rayons  qui  correspondent  aux  points  conjugués  harmoniques  sont 
dits  conjugués  harmoniques.  Les  rayons  OC  et  OD  sont  conjugués  har- 
moniques des  rayons  OA  et  OB  ou  divisent  harmoniquement  Tangle  AOB; 
réciproquement,  les  rayons  OC  et  OD  divisent  harmoniquemen  Tangle 
AOB. 
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Nous  avons  déjà  rencontré  (G^om.^  113)  un  exemple  de  faisceau  har- 
monique. 

Si  l'on  mène  les  bissectrices  OC  et  OD  des  deux  angles  intérieur  et 
extérieur  supplémentaires  AOB,  BOA',  d'un  |triangle  AOB  (fig.  3),  on  a 
[Géom.y  141,  142) 


d'où 


CA  _  OA  P^_  OA 

CB  -  OB  DB       OB  ' 


CA_  DA 
CB       DB" 


Fig.  3. 


Les  points  G  et  D,  pieds  des  deux  bissectrices,  sont  donc  conjugués  har- 
moniques par  rapport  au  côté  AB.  Par 
conséquent,  les  deux  côtés  OA  et  OB 
du  triangle  et  les  deux  bissectrices  OC 
et  OD  forment  un  iaisceau  harmonique. 
L'angle  GOD  étant  droit,  la  drcoofé- 
rence  décrite  sur  CD  comme  diamètre 
passe  par  le  point  0.  Il  en  résulte  que, 
si  Von  détermine  sur  le  diamètre  CD 
d^ane  circonférence  COD  les  points  A 
et  B  vonju^ttés  harmoniques  des  points  C  e/  D,  le  rapport  des  distances 
d'un  point  quelconque  0  de  la  circonférence  aux  points  AetB  demeure 
constant;  car  les  bissectrices  des  angles  variables  AOB,  BOA',  passent 
constamment  par  les  points  C  et  D,  conjugués  harmoniques  des  points  A 
etB. 


7.  Tout  faviceau  harmonique  coupe  harmoniquement  une  transversak 
quelconque  (  fig.  i). 

Fig.  4. 


Soit  la  droite  L,  divisée  harmoniquement  aux  points  A,  B,  C,  D.  Eo 
joignant  un  point  0  quelconque  à  ces  quatre  points,  on  forme  (6)  un 
faisceau  harmonique  ayant  pour  rayons  les  droites  OM,  ON,  OP,  OQ. 
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Prenons  maintenant  une  transversale  ou  sécante  quelconque  L',  ren- 
contrée par  les  rayons  du  faisceau  aux  points  A',  B',  G',  D'.  Il  faut  dé- 
montrer qu'elle  est  divisée  harmoniquement  en  ces  points,  en  partant  de 
rhypothèse 

CA  .  DA___ 

CB  •  DB  ""      ^' 

Or,  si  Ton  mène  par  le  point  B  la  parallèle  7^  au  rayon  OM,  on  a  évi- 
demment 

CA       OA      DA  _  OA 

CB  "^  7B  '     DB  ""  <^B  ' 

d'où,  en  divisant  ces  égalités  membre  à  membre, 

CA  .  DA_  ^B  __ 
CB  •  DB  "  7B  "~      '• 

Si  Ton  mène  par  le  point  B'  la  parallèle  7'^'  au  rayon  OM,  on  a  de  même 

CA'  _  OA/      D'A'  _  OA^ 
CW  ~  7'B''     D'B'~  ê'ïï' 

d'où,  en  divisant  membre  à  membre  et  à  cause  des  parallèles  y^  et  7'^', 

C'B'  ""  D'B'  "  7'B'  "■  7B  ""      '• 

Gomme  on  peut  considérer  la  figure  rectiligne  A'B'C'iy  comme  la 
perspective  ou  la  projection  concourante  au  point  0  de  la  figure  recti- 
ligne ABCD,  on  peut  encore  énoncer  commodément  le  théorème  qu'on 
vient  de  démontrer  en  disant  que  le  rapport  harmonique  de  quatre  points 
en  ligne  droite  est  projectif. 

8.  Remarquons  que  le  point  B'  est  quelconque  sur  le  rayon  ON,  et  que 
la  parallèle  y'9%  menée  par  ce  point  au  rayon  OM  et  limitée  aux  deux 
autres  rayons  conjugués  OP  et  OQ  du  faisceau  harmonique  considéré, 
satisfait  toujours,  d'après  la  démonstration  même  qu'on  vient  de  déve- 
lopper, à  la  relation 

7'B'  "      ^' 

On  a  donc,  en  valeur  absolue,  ^'B'=  7'B',  et  le  point  B'  est  le  milieu  de 
la  parallèle  y  ^  à  OM. 

On  en  conclut  immédiatement  ce  théorème  important  :  Dans  tout  fais- 
ceau harmonique^  toiae  parallèle  à  l'un  des  rayons  est  coupée  par  les 
trois  autres  rayons  en  iHtrtves  égales, 

9.  Réciproquement,  tout  faisceau  de  quatre  droites  OM,  ON,  OP,  OQ, 
est  harmonique,  si  une  parallèle  7'B'^'  à  l'un  des  rayons  OM  est  divisée 
par  les  trois  autres  rayons  en  parties  égales  [Jig,  4). 
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En  effet,  le  point  B'  étant  par  hypothèse  le  milieu  de  la  transver- 
sale y'F^,  cette  transversale  est  divisée  harmoniquement  par  le  point  ff 
et  par  le  point  situé  à  Finfini  sur  7'B'^'(4),  point  qui  est  à  Finter^c- 
tion  de  la  transversale  donnée  et  du  rayon  OM.  Le  faisceau  des  quatn* 
rayons  OM,  ON,  OP,  OQ,  divisant  harmoniquement  une  certaine  trans- 
versale, est  par  cela  même  un  faisceau  harmonique  (6,  7). 

10.  On  déduit  de  ce  qui  précède  la  construction  du  quatrième  rayoa 
d'un  faisceau  harmonique  dont  on  connaît  les  trois  autres  rayons. 

Supposons  donnés  les  rayons  OM,  OP,  ON,  et  menons,  par  uo  point 
quelconque  B'  du  rayon  ON  (Jig.  4),  une  parallèle  au  rayon  OM.  Celle 
parallèle  venant  couper  en  7'  le  rayon  OP,  il  suffit  de  prendre  sur  le  pro- 
longement de  y'B'  une  longueur  B'<î'  =  7'B',  pour  avoir  en  9'  un  point  di 
quatrième  rayon  OQ. 

li.  Lorsque  y  dans  un  faisceau  harmonique  y  deux  rayons  conju- 
gués OM,  ON,  sont  rectangulaires  y  ces  rayons  sont  les  bissectrices  des 
angles  supplémentaires  formés  par  les  deux  autres  rayons  OP,  OQ. 

Admettons  que  la  condition  indiquée  soit  remplie  dans  la  J^g.  4.  Si 
Ton  suppose  la  transversale  y^B'^'  perpendiculaire  au  rayon  ON,  elle  est 
parallèle  au  rayon  OM,  et  Ton  Siy'W—B'â'  (S),  Les  deux  triangles  rec- 
tangles 7'OB',  B'O^',  sont  alors  égaux,  et  le  rayon  ON  est  la  bissectricf 
de  Tangle  POQ.  Le  rayon  OM,  à  son  tour,  est  donc  la  bissectrice  do  sup- 
plément de  POQ. 

C'est  la  réciproque  de  la  proposition  rappelée  au  n**  6. 

Pôle  et  polaire  par  rapport  à  nn  angle. 

12.  Par  un  point  B  pris  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  d*ufl 
angle  POQ  {^g.  4)1  menons  diverses  sécantes,  telles  que  CBD,  et  pre- 
nons sur  chaque  sécante  le  point  A  conjugué  harmonique  du  point  B  par 
rapport  au  segment  CD  intercepté  par  les  côtés  de  Tangle  POQ.  Il  esi 
évident,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  lieu  du  point  A  est  le  rayon  OM. 
conjugué  harmonique  du  rayon  OB  ou  ON  par  rapport  aux  rayons  OP 
et  OQ  ou  par  rapport  à  l'angle  POQ.  Ainsi  la  sécante  CBD  tournant  au- 
tour du  point  fixe  B,  le  conjugué  A  de  ce  point  fixe  décrit  la  droite  fixe  OM. 

On  donne  à  la  droite  OM  le  nom  de  polaire  du  point  B  par  rapport  à 
l'angle  POQ>  et,  au  point  B,  le  nom  de  pôle  de  la  droite  OM  par  rapport 
au  même  angle. 

On  voit  que  tous  les  points  de  ON  considérés  comme  pôles  ont  la  même 
polaire  OM  par  rapport  à  l'angle  POQ  et  que,  réciproquement,  tous  les 
points  de  OM  considérés  comme  pôles.ont  la  môme  polaire  ON  par  rapport 
au  même  angle. 

On  voit,  en  même  temps,  que  le  problème  de  trouver  le  pôle  quand  on 
connaît  la  polaire  ou  la  polaire  quand  on  connaît  le  pôle,  revient  à  déter* 
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miner  le  quatrième  rayon  d*un  faisceau  harmonique  dont  on  connaît  les 
trois  autres  rayons  (iO). 

Nous  allons  indiquer  quelques  applications  intéressantes  des  notions 
que  nous  venons  d'établir. 

i3.  On  donne  un  angle  GOD  et  un  point  À  hors  de  cet  angle.  On  mène 
par  ce  point  deux  sécantes  quelconques  ACD,  AC'D',  et  l'on  Joint  diago^ 
nalement  les  points  d'intersection  C  et  D',  C  et  D.  Les  droites  obtenues 
se  croisent  en  M  sur  la  polaire  du  point  A  par  rapport  à  l'angle  COD 
(7%^.  5). 

En  effet,  déterminons  le  point  B,  conjugué  harmonique  du  point  A  par 
rapport  à  la  droite  CD.  Les  quatre  droites 
MA,  MC,  MB,  MD,  forment  un  faisceau  har- 
monique (6).  Par  suite,  le  point  B',  où  MB 
prolongée  coupe  la  sécante  AC'D',  est  le 
conjugué  harmonique  du  point  A  par  rap- 
port à  la  droite  CD'  (12).  Les  doux  points  B 
et  B'  déterminent  donc  la  polaire  du  point  A 
par  rapport  à  l'angle  COD,  et,  comme  la 
droite  BMB'  passe  par  le  point  0,  on  obtient 
cette  polaire  en  traçant  OM. 

Réciproquement,  si  Von  prend  un  pointée,  quelconque  sur  la  polaire  OB, 
si  l'on  mène  par  ce  peint  les  droites  CD'  et  ÇJ\>  arrêtées  aux  côtés  de 
V angle  COD,  les  droites  CD  et  CD'  prolongées  viennent  se  couper  au 
pôle  A  (Jîg.  5). 

En  effet,  supposons  un  instant  que  le  point  A,  conjugué  harmonique 
du  point  B  par  rapport  à  CD,  ne  se  trouve  pas  sur  C  D',  et  menons  la 
droite  AC.  Cette  droite  AC  prolongée  viendra  couper  OD  en  un  point  Di 
différent  de  D'.  Si  Ton  joint  alors  CDi,  on  coupera  CD  en  un  point  de  la 
polaire  OB  qui  ne  pourra  être  que  le  point  M.  Par  conséquent,  les  deux 
droites  CDi  et  CD'  ayant  deux  points  communs  C  et  M  ne  peuvent  dif- 
férer, et  la  droite  CD'  prolongée  passe  nécessairement  par  le  point  A. 

ii.  Soit  un  quadrilatère  ABCD.  Prolongeons  (Jîg,  6)  les  côtés  opposés 
AB  et  CD,  AD  et  BC,  jusqu'à  leurs  rencontres  aux  points  E  et  F.  L'en- 
semble ainsi  obtenu  porte  le  nom  de  quadrilatère  complet.  Ce  quadrila- 
tère a  pour  troisième  diagonale  la  droite  EF. 

On  voit  qu'un  quadrilatère  complet  n'est  que  le  système  formé  par 
quatre  droites  indéfinies  qui  se  coupent  en  six  points.  En  joignant  les 
points  opposés  deux  à  deux,  on  a  les  trois  diagonales  du  quadrilatère. 

Dans  un  quadrilatère  complet,  chaque  diagonale  est  divisée  harmonie 
quement  par  les  deux  autres. 

En  effet,  soient  G,  H,  L,  les  points  d'intersection  des  trois  diagonales. 
D*après  le  théorème  précédent  (13),  le  point  H  est  le  pôle  de  la  droite 

De  c.  —  Tour*.  II.  5l 
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ÀGG  par  rapport  à  l'angle  EAF,  de  sorte  que  lee  points  de  reocontre  H 
et  G  de  la  diagonale  £F  avec  les  diagonales  BD  et  AG  Ja  divisent  banno- 
niquevent.  De  mâme»  Je  point  F  est  le  pôle  de  la  droite  EL  par  rapport  à 
l'angle  AED,  de  sorte  que  L  est  sur  AG  le  conjugué  harmonique  du  point  G 
et,  sur  BD,  le  conjugué  harmonique  du  point  H. 


18.  On  peut  encore  s  appuyer  sur  ce  qui  précède  (43)  pour  mener  par 
un  jwint  donné  une  droite  qui  concoure  apec  deux  droiles  données ,  ces 
deux  droites  ne  se  coupant  pas  dans  les  limites  du  dessin. 

Soient  (fig.  7)  AG  et  BD  les  deux  droites  données,  soit  M  le  point 
donné  placé  entre  les  deux  droites.  On  tracera  par  le  point  M  les  deux 

droites  AD  et  BG.  En  joignant 
leurs  points  d'intersection  avec 
les  lignes  données,  on  obtiendra 
les  droites  AB  et  GD  qui,  prolon- 
gées, iront  en  général  se  couper 
en  un  point  H.  On  pourra  tou- 
jours opérer  de  manière  que  ce 
point  soit  compris  dans  les  limiles 
de  répure.  Par  le  point  H  ainsi 
déterminé,  on  mènera  la  sécante 
HEF  aux  deux  lignes  données,  et 
Ton  joindra  en  croix  les  points 
d'intersection  obtenus  avec  les  points  G  et  D.  Les  droites  GF  et  DE  se 
croiseront  en  X.  La  droite  MI  sera  la  polaire  du  point  H  par  rapport  k 
Tangle  que  forment  les  droites  AC  et  BD,  et  MI  ira  passer  par  le  point  de 
concours  0  de  ces  droites. 

Supposons  maintenant  [Jig.  7  )  que  les  droites  données  soient  AB  et  CD, 
et  que  le  point  donné  F  soit  extérieur  à  ces  droites.  Par  un  point  quel- 
conque 0,  on  mènera  les  droites  OAG,  ÔBDF,  dont  Tune  passe  par  le 
point  donné  F.  On  joindra  en  croix  les  points  d'intersection  de  ces  droites 
avec  les  lignes  données.  Les  droites  ainsi  obtenues,  AD  et  BG,  se  croise- 
ront en  M.  On  mènera  alors  la  droite  FG  qui  coupera  en  I  la  direction  OH; 
puis,  on  joindra  IH  qui  coupera  AG  au  point  E.  La  ligne  F£  sera  la  dîr^- 
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tiou  demandée  ;  car  ia  droite  OMI  est,  par  rapport  à  f  angle  CXDD,  la  polaire 
dn  point  H  où  viennent  se  rencontrer  les  droites  AB,  CD,  EF. 

On  pourra  mettre  à  profit  les  solutions  préeédentes,  pour  tracer  par  un 
point  donné  une  droite  allant  concourir  avec  deux  autres  droiles,  visibles 
seulement  dans  une  partie  de  leur  parcours;  pour  trouver  un  point  situé 
sur  le  prolongement  d'une  droite  inaccessible,  ou  encore,  pour  prolonger 
une  droite  donnée  au  delà  d'un  obstacle  arrêtant  la  vue. 


Pôle  et  polaire  dans  le  cercle. 

16.  Si,  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d'un  cercle  de  diamètre  AB,  on 
trace  une  sécante  quelconque  EF  à  ce  cercle,  le  lieu  du  point  I,  conjugué 
harmonique  du  point  Opar  rapport  à  la  corde  EF,  est  une  droite  perpen^ 
dicidaire  au  diamètre  AB  qui  passe  par  le  point  0  [fig,  8). 

Déterminons  le  point  H,  con- 
jugué harmonique  du  point  O 
par  rapport  au  diamètre  AB  qui 
passe  par  ce  point,  et  soit  I  le 
conjugué  harmonique  du  même 
point  par  rapport  à  la  corde  quel* 
conque  EF.  H  suffit,  pour  dé- 
montrer le  théorème  énoncé,  de 
prouver  que  la  droite  IH  est  per- 
pendiculaire sur  AB. 

Cela  posé,  puisque  les  points  0 
et  H  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  AB  et  que  les 
points  E  et  F  appartiennent  à 
la  circonférence,  on  a  néces* 
sairement  (6) 

EHFH 
EO'FO' 


,    ,  ,    ,.        EH      EO 
cest^-dire    pjj  =  pQ- 


Suivant  que  le  point  0  est  extérieur  ou  intérieur  à  la  circonférence,  la 
droite  HO  est  donc  la  bissectrice  de  l'angle  FHL  ou  de  l'angle  EUF,  ex- 
térieur ou  intérieur  par  rapport  au  triangle  EUF.  Les  droites  HO,  HF, 
HI,  HE,  formant  par  hypothèse  un  faisceau  harmonique,  il  faut  alors  que 
la  droite  IH  soit  à  son  tour  bissectrice  de  l'angle  intérieur  EHF  ou  de 
l'angle  extérieur  FHL  (6),  c'est4«dire  qu'elle  soit  perpendiculaire  sur  HO 
ou  sur  le  diamètre  OAB. 

On  dit  que  le  point  0  est  le  pôle  de  la  droite  IH  et  que  la  droite  IH  est 
la  polaire  du  point  0,  par  rapport  au  cercle  AB. 

M.  Le  point  C  étant  le  centre  du  cercle  ou  le  milieu  de  AB,  on  a  la  re- 
lation (3) 

AC»  =  CH.CO. 
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On  peut  déduire  de  cette  relation  plusieurs  conséquences  iupoitanies. 

Par  un  point  0  extérieur  à  une  circonférence  {fig.  9),  menons  à  cette 
circonférence  les  tangentes  OM  et  ON.  Traçons  la  corde  MN  qui  joint  les 

points  de  contact  M  et  N,  et  qui  est  per- 
pendiculaire au  diamètre  OÂB.  Le  Irian^ 
rectangle  OMC  donne 

MC»=AC«  =  CH.CO. 
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Le  point  H  où  la  corde  MN  coupe  le  dia- 
mètre OAB  est  donc  le  conjugué  harmo- 
nique du  point  0  par  rapport  à  AB  ;  en 
d'autres  termes,  la  polaire  du  point  0  est 
la  corde  MN  qui  joint  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  ce 
point  à  la  circonférence. 

On  peut  conclure  de  là  une  nouvelle  construction  de  la  tangente  menée 
au  cercle  par  un  point  extérieur. 

La  relation  AC*  =  GH.GO  proure  encore  que  les  points  O  et  H  sont 
réciproques^  c'est-è-dire  que  la  polaire  de  l'un  passe  par  l'aotre,  ce  qai 
est  d'ailleurs  évident  (12). 

La  même  relation  montre  que,  si  le  point  O  vient  en  B  sur  la  droontt- 
rence,  le  [foint  H  vient  aussi  en  B.  Donc  la  polaire  d'un  point  pris  sur  la 
circonférence  est  la  tangente  menée  en  ce  point  à  la  drconférence. 

Enfin,  si  GO  devient  infiniment  petit,  GH  devient  infiniment  grand,  de 
sorte  que,  si  le  pôle  est  au  centre  de  la  circonférence,  la  polaire  se  trans- 
porte à  rinfinî. 

18.  Lorsqu^on  fait  décrire  au  pâle  0  une  droite  XY,  toutes  les  polaires 
correspondantes  aux  ditferses  positions  du  point  0  se  croisent  en  un  même 
point  H  qui  est  le  pôle  de  XY  (//?•  10). 

Menons  le  diamètre  ABO  perpendi- 
culaire à  la  droite  XY,  et  détemi- 
nons  sur  ce  diamètre  le  point  H,  con- 
jugué harmonique  du  point  O  ou  pôle 
de  la  droite  XY.  Prenons  un  poiot 
quelconque  0'  sur  XY  et  joignons-le 
an  centre  du  cercle  :  nous  obtiendrons 
ainsi  un  diamètre  Â'B';  la  perpendîco- 
laire  HH',  abaissée  du  point  H  sur  ce 
diamètre,  est  la  polaire  du  point  0'.  En 
effet,  les  triangles  semblables  GOO'»  GHH',  donnent 

CO;      GO 
GH  ""GH'' 
d'où 

CH'.GO'=  GH.GO  =  AC'    (17). 

Le  point  H'  est  donc  bien  le  pied  de  la  polaire  du  point  0',  qui  est  alors  HH'. 


Fig.  10. 


Réciproquement,  si  ia droite  XY  tourne  autour  du  point  0,  son  pdie  dé- 
cnt  la  polaire  du  point  0  {fig*  1 1) . 

Car,  si  ron  détermine  la  polaire  IH  du  point  0  et  si  Ton  abaisse,  du 
centre  G  de  la  circonférence,  une 
perpendiculaire  CO'  sur  la  posi- 
tion quelconque  de  la  droite  XY, 
les  deux  triangles  semblables  GIH, 
COO',  donnent  toujours 


GO 


CH 

GO'' 


d'où 


a.GO'=GH.GO  =  AG^ 
Le  point  I  est  donc  le  pôle  de  la  droite  XY. 

<9.  GoNSÉQVENCBS.  —  i"*  Si,  des  différents  points  d'une  droUe,  on  trace 
des  couples  de  tangentes  à  une  circonférence,  les  cordes  de  contact 
viennent  se  croiser  au  pâle  de  la  droite  considérée.  En  effet,  les  cordes 
de  contact  obtenues  sont  les  polaires  des  différents  points  de  la  droite. 

7,^  Si,  d'un  point,  on  mène  à  un  cercle  une  séné  de  sécantes,  les  points 
de  rencontre  des  couples  de  tangentes  correspondantes  appartiennent  à 
la  polaire  du  point  considéré.  En  effet,  les  sécantes  passant  par  un  même 
point,  leurs  pôles  se  trouvent  sur  la  polaire  de  ce  point. 

3"  Enjoignant  les  pôles  de  deux  droites,  on  obtient  la  polaire  de  leur 
point  de  rencontre.  En  effet,  ces  deux  droites  peuvent  être  regardées 
comme  les  positions  différentes  d'une  droite  passant  constamment  par 
leur  point  de  rencontre. 

4'  D'après  ce  dernier  corollaire,  si  deux  polygones  d'un  même  nombre 
de  côtés,  tracés  élans  le  plan  d'une  circonférence, 
sont  tels  que  les  sommets  de  l'un  soient  les  pôles 
des  côtés  de  Vautre  y  la  propriété  réciproque  a 
Heu;  c'est'èhdire  que  les  sommets  du  second  lio^ 
Ijrgone  (points  de  rencontre  de  ses  côtés)  sont  à 
leur  tour  les  pôles  des  côtés  du  premier  polygone. 

On  donne  alors  aux  deux  polygones  le  nom  de 
polaires  réciproques. 

On  voit  que,  si  {fig.  12)  un  polygone  ABGDE 
jBSt  circonscrit  à  un  cercle,  on  obtient  sa  polaire 
réciproque  en  formant  le  polygone  inscrit  qui  cor- 
respond aux  points  de  contact  successifs  <z,  b,  c,  d^  e.  Gar  chaque  som- 
met A  du  polygone  circonscrit  est  le  pôle  du  côté  opposé  ea  du  polygone 
inscrit,  et  chaque  sommet  a  du  polygone  inscrit  est  le  pôle  du  côté  cor- 
pondant  AB  du  polygone  circonscrit. 


Fig.  12. 
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Section  antiparallèle  du  cône  oblfqne  à  base  circnlaire. 

20.  Dans  un  cane  oblique  à  base  circula  ire  y  toute  section  antipaml- 
lèle  à  la  base  est  un  cercle. 

Soit  S  le  sommet  d'un  cône  oblique  ayant  pour  base  le  cerde  0  (fi^,  i3). 
On  nomme  plan  principal  de  ce  cône  le  plan  SAB  mené  par  la  droite  qui 
joint  le  sommet  S  au  centre  0  de  la  base,  perpendiculairement  au  plan 
de  cette  base,  et  l*on  dit  qu'un  plan  CMD  est  antiparallèle  à  la  base  lors- 
qu'il est  perpendiculaire  sur  le  plan  principal  SAB  et  que  sa  trace  CD 
sur  ce  plan  principal  est  antiparallèle  à  AB  par  rapport  à  Tangle  ASB. 
Il  s'agit  de  prouver  que  la  section  CMD  est  un  cercle. 

Par  un  point  quelconque  M  de  la  section,  menons  un  plan  parallèle  à  la 
base;  ce  plan  coupera  le  cône  suivant  un  cercle  A'MB'  décrit  sur  A'B' 
comme  diamètre,  et  le  plan  CMD  suivant  une  droite  MP  perpendicafadre 
au  plan  principal.  Or,  dans  le  cercle  A'MB',  on  a 

MP'=:PA'.PB'. 

D'ailleurs,  les  triangles  PGA\  PDB',  sont  semblables  comme  ayant  leurs 
angles  égaux  ;  ils  donnent  donc 

!^  =  ?g,    d'où    PA'.PB'-PC.PD,    et    MP*=PC.PD, 

Par  suite,  le  point  M  appartient  à  un  cercle  décrit  sur  CD  comme  dia- 
mètre. 

I^îg.  i3.  Fîg.  i}. 


21.  Deux  sections,  rune  AiBi  parallèle ,  l'autre  CD  anliparaUèk  à 
la  base  d^un  cône  oblique  à  base  circulaire,  sont  toujours  situées  sur  une 
même  sphère;  car  les  deux  sections  circulaires  A|Bi  et  CD  (fig,  i4) 
sont  perpendiculaires  à  un  môme  plan  SAB  passant  par  leurs  centres,  et 
le  quadrilatère  Ai  Bi  C  D  situé  dans  ce  plan  est  inscriptible  ;  les  cercles  Ai  Bi 
et  CD  sont  donc  sur  la  sphère  dont  le  grand  cercle  passe  par  les  quatre 
points  Ai,  Bi,  C,  D. 


ADDITION.  80 1 

22.  Dans  un  cône  oblique  à  base  circulaire,  les  centres  des  sections 
parallèles  à  la  base  sont  distribués  sur  une  même  droite. passant  par  le 
sommet;  les  centres  des  sections  antiparallèles  à  la  base  sont  aussi  placés 
sur  une  seconde  droite  passant  par  le  sommet.  Il  importe  de  connaître  la 
situation  respective  de  ces  deux  droites. 

Soit  SAB  la  section  principale  du  cône  dont  la  base  est  le  cercle  décrit 
sur  AB  comme  diamètre.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  ASB  (fig,  i5) 
est  un  grand  cercle  de  la  sphère  qui  contient  le  cercle  AB  et  le  sommet  S 
du  cône.  La  tangente  SG  au  cercle  SAB  est  la 
trace  sur  SAB  du  plan  tangent  à  cette  sphère  T^^-  ■^* 

en  S,  et  ce  plan  tangent  est  perpendiculaire 
au  plan  SAB  de  la  figure;  d'ailleurs,  la 
droite  SG  est  antiparallèle  à  AB,  à  cause 
de  régalité  des  angles  BAS,  BSG.  Le  point 
tangent  SG  est  donc  parallèle  aux  plans  des 
sections  antiparallèles  à  la  base  AB ,  et  la 
question  se  réduit  à  trouver  le  centre  d'une 
section  quelconque  parallèle  à  ce  plan  tan- 
gent. Nous  choisirons  celle  qui  passe  par  le 
point  de  concours  T  des  tangentes  en  A  et  en 
B  au  cercle  ASB,  c'est-à-dire  par  le  sommet  *  \ 

T  du  cône  qui  est  circonscrit  à  la  sphère 

indiquée  suivant  le  cercle  AB.  En  menant  par  le  point  T  la  parallèle  CTD 
à  SG,  on  aura  le  diamètre  de  cette  section.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  le 
point  T  en  est  précisément  le  centre,  c'est-à-dire  que  le  point  T  est  le 
milieu  de  CD.  En  effet,  l'angle  TBD,  égal  à  SBK,  a  pour  mesure  la  moitié 
de  Tare  SIB;  Tangle  TDB,  alterne-interne  de  BSG,  a  aussi  cette  mesure; 
donc  le  triangle  TBD  est  isocèle,  et  l'on  a  TD  =  TB.  On  voit  de  même  que 
TC  =  TA;  par  suite,  comme  TA  =  TB,  on  a  TC  =  TD.  Ainsi,  ie  lieu  des 
centres  des  sections  antiparallèles  à  la  base  AB  est  la  droite  ST,  qui 
joint  le  sommet  S  au  sommet  T  d'un  cône  auxiliaire  circonscrit ,  suivant 
le  cercle  AB,  à  la  spfière  déterminée  par  ce  cercle  et  par  le  sommet  S 
du  cône  primitif. 


FIN  DE  l'addition. 
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